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Capitolo 1

Spazi LP e Convoluzioni

1.1 Spazi L?

1.1.1 Spazi I’,1 <p< o0

Prendiamo uno spazio di misura (X, A, 1) ed un numero reale p > 1: allora & naturale considerare
I'insieme

LY (X, A p) = { [ X—>R ‘ f misurabile,/X |fIPdu < +oo}

Lemma 1.1.1. LP(X)r ¢ un sottospazio vettoriale dello spazio delle funzioni reali.

Dimostrazione. Verifichiamo che £} ¢ chiuso rispetto alla somma: siano f, g € £, allora sappiamo
gia che f+g¢ e misurabile e ci basta dimostrare che | f + g| € sommabile: ricordiamoci che la funzione
x +— zP & convessa per p > 1 e quindi abbiamo che

foglf < op (\f|p 4 |9|p> =221 + |g|P)

273 2 2

P _9p
|f + 4| 515

Allora segue subito che [y [f+ g[Pdu < 2071( [ [fIPdu + [y 9P dp) < 4o00. Poi, la parte con
il prodotto per scalari ¢ immediata: se f € £f e A € R allora A\f & misurabile e | AP dp =
AP 5 1 fIP dp < 4o00. O

In generale possiamo prendere funzioni a valori complessi f: X — C: diciamo che una tale
funzione ¢ misurabile se e solo se le funzioni reali Rf,Sf sono misurabili e diciamo che una tale
funzione & sommabile se e solo se le funzioni reali R f, S f sono sommabili e in questo caso poniamo

/deu:/X%fdu+i/X%fdu

Possiamo poi definire lo spazio E%(X , A, ) anche per le funzioni a valori complessi esattamente
come abbiamo fatto per quelle a valori reali.

Lemma 1.1.2. Sia f: X — C una funzione misurabile. Allora f € LL.(X) se e solo se Rf,3f €
LE(X). Inoltre LL(X) & un sottospazio vettoriale delle funzioni a valori complessi.

Dimostrazione. Supponiamo che f € £4(X), allora |[Rf|P < (IRf]* + ISF2)% = |f|P e lo stesso
argomento applicato a Sf ci da la tesi. Supponiamo invece che Rf,Sf € L (X), allora |f[P <
(IRf| + |Sf])P e per il lemma precedente concludiamo. Il lemma precedente unito a quanto gia
dimostrato ci dice anche che £{(X) & un sottospazio vettoriale delle funzioni a valori complessi. [J

D’ora in poi considereremo sempre funzioni a valori COMPLESSI e scriveremo semplicemente
LP(X, A, ).

Consideriamo ora la funzione

1
p
[y CEA ) 5 R defmitada (1, = ( [ 17 dn)



Proposizione 1.1.1. ||-||,, é una seminorma su LP(X, A, ) ma non € una norma. Piu precisamente
I, verifica quasi tutte le proprieta delle norme: accade soltanto che | f||, =0 <= f=0 q.o. .

Dimostrazione. E’ chiaro dalla definizione che || f|, ¢ ben definito e non negativo per ogni f € LP.
1
La freccia se e solo se & abbastanza ovvia. Siano f € L e A € R, allora [[Af]|, = (Jx IMIPdp)?r =

1
(AP [ [fIPdp)r = |l [ f]l,- (Ecco spiegato il senso dell’esponente misterioso %) La subadditivita
segue dalla Disuguaglianza di Minkowski (vedi sotto). O

Ora dimostriamo le disuguaglianze di Young, Holder e Minkowski:

Proposizione 1.1.2 (Disuguaglianza di Young). Siano p,q > 0 tali che %—l—% =1 e stano a,b > 0.
Allora
a? bl
ab < — + —
p q

Inoltre,vale l'uguaglianza se e solo se aP = b1.

Dimostrazione. Se a =0 o b = 0 la tesi & banale. Allora supponiamo che a,b > 0 e sfruttiamo la
convessita della funzione x +— e*:
P q logaP | logb? GIOg a¥ GIOg b aP b?
ab = logab — logatlogh _ oplogatylogh _ o=+ + = — + —
p q p q

Per finire, vediamo che in quanto scritto sopra I'uguaglianza vale se e solo se logaP = logb? e la
tesi € completamente dimostrata. O

Proposizione 1.1.3 (Disuguaglianza di Holder). Siano p,q > 0 tali che %—F% = 1 e siano
feLr(X)ege LYX). Allora fg € LX) e

1Fglly < 1£1l, llglly

Inoltre, si ha l'uguaglianza se e solo se fP = Ag? quasi ovunque, per un certo A € C.

Dimostrazione. Sappiamo che il prodotto di funzioni misurabili ¢ misurabile, si tratta di dimostrare
ora la disuguaglianza. Supponiamo prima che [|f|, = 0 o che ||g|[, = 0, allora f o g sono nulle
quasi ovunque e quindi anche fg € nulla quasi ovunque e la tesi ¢ ovvia. Allora mettiamo che
1 £1l, = llgll, = 1: utilizzando la disuguaglianza di Young dimostrata prima si ha che

p q 1 1
[usstan= [ iglans [ LR 220 2oy
X X x D q p g

N . p q . PN
e questa ¢ un’uguaglianza se e solo se |f||g| = % + % quasi ovunque e cioe se e solo se fP = \g?
quasi ovunque per un certo A € C. Poi, per quanto appena dimostrato, nel caso generale abbiamo
che

I £l :| T
LAl gl ]| 11l Tlgllg ||
e come sopra si dimostra la condizione per I'uguaglianza. O

Vale una versione piu forte della disuguaglianza:

Proposizione 1.1.4 (Disuguaglianza di Holder generalizzata). Siano pi,pa,...,pn,r > 0 tali che
p%—i-p%—l----—l-i =1 Allora, se f; € LPI(X) peri=1,....n siha che fifo...fn € LT(X) e

Pn T
1Sz full, < 1f2lly, Wf2ll, - W fally,



Dimostrazione. Dimostriamolo per induzione su n. Se n = 1 la tesi & banale; quindi supponiamo
di aver dimostrato la tesi per n — 1 e dimostriamola per n: intanto vediamo che

1 1 1 1 —r

— e — = — =T 5

b1 Pn—1 r Pn Pn
quindi, per ipotesi induttiva, si ha che |f1fa... fn_1| € L= e d & chiaro che |fnl” € L5 ora,
notiamo che p;—;r + an = 1 e quindi per la disuguaglianza di Holder classica abbiamo che

bPn—T

/X|f1f2---fn|rdﬁ4:/X|f1f2---fn1!T|fn|rd,u§ </X|f1f2---fn1!1’:ff’“ d,u> . </X|fn|p” d,u) "o
= fife- - fooall"ren || fully, < ( per Vipotesi di induzione ) < (|[fill,, [If2ll,, - - [ fnll,, )"

Pn—T

e abbiamo finito. O

Osservazione 1.1.1. Nella proposizione precedente potrebbe essere che r < 1: allora chi sono L (X)
e |||, 7 Sono esattemente quello che ci aspettiamo, cioe

L :{f:X—HC’fmisurabile,/xlf\rd,uﬁ—i—oo} I fll, = (/}(|f’rdu>r

Tuttavia questi spazi non ci interesseranno in seguito perché hanno alcuni problemi: infatti si vede
che ||-||, non & una seminorma.

Proposizione 1.1.5 (Disuguaglianza di Minkowski). Sia p > 1 e siano f,g € LP(X). Allora
1f+gll, < £l + lgll,-

Dimostrazione. Supponiamo prima che p = 1: allora ||[f+g|l; = [y |[f+glde < [ |fldp +
Jx lgldp = || fIl +1lgl| e abbiamo fatto. Se invece p > 1, ragioniamo cosi: se || f + gll, = 0 abbiamo
finito e siamo contenti, altrimenti

|U+ﬂﬁ=[Qf+WW#=[Qf+mU+mp%mg

< [ U117+ gl d+ [ 1gl1f + ol a
X X
Ora, sia ¢ = ;7 il coniugato di p (cioe % + % = 1), allora vediamo che (f + g)P~! € £9(X), infatti
If +g|P Y9 = |f + g|” e per la disuguaglianza di Hélder abbiamo che
LJﬂV+ﬂP1dM+[va+ﬂW1dM§ﬂVM+HNﬁHU+9V1m::

= (If1l, + lgll,) 1 f + gl

quindi, riassumendo, abbiamo trovato che

1F1l, + llgll
I+l
I+ gll,

e quindi fine. ]

1f+glb <

Quindi abbiamo visto che [[-[|, ¢ una seminorma su LP(X); ora, ¢ facile dimostrare (gra-
zie alla subadditivita) che per ogni seminorma ||| su uno spazio vettoriale V, il suo nucleo
Ker ||| = {veV||v]|=0} ¢ un sottospazio vettoriale di V' e quindi possiamo realizzare lo
spazio quoziente V/Ker ||| su cui la funzione ||| & ora una vera norma. Nel caso dello spazio
LP(X), quozientare per Ker ||-[|,, equivale ad identificare le funzioni che coincidono quasi ovunque
su X : infatti f, g € LP coincidono quasi ovunque se e solo se f — g = 0 quasi ovunque e cioe se e
solo se || f — g[|, = 0.

Cosl otteniamo lo spazio vettoriale LP(X, A, 1) su cui ||-||,, ¢ un’autentica norma. (Nota: continue-
remo ad indicare gli elementi di LP come indicavamo gli elementi di £LP).



Teorema 1.1.1. Lo spazio LP(X) ¢ uno spazio di Banach per ogni p > 1.

Dimostrazione. Dimostriamo che se { fy },,cy & una successione in LP(X) tale che > 2 | fnll,
converge, allora > > f, converge in LP(X). Intanto vediamo che la serie definisce un elemento di
LP(X):

J,

o0

P p N p
< [ (Zw) = [ i, (Zw) dp = ( per Beppo-Levi ) =

n=0 n=0
N p N p N p
=am (Z fn|> dp = lim Zorm < Jim (ZO annp) <o
n= p n=

n=0

> fn
n=0

Quindi la serie definisce un elemento S di L?(X), ora vediamo anche che la serie converge ad S in
L*(X):

N p N p
|8 = 2 Jull = Jim [ 15 =2 fal dn
n= p n=

P
ma vediamo subito che ‘S — N fal < (S1H320% | £al)P che & sommabile per quanto dimostrato

prima, quindi il teorema di convergenza dominata ci da la tesi. ]

C’¢ anche un altro importante risultato di convergenza:

Proposizione 1.1.6. Sia { f, } C LP(X) una successione tale che f, — f in LP(X). Allora esiste
una sottosuccessione { fn, } che converge puntualmente ad f quasi ovunque ed in modo dominato.

Dimostrazione. NON SERVE, PERO’ MAGARI DOPO LA SCRIVO O
Ora ci chiediamo se ci sono inclusioni fra gli spazi L?:

Proposizione 1.1.7. Sia (X, A, u) uno spazio di misura finita, cioé u(X) < oco. Allora LP(X) C
LI(X) sep > q.

Dimostrazione. Attenzione: adesso dimostriamo che L£P C L9, pero l'inclusione passa ai quozienti
e tutti i soliti blabla. Allora, sappiamo che se ¢ < p, abbiamo che |z|? < 1+ |z|’ e quindi, se
f € LP(X) allora

q p — p
/X\fl dMS/XlJrIf! du—u(X)ﬂL/lel dp < o0
U

Se lo spazio ha misura infinita ci sono dei problemi e in generale va tutto in merda, tuttavia
se ci limitiamo, per esempio, a funzioni il cui supporto ha misura finita, vale ancora il risultato
precedente.

1.1.2 Spazi L™

Prendiamo il solito spazio di misura (X,.A4, 1) e consideriamo le funzioni che sono essenzialmente
limitate, cioé definiamo supess f = inf{ M | f < M q.o. } per ogni f: X — R e consideriamo
I'insieme delle funzioni essenzialmente limitate:

LOX, A,u) ={ f: X — C| f misurabile, supess |f|’ < 400}
Proposizione 1.1.8. £L>*(X) ¢é un sottospazio vettoriale dello spazio delle funzioni complesse.

Dimostrazione. La faccenda sulla moltiplicazione per scalari ¢ facile. Poi, siano f,g € £, allora
|f + 9] < |f]+ |g| e quindi supess |f + g| < supess | f| 4 supess |g]| < co. O



Di nuovo , e naturale considerare la funzione
II'lo : £°(X, A, ) = R definita da || f|| ., = supess |f|

Proposizione 1.1.9. La funzione ||-||, € una seminorma su L%(X) ma non é una norma. Piu
precisamente ||-|| . verifica quasi tutte le proprieta delle norme: accade soltanto che ||f|| ., =0 <=

f=0q.o. .

Dimostrazione. E’ chiaro che ||f||., € ben definita e non negativa per ogni f € L e di nuovo
la doppia freccia & abbastanza facile. L’omogeneita € sempre ovvia e la subadditivita ’abbiamo
dimostrata prima. Fine O

Osserviamo che valgono anche in questo caso le disuguaglianze di Holder e di Minkowski: quella
di Minkowski I’abbiamo vista prima (nella dimostrazione della proposizione 1.1.8 ), quella di Holder
dice che

Proposizione 1.1.10 (Disuguaglianza di Holder con 1,00). Siano f € LY(X) e g € L™, allora
fgelle
Ifglly < 1F1ly lglloo

Dimostrazione. Facile. O

Allora, come prima definiamo lo spazio L>(X, A, ) e su questo spazio [|-||,, € una norma che
lo rende uno spazio di Banach.

Teorema 1.1.2. L>(X, A, 1) é uno spazio di Banach

Dimostrazione. La dimostrazione & uguale uguale a quella fatta per 1 < p < oo, basta sostituire p
con oo. 0

Come ultima cosa ci occupiamo delle inclusioni tra lo spazio L* e gli altri: di nuovo, se lo
spazio ha misura finita € tutto facile

Proposizione 1.1.11. Sia (X, A, 1) uno spazio di misura finita. Allora L*°(X) é incluso in LP(X)
per ogni p > 1.

Dimostrazione. Sia f € L™ e sia p > 1, allora [y |f|" dp < || f]| o (X)) < o0. O]

1.1.3 Teoremi di densita negli spazi LP

Ora ci interessera vedere quando possiamo approssimare le funzioni in LP con funzioni decenti. Ci
sono intanto le funzioni semplici:

Proposizione 1.1.12. Sia (X, A, u) uno spazio di misura e sia 1 < p < oo, allora le funzioni
semplici sono dense in LP(X); pit precisamente, le funzioni semplici a supporto di misura finita
sono dense in LP(X).

Dimostrazione. Sappiamo che per ogni funzione misurabile f: X — R esiste una successione di
funzioni semplici { ¢, } tali che pn(z) = f(2) e |on(@)] < |f()],[f(2) —pn(z)] < 3 Vn €
NV z e X. Allora, se f € LP(X), abbiamo che { ¢, } C LP(X) grazie al fatto che |p,(z)| < |f(z)],
ed inoltre, se p < oo, si ha che |f — p,|? < 2P|f|P che ¢ sommabile, e quindi, per il teorema di
convergenza dominata

lim [1f = oully = lim [ 17 =@ du= [ tim I = guldu =0

n—-+o0o n—-+o0o

e si conclude. Invece, se p = oo ¢ facile vedere che

1
Im ||f —¢nlle < lim — =0

n——+o00 n—+oo 2N

e fine. La precisazione dice semplicemente che le funzioni semplici che sono anche in LP(X) sono
proprio quelle con supporto di misura finita. O



Ora ci occupiamo piu specificamente del caso che ci interessera poi: cioe il caso in cui lo spazio
di misura ¢ un aperto di RY con la relativa misura di Lebesgue my

Proposizione 1.1.13. Sia Q C RN un aperto e sia 1 < p < co. Allora le funzioni continue sono
dense in LP(£2).

Dimostrazione. Supponiamo intanto che Q = RY: allora, per quanto visto prima, basta verificare
che per ogni sottoinsieme misurabile £ C RY di misura finita esiste una successione di funzioni
continue { f,, } € LP(RY) tali che lim|/xg — fall, = 0. Allora, sappiamo che per ogni n € N
esistono un aperto A, ed un chiuso C, tali che C,, C E C A, e my(A, \ Cp) < 2% (in particolare,
A, ha misura finita): prendiamo

d(x, A7)
d(X, A%) + d(x, Cn)

fn(x) =

Si vede subito che f, =1su C,,0< f, <1su A, \Cye f, =0su AS, e quindi { f,, } C LP(X),

inoltre

P

2
o= falli= [ o= faldmy= [ o= pldmy < [ ovdmy <3

n

e quindi, limy 400 lxg — fnl| = 0. Ora consideriamo il caso di una aperto © qualunque: sia
f e LP(Q), esia fe LP(RY) la funzione f estesa a R™ ponendo f=0suQ°. Allora, per quanto

dimostrato prima esiste una successione di funzioni continue { fn } C LP(RY) che convergono ad

fin LP(RM): cioe’
pda?:/ﬂ‘f—fnm‘p'i‘/ﬂc‘f_fnp

Zz/RN)f—fn

Ma c’e di piu

dr — 0 permn — oo

Proposizione 1.1.14. Sia Q C RY un aperto e sia 1 < p < oco. Allora le funzioni continue a
supporto compatto sono dense in LP(Q).

Dimostrazione. Sappiamo che ogni aperto Q di RY ammette un esaustione in compatti: cioe esi-
stono dei sottospazi compatti K, tali che K,, ¢ contenuto nella parte interna di K,4+1 e |J K,, = €.
Allora, presa f € LP(2) continua un’idea sarebbe quella di approssimare f con le fxg, , ma queste
funzioni non sono in generale continue, quindi dobbiamo ammorbidirle un p6. Possiamo fare cosi:
definiamo per ogni n € N

d(X, Krcz—i—l)

x, Ky ) +d(x, Kf)

allora, grazie alle proprieta dell’esaustione in compatti, si ha che le funzioni fg, sono continue a
supporto compatto e che fg, — f per n — +o00. Infine osserviamo che |fg,(x)| < |f(x)| e quindi,
|f — fanl? < 2P|f[P; allora, per il teorema di convergenza dominata, troviamo che

i |~ foully = lim [ 17 = fguldmn = [t |f = foul? dm, =0

Dimostriamo ora un corollario di quest’ultimo risultato che ci sara utile in seguito:

Corollario 1.1.1 (Continuita delle traslazioni negli spazi LP(R™)). Sia1 < p < oo e siah € RN al-
lora definiamo per ogni f € LP(RN) la funzione fu(x) = f(x+h). Allora fy € LP(RN), || fn — 9nll,

If = gll, (se g € LP(RY)) elimpo || f — full, = 0.



Dimostrazione. Le prime due asserzioni seguono dall’invarianza per traslazioni della misura di
Lebesgue. Per dimostrare 'ultima, supponiamo dapprima che f sia continua a supporto compatto
K, allora la tesi segue dal teorema di convergenza dominata. Nel caso generale, presa f € LP(RY)
fissiamo € > 0: sappiamo che esiste una funzione continua a supporto compatto g € LP (RN ) tale che
If = gll, <e, allorasi hache [|[fo = fll, = lfa =90 + 90 — 9+ 9 — fll, < [fu — gnl,+llgn — gll, +
llg — f||, e per quanto dimostrato prima, concludiamo. O

1.2 Convoluzioni in RY

Definizione 1.1 (Convoluzione). Siano f,g € L'(RY). Allora la convoluzione fra f e g & la
funzione f * g definita cosi:

(P = [ Fix=v)aty)dy

Proposizione 1.2.1. La convoluzione tra f,g € L'(RN) ¢ ben definita e fxg € L*(RY). Inoltre la
convoluzione é anche bilineare e simmetrica, cioé (Af1+pfo)xg = A(fixg)+u(faxg) e fxg=g*f.
Infine [|f > glly < £l llgll; -

Dimostrazione. MAGARI DA METTERE LA PARTE SULLA MISURABILITA’ DEL-
LA CONVOLUZIONE Ora, vediamo che, per Fubini-Tonelli,

/RN /RN G =y)llgly)ldydx = /RN /RN G = y)ldx|g(y)l dy =
=17l [ lots)lay = 151, Nl

e quindi f*g € ben definita quasi ovunque ed e facile vedere da quanto scritto prima che fR N f*g(x)]dx <
Jan (v [Fx =3I g(y)| dy)dx < || f]l1 lgll; il che dimostra che fx g € LY(RY) e che [|f x g||; <
Il f1l1 llgll;- Inoltre, grazie alla linearita dell’integrale, la convoluzione & bilineare ed & simmetrica
per l'invarianza della misura di Lebesgue rispetto alle traslazioni. O

Quindi, possiamo considerare lo spazio L' (R") come un’algebra commutativa: cio¢ & uno spazio
vettoriale (la struttura di spazio vettoriale standard di LP) ed un anello commutativo (il prodotto
in LP ¢ dato dalla convoluzione) in modo che le due strutture siano compatibili (il che ci ¢ assicu-
rato dalla proposizione precedente). Purtroppo, & un’algebra senza identita, come vediamo dalla
seguente proposizione:

Proposizione 1.2.2. Non esiste una funzione e € L*(RY) tale che ex f = f per ogni f € L'(RY).

Dimostrazione. Supponiamo che una tale e esista. Allora consideriamo, per r < 0 le funzioni
XB(0,r), abbiamo che:

e(x —y)dy = / e(y)dy

B0 (%) = €% B0 (X) = /
B(x,r)

B(0,r)

in particolare, se x = 0 troviamo che

1= / XB(o,) (¥Y)e(y)dy
]RN

ma il teorema di convergenza dominata ci dice che lim, o+ [pn XB(0,)(¥)e(y)dy = 0 ed abbiamo
un assurdo. O

Ritorneremo su questo argomento fra un pé, ora andiamo avanti. Vediamo che possiamo
convolvere due funzioni anche sotto ipotesi piu generali, come ci spiega il buon Young:



Teorema 1.2.1 (Teorema di Young). Siano 1 < p,q,r < oo tali che % +% =1 +% e siano
f e LP(RN), g € LYRN). Allora la loro convoluzione

(Pl = [ fox=yia(y)dy

¢ ben definita ed inoltre fxg € L"(RYN) e ||[fxg|, < 1£ll, lgll,- Infine, la convoluzione é sempre
bilineare e simmetrica.

Dimostrazione. Facciamo prima il caso in cui p e ¢ sono coniugati, cioe r = co. Allora

|f*gl < /RN |f(x=y)llg(y)ldy < (Holder) < | fl, llgll,

quindi f x g & ben definita q.o., fxg € L¥RY) e [|f gl < 1 £ll, llgll,- 1L caso in cui p e ¢ non
sono coniugati € simile, nel senso che bisogna usare sempre Holder con funzioni un poco peggiori:
abbiamo che

£l < ([ 1= wllaldy) = ([ 1=yl Lol 1£6e= )l F ol dyy

Vediamo che (|f(x — y)\g \g(y)|%)r = |f(x—y)|"lg(y)|? & sommabile per quanto dimostrato pri-
P

ma sulle convoluzioni in L'(RY), quindi |f(x —y)|~ |g(y)\g e L"(RVN), inoltre |f(x — y)|1—§ c

L%(RN) elg(y)|' " € L%(RN) el =E+ 7t =1, quindi, utilizzando una versione genera-
lizzata di Holder,

( / Foc— ) E lg@IE = ) L) E dy) <
RN
<AL gl /R R =P Lol dy = A1l (71 % lol) )

Percio f x g € ben definita, ed inoltre gli istessi identici conti ci dicono subito che

/ (F % )G dx < | £ llgllr / (£1P % lg17) () dx =
RN RN
AP Nl NP #1910 < LA ol 12 Nl =
_ r—p r—p p q __
— 1A Nl U IE ol = (171, Nl
e quindi fxg € L"(RY) e | f xgll, < I, llgll,. Finito! 0

Osservazione 1.2.1. 1. Il teorema di Young ci dice che la convoluzione fra una funzione in LP ed
una funzione di L' & ancora una funzione LP(X).

2. Grazie al teorema di Young, troviamo che la convoluzione di una funzione in LP con una
funzione che & in L? per ogni 1 < ¢ < oo & in L" per p < r < oo. In particolare, la
convoluzione di due funzioni che sono in ogni spazio LP & ancora in ogni spazio LP.

Proposizione 1.2.3. 1. Se f,g sono funzioni convolvibili (cioe per cui la convoluzione ha sen-
s0), supp(fxg) C supp(f) + supp(g). In particolare, se f e g hanno supporto compatto, anche
f*g avra supporto compatto.

2. Siano 1 < p,q < 0o coniugati, cioé tali che %—l—% = 1. Allora, prese f € LP(RN) e g € LI(RY)
la loro convoluzione f x g € uniformemente continua.

3. Siano f € L*(RM)NCHRN) eg € LYRYN) con D;f € L=¥(RN) oppure g a supporto compatto.
Allora fxg € CLH(RN) e Di(fxg) = D;fxg. Inoltre, se f € L°(RN)NC>®(RN) ed f e tutte le
sue derivate parziali sono in LOO(RN) oppure g € a supporto compatto, allora fxg € C’OO(RN).



Dimostrazione. 1. Supponiamo che x gé supp(f)+supp(g), allora x—y ¢ supp(f) V y € supp(g)
e quindi (f % g)( f]RN )9(y)dy = fsuppg f(x—y)g(y)dy = 0. Ora, notiamo che se
supp(f) e Supp(g) sono compattl, allora supp(f) + supp(g) € limitato, e quindi lo & anche la
su chiusura, percio supp(f * g) € chiuso e limitato e quindi compatto.

2. Intanto per simmetria possiamo supporre che sia p < 0o, poi prendiamo x;,xs € RV, allora

sup [(f xg)(x) — (f*g)(x +h)| = sup
x€RN xRN

< sup / 1f—y) — fx+h—y)llg(y) dy < (Holder) <

xERN

[ (=) = et y)atvay]| <

< sup gl (/ |f<x—y>—f<x+h—y>rpdy)”=
xeRN RN

P
= llgll, </ 1f(y) = fly + D) dy>
RN
e concludiamo grazie alla continuita delle traslazioni in LP(R™).

3. Facciamo il caso N = 1, tanto gli altri sono uguali (basta usare il teorema del differenziale
totale): sappiamo gia che la convoluzione & uniformemente continua, poi

(fxg)@+h) = (f*g)(x /fm—y+h) fz y)(
h»O

i
i h h s)dy

ora, grazie al teorema del valor medio e all’ipotesi di f' € L>°(R) abbiamo che ‘ f(x_y+h})l_f(x_y)g(y) <

|/l 19| g.0. e quindi possiamo usare il teorema di convergenza dominata ed ottenere la tesi.
Se invece f’ ¢ L*°(R) ma g & a supporto compatto, possiamo usare di nuovo la convergenza
dominata sostituendo a || f/|| ., il massimo di f’ sul supporto di g. La parte sulle funzioni C'*°
segue facilmente per induzione.

O
Osservazione 1.2.2.

Sappiamo che una funzione continua a supporto compatto appartiene a LP(RN ) perogni 1 < p < o0,
allora, la convoluzione fra due funzioni continue a supporto compatto € ancora continua a supporto
compatto e dunque ¢ in LP per ogni 1 < p < oo.

La proposizione precedente mostra che la convoluzione ha ottime proprieta regolarizzatrici,
vediamo se riusciamo a sfruttarle un pé:

Lemma 1.2.1. Esiste una funzione ¢: RV — R tale che
o € CX(RY) 0<p<1 supplip) € B(0, 1) [ pdx=1
RN

(Una funzione con queste proprieta é chiamata a volte mollificatore).
Dimostrazione. Possiamo prendere, per esempio, la funzione
1
elel>-1 ge x| <1
p(x): = it
0 se |z| > 1
O

Ora, sia ¢ un mollificatore come sopra e sia f € LP(RY) per 1 < p < co. Allora definiamo per
ogni g > 0 le funzioni:

Po(x) = LNsa <X> fo(%) = (f x p,)(x / fx—=y)p <Z> dy = /RN f(x—ay)p(y)dy

% 1%

la funzione f, & detta regolarizzata di f di parametro o e gode di ottime proprieta di approssima-
zione:
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Teorema 1.2.2 (Le magiche proprieta delle funzioni regolarizzate). Siano ¢, p, ed f, f, come
sopra. Allora

1. Se f € CHRYN) allora f, € CE(RYN) ed inoltre | foll ., < Iflloe € fo — [ uniformemente in
RN per o — 0.

2. Se f € LP(RYN) allora f, € LP(RY) ed inoltre 1foll, < IfIl, € fo = f in LP(RN) per o — 0.

Dimostrazione. 1. Intanto f, ¢ in C>(R") ed ha supporto compatto per la proposizione prece-
dente. Poi, abbiamo che

< [ 150 el o)y <1 [ ewdy = Il

Infine controlliamo I'uniforme convergenza:

Folx) |—'/ Fx - ay)oly)dy — F(x

‘ / (x— ay) — F())o(¥)dy| <
/ Fx— ay) — F()] o(y)dy = / F(x - oy) — F)| o(y)dy
RN B(0,1)

ora, fissato € > 0, poiche f ¢ uniformemente continua (essendo a supporto compatto), sce-
gliendo g sufficientemente piccolo, abbiamo che |f(x — gy) — f(x)| < e Vy € B(0,1) e quindi
1fo—fllo <€

2. Poiche ¢, € C(RY), il teorema di Young ci dice che f, = f xp, € LP(RY) e che 1fell, <

£l leolly = [If]l,- Ora, fissato e > 0, sappiamo che esiste una funzione g € CO(RN) tale che
1f—gll, <e allora

1f = fell, < 1 = gll, + lg = gell,, + llgo — Fell, = IIf = gll, + llg = gell, + (g = fell,, <
<2|[f=gl, + lg = goll = 2e + [lg — goll,

e quindi, per il punto 1, vediamo che || f — f9||p < 3¢ per p — 0.

Grazie alle funzioni regolarizzate otteniamo un ulteriore risultato di densita:

Proposizione 1.2.4. Sia Q un aperto di RN. Allora le funzioni C* a supporto compatto sono
dense in LP(2) per ogni 1 < p < oo.

Dimostrazione. Poiche le funzioni continue a supporto compatto sono dense in LP({2), basta ve-
rificare che le funzioni C*° a supporto compatto sono dense in C2(f): sia allora f € C%(Q),
possiamo considerare f come definita su tutto RV ponendola uguale a 0 fuori dal suo supporto,
e in questo modo otteniamo ancora una funzione continua f € CO(RY): allora , fissato ¢ > 0, il
teorema precedente ci dice che || f — ngp < e in LP(RYN) per ¢ > 0 abbastanza piccolo, ed inoltre
supp(f,) € supp(f) e quindi la disuguaglianza vale anche in LP(Q2). Fine. O
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Capitolo 2

Serie di Fourier

2.1 Polinomi e Serie Trigonometrici
Un polinomio trigonometrico € una funzione del tipo

p(z) = Z e ceC, z€R, NeN
kEZ,|k|<N

il pin grande N = |k| per cui ¢ # 0 & detto grado del polinomio. E’facile vedere che lo spazio
Tn dei polinomi trigonometrici di grado al pit N & uno spazio vettoriale ed inoltre i polinomi
trigonometrici sono funzioni C*°(R) e 27-periodiche, quindi 7y € un sottospazio di LP(—m,m) per
ogni 1 < p < oo.
Una serie trigonometrica e la sorella maggiore dei polinomi di sopre: infatti ¢ una serie della

forma

cheilm, c, €C, z€eR

keZ

Allora ci chiediamo quando una tale serie ¢ convergente, intanto vediamo un criterio rozzo ma
efficace:

Proposizione 2.1.1. Prendiamo una serie trigonometrica ¥ ., cxe'™® = % +3°°° | a, cos(nz) +
by sin(nx) tale che Y,y |cx] < 00 o0 equivalentemente Y lan|, D ,cn bn] < 00. Allora la serie
converge uniformemente in R.

Dimostrazione. La tesi segue immediatamente dal criterio di convergenza totale,poiche ‘e““’ <1
per ogni x € R. O

Vediamo ora la relazione fra una serie trigonometrica ed i suoi coefficienti

Proposizione 2.1.2. Sia Y ., cke™™™ = 9 + 3  a, cos(nz) + by, sin(nz) uniformemente con-

vergente in [—m,m| e sia f(x) la sua somma. Allora vale che

1 [T : 1 [T 1 [7
ch=— [ f@®e*at, a,==[ f(t)cosntdt, b,=— [ f(t)sinntdt
T T™J—x

27 J_ . s

Dimostrazione. Poiche la serie converge uniformemente possiamo scambiare la serie con I'integrale
e poi & un conto facile. ]

2.2 Serie di Fourier

Definizione 2.1 (Serie di Fourier). Sia f € L'(—n, 7) una funzione 27-periodica a valori complessi.
Allora definiamo i coefficienti di Fourier di f come
L[ —ikt I L[ -
k= — fye"dt, ap,=— f(t)cosntdt, b,=— f(t)sinntdt
™ —T

2T —r —T
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e la serie di Fourier di f come

o
Z ettt = % + Z ay, cos(nx) + by, sin(nx)
keZ n=1

Elenchiamo alcuni fatti importanti sulle serie di Fourier:

Proposizione 2.2.1 (Lemma di Riemann-Lebesgue). Sia f € L'(—n,7) e siano c; i suoi coeffi-
cienti di Fourier. Allora lim 4o cx = 0.

Dimostrazione. Supponiamo prima che f € C°°(—m,m); allora abbiamo che, per k # 0,
" ikt g, [F@Qe*T T e 1 [ fiktyr T ikt
» f)e " dt = [—z’kz - +  Ta dt = 7 f(t)e - + 77rf (t)e "™ dt
e quindi

o < &
k

per un certo C € R il che implica la tesi. Sia ora f qualsiasi, allora sappiamo che, fissato € > 0,
esiste una funzione g € C*°(—m, ) tale che

/ () — ()] dt <
e percio

k| = ’ 7; f(t)e ikt dt‘ < ’/Z(f(t) —g(t))e ™ dt' + ‘/7; g(t)e dt’ <ed ‘/

g(t)e dt'

—T

e per quanto gia dimostrato, concludiamo. O
Le serie di Fourier sono particolarmente importanti negli spazi L*(—,7):

Proposizione 2.2.2. Sia f € L?(—n,7) e sia Ty il sottospazio vettoriale di L?(—m, ) dei polinomi
trigonometrici di grado al pits N. Allora, detta Sy la somma parziale N -esima della serie di Fourier
di f:

Sn(z) = Z cpeth®

lk|<N
SN € la proiezione ortogonale di f su Ty, cioé || f — Sn||y = minper, || f — plly perp € Ty
Dimostrazione. 11 corso di Apvll. O
Teorema 2.2.1. Ty ¢ denso in L?(—m, ).
Dimostrazione. 11 corso di Apvll O

Teorema 2.2.2. Sia f € L?*(—n,7) allora la serie di Fourier di f converge a f nello spazio
L2(—m,m). Quindi { e’ }k:EZ ¢ una base ortogonale di L?(—m, 7).

Dimostrazione. Segue dal teorema e dalla proposizione precedenti. O

Proposizione 2.2.3 (Identita di Parseval). Siano f,g € L?*(—m,7) e siano cg,vyi i rispettivi
coefficienti di Fourier complessi. Allora

<f7 g>L2(—7r,7r) =2 Z CkVk

k€EZ

Dimostrazione. 11 corso di Apvll. O
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Proposizione 2.2.4 (Identita di Bessel). Sia f € L?(—m, ) e siano c, i suoi coefficienti di Fourier
complessi. Allora

1F1ly = 20> Jexl?)2

keZ

Dimostrazione. 1l corso di Apvll. O

Percid abbiamo visto che le serie di Fourier convergono sempre in L?(—m,7), ma ci piacerebbe
anche avere qualche risultato sulla convergenza puntuale delle stesse. Un teorema di Lennart
Carleson dimostra che la serie di Fourier di una funzione in L?(—m,7) converge puntualmente
quasi ovunque alla funzione stessa, e questo vale anche per funzioni in LP(—m,7) per 1 < p < oo
(questo I’ha dimostrato Richard Hunt); ma noi ci accontentiamo di risultati pitt modesti:

Lemma 2.2.1. Sia f € L*(—m,T) e siano ¢y i suoi coefficienti di Fourier. Allora, se > ..y |ck| <
00, la serie di Fourier di f converge uniformemente ad f q.o.. Se invece sappiamo gia che f €
continua e se abbiamo che Y, o, |cx| < 0o, allora la serie di Fourier di f converge uniformemente
ad f.

Dimostrazione. Sappiamo dalla proposizione 2.1.1 che nelle nostre ipotesi la serie di Fourier conver-
ge uniformemente ad una funzione continua S(x), e sappiamo che || f — S|, = 0, quindi f(z) = S(x)
quasi ovunque. Se invece sappiamo gia che f € continua, allora la serie di Fourier converge unifor-
memente ad f dappertutto perche S(x) — f(x) = 0 quasi ovunque e I'unica funzione continua che
e nulla quasi ovunque e quella identicamente nulla. ]

Proposizione 2.2.5. Sia f: R — C una funzione 2n-periodica e derivabile tale che f' € L*(—x, 7).
Allora

1. Se indichiamo con ci(f),ck(f’) i coefficienti di Fourier di f ed f' rispettivamente, abbiamo

che ci(f") = ikeg(f).
2. La serie di Fourier di f converge uniformemente ad f.

Dimostrazione. Il primo punto ¢ un facile conto:

a(f) = % i fl(t)e *dt = S ({ f)e ™+ ki ) ft)e ™ dt> = ikey(f)

_r 27

ma allora, otteniamo subito che >, o [cx(f)] = X2 % <> #)%(Z |ck(f')]2)% < oo e per il
lemma 2.2.1 concludiamo. O
Teorema 2.2.3 (Dirichlet). Sia f: R — C una funzione 2m-periodica tale che f € L?*(—m,m). Se

in un punto xy € [—m, | esistono finiti il limite destro e sinistro di f in xq¢ e le derivate destra e
sinistra di f in xqg allora la serie di Fourier di f converge in xqy e vale

cheikxo = % < Iim+ f(z)+ lim f(:C))

keZ T T—=T(
Dimostrazione. Corso di Apvll. O

2.3 Convoluzione tra funzioni periodiche

2.3.1 Convoluzione in [, 7]

Una funzione f: R — C si dice periodica di periodo T' > 0 se f(z +T) = f(x) per ogni = € R;
¢ chiaro che una funzione e periodica se e solo se f(x + kT) = f(z) per ogni € R e per ogni
k € Z. Se ci fa comodo, possiamo considerare f come una funzione in S = {2 € C||z| =1}
tramite l'identificazione S' = R/TZ; in particolare, se f & una funzione 27-periodica e continua,
rimane continua anche come funzione su S'. E’anche ovvio che le funzioni periodiche formano un
sottospazio delle funzioni complesse.
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Lemma 2.3.1. Sia f una funzione T-periodica. Allora

/OTf(t b a)dt = /:ﬂ F(t)dt = /OTf(t)dt

Dimostrazione. La prima uguaglianza ¢ data dal cambio di variabile y = ¢ + z. Per la seconda,
osserviamo che

/zTﬂf(t)dt—/OTf(t)dt—/Oxf(t)dt—i-/TTﬂf(t)dt_

:/OTf(t)dt—/Oxf(t)dt+/(]xf(t+T)dt:/OTf(t)dt—/Oxf(t)dtJr/oxf(t)dt:/OTf(t)dt
O

Ora ci occuperemo sempre di funzioni 27-periodiche, ma il discorso si puo generalizzare facil-
mente a funzioni di periodo qualsiasi. Vediamo che possiamo fare la convoluzione anche fra funzioni
periodiche:

Definizione 2.2 (Convoluzione fra funzioni periodiche). Siano f, g funzioni 27-periodiche tali che
f,g € L*(—m, 7). Allora definiamo la loro convoluzione come

fro@)= [ fle -ttt dr

Proposizione 2.3.1. La convoluzione f x g ¢ ben definita, bilineare e simmetrica. Inoltre f xg ¢
periodica, fxg e Ll —mm) e | fxglly < £l lgll;-

Dimostrazione. La dimostrazione procede identica a quella per le convoluzioni in R, 'unica dif-
ferenza e che quando abbiamo delle traslazioni dobbiamo sfruttare la periodicita delle funzioni con
il lemma 2.3.1. O

Quindi lo spazio delle funzioni 27-periodiche e in L'(—m,7) & un algebra esattamente come
lo spazio L'(RY), ed esattamente come quello spazio, & un algebra senza unita. Per dimostrarlo,
sfruttiamo il legame fra la convoluzione periodica e serie di Fourier:

Proposizione 2.3.2. Non esiste una funzione e, 2w-periodica ed in L'(—m, ) tale che fxe = f
per ogni f 27 periodica ed in L'(RN).

Dimostrazione. Supponiamo che una tale e esista. Allora, per ogni k € Z deve valere
™ ™
ezkx — (ezkzt * 6)(1’) — / ezka:e—zkte(t) dt = ezk:x/ e(t)e—zk:t dt
- -7
ma allora vediamo che i coefficienti di Fourier della funzione e sono tutti quanti %, il che & assurdo
per il lemma di Riemann-Lebesgue. O
In generale, vale la seguente proposizione che lega i coefficienti di Fourier di due funzioni ai

coefficienti di Fourier della loro convoluzione:

Proposizione 2.3.3. Siano f,g: R — C 2n-periodiche e tali che f,g € L*>(—m,7); allora indicando
con cx(f),ck(g),ck(f *g) i coefficienti di Fourier delle due funzioni e della loro convoluzione, si ha
che c(f * g) = 2mep(f)ex(g) e la serie di Fourier di f g converge uniformemente ad f * g.

Dimostrazione. Intanto sappiamo gia che f % g € uniformemente continua perche gli esponenti 2, 2
sono coniugati:

alfxg)=— [ ([ 1@-vgwdt) e iz =
[ ( )

2m -7 —T

L ( e ﬂe_m(x_%) g(t)e=* dt = 2men(f)en(g)

on ) o \J s

: 1 1
allora abbiamo che 3 |ex(f * 9| = 27 3 |ex(f) er(9)] < 2m( [ex(f)1%)2 (X ler(9)]*)? < o0 e
concludiamo sempre per il lemma 2.2.1. O
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Poi, continuano a valere tutte le proprieta delle convoluzioni in RY, e le dimostrazioni sono
praticamente identiche, con 'unica differenza di dover usare la periodicita delle funzioni quando ci
sono delle traslazioni.

2.3.2 Dirichlet e Fejér

Abbiamo visto che le funzioni e?**

non calcolarne la convoluzione?

rivestono un ruolo particolarmente importante, quindi, perche

Esempio 2.3.1. Prendiamo h, k € Z e calcoliamo e™*¥ x ¢'MV:
ezky * ezhy(x) —_ / ezlwe—zktezht dt = 27T€7,ka:(5hk
—T

Allora il conto precedente ci dice che anche lo spazio Ty € un algebra di convoluzione; e stavolta
e anche un algebra unitaria, e sappiamo anche chi & 'unita:

Definizione 2.3 (Nucleo di Dirichlet). Sia N € N. Allora I’N-esimo nucleo di Dirichlet ¢ il
polinomio trigonometrico
Dy(xz) = — Z etk

2
[k|<N

L’esempio precedente mostra subito che Dy e = ¢*¥ per ogni k € Z, |k| < N e per linearita,
questo ci dice che Dy € proprio l'identita di convoluzione in Ty. E c’¢ di piu, infatti, se f ¢
2m-periodica e f € L'(—x,7), allora

1 (7 . .
(DN *f)(;[;) = Z ( f(t)e—zkt dt> ezka:
2 J_,
|k|<N
cioe Dy * f € proprio la somma parziale N-esima della serie di Fourier di f.
Il nucleo di Dirichlet ha un amico:

Definizione 2.4 (Nucleo di Fejér). L’ N-esimo nucleo di Fejér ¢ la media aritmetica dei nuclei di
Dirichlet:

N
1
F. =——>» D
V(@) = 1 > Dile)
k=0
Lemma 2.3.2. Si ha che:
1.
= (2N +1) sex =0 (N +1) sex =0
DN(x) = {QIrcos(Nz)—cos((N—l-l)z) sex#0 FN(‘r) = LLSiDQ W sex 0
2w 1—coszx 2r N+1  sin? z
2.
™ s
Dy (x)dz =1 / Fy(x)dz =1
—T —T
Dimostrazione. 1. Se x = 0 entrambe le identita sono facilmente verificate. Se x # 0 € sempre

un facile conto, magari un pé piu lungo: per la prima identita basta ricordare la formula per
le somme parziali di una serie geometrica. Dimostriamo la seconda:

N N
1 cos(kzx) — cos((k + 1)x) 1 1
ED :E— :—75 s(kz) — cos((k + 1 =
k() 2m 1—cosz 2r 1 —cosx (cos(kz) — cos((k + 1))
k=0 k=0 k=0
. N+1)x
_ 1 1 —cos((N +1)x) _ 1 sin? ¢ 5 )
2 1 —cosx 2m  sin? 5
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(nell’'ultima uguaglianza abbiamo usato la formula di duplicazione) e la tesi ¢ provata.

2. La prima uguaglianza ¢ un facile conto senza niente di speciale e la seconda segue subito dalla

prima.

Proposizione 2.3.4.
|IDn|l, =log N  per N — oo

Dimostrazione. La dimostrazione si basa sull’identita

=(2N+1) sex=0
Dy(z) = {7 sin((v+1)e s %0

sin £
21 sin 5

che pué essere dimostrata facilmente (spero, io non I'ho fatto). Ora, sappiamo anche che

2
—xr <sinzr <zx VmE(O,%)

T
e percio
T . Tz
;<Sln§<§ \V/CCG(O,TF)
Quindi:
1 sin((N + 1 (™ |sin(N + 1 ™ |sin((N + 1)z
IDnlly = / —m(( )z da::/ —m((. xz)x dx%/ sin(( 2) )‘da::
2 J_, sin T Jo sin 5 0 T

:/(NJF;)” |sint|dt:/N” |s1nt\dt /(N+ T |Smt|dt
0 t 0 t Nr t

N |smt| (k+1)m |s1nt] T |sint| = T
—dt = intdt ~ log N
TR Y AT o T e e

mentre

(N+3)m g t (N+3)m 1 1 1
/ 2" Jsin |dt§/ o< - S 50 perNooo
Nn t Nx t 2 N7 2N

O]

O

La divergenza in norma del Nucleo di Dirichlet che abbiamo appena dimostrato e alla base di
molti fenomeni in cui la serie di Fourier di una funzione non converge alla funzione, ma si comporta
in modo strano. Invece, con in nuclei di Fejér, riusciamo a costruire delle successioni di polinomi

trigonometrici che convergono:

Teorema 2.3.1 (Fejér). Sia f: R — C una funzione continua e 2mw-periodica. Allora i polinomi di

Fejér
Tn: =Fn*f

convergono uniformemente ad f in R per N — oo.
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Dimostrazione. Intanto vediamo che per periodicita ci basta dimostrare la convergenza uniforme
in [—m,7]. Ora cominciamo:

s

f(xt)FN@)dt':\ " s@Evin - [ r - oFvi] =

—T

F(2) = (Fa + )(@)| = 'f(w) -

=| [T - sta = ipwoa] < [ 15 - sta - 01 Extoa
(per l'ultima disuguaglianza, notiamo che Fn(¢) > 0 per il lemma precedente). Adesso, poiche f
¢ continua, ¢ anche uniformemente contunua su [—7, 7], quindi, fissato € > 0, esiste 6 > 0 piccolo
tale che |f(z) — f(z —t)| < e se t € [-4,d]; allora:

/ " 1f (@) — Fe - )] F(tydt = [ V@ = sa=olEv@des [ 15@) - 1 - 0] Eu(oyit <

—r |t]<é S< [t <m
.o (N+1)t
2|/ sin? G
Se/ Fn(t)dt + 2 f| / FN(t)dt§€+°°/ ————dt <
t]<s % Jo<p<n 20(N +1) Js<j<n  sin®§
2 1 4
corg Wl [ 1 g
2m(N + 1) Js<jtj<r sin” § 2m(N 4 1) sin” §
e quindi |f(z) — (Fn ~ f)(x)| < 2¢ per N — oo per x € [—7, 7] e abbiamo finito. O
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Capitolo 3

Trasformata di Fourier

3.1 Proprieta della Trasformata di Fourier

La trasformata di Fourier serve ad un sacco di cose.
Nota: adesso non indichiamo piu i vettori multidimensionali in grassetto.

Definizione 3.1 (Trasformata di Fourier). La trasformata di Fourier ¢ I’ operatore
F: L'RY) — L=(RY)
feF
dove

for = [ s

Proposizione 3.1.1 (Proprieta della Trasformata di Fourier). Elenchiamo alcune delle proprieta
pit importanti della Trasformata di Fourier.

1. F ¢ un operatore lineare iniettivo da L*(RYN) a L®(RYN) e | F(f)llo < |Iflly (quindi é anche
continuo).

Siano f,g € LY(RY), allora F(f « g) = F(f)F(9)
F(f) & uniformemente continua su RV,

(Lemma di Riemann-Lebesgue) F(f)(&) — 0 per |£] — oo.

S

se x — |z|" f(x) € LYRY) per ogni v < n allora F(f) ¢ di classe C™ e
DX(F())E) = (=) Faf(@)(€) VYaeN |a|<n

6. sia f € C™ tale che D(f) € L*(RN) per ogni o € NV |a| < n. Allora

FDMH)E) =i F(f)§) YaeNY o <n

Dimostrazione. 1. La linearita della trasformata di Fourier segue subito dalla linearita dell’in-
tegrale. Poi, vediamo che, se f € L'(R"), allora

f(z)e ") dg
RN

HGIE

< [ 1@lde =111,

e quindi f € L®RY) e | fll.o < IIfll;. Liniettivita la dimostreremo dopo.
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2. Intanto sappiamo che, se f, g sono sommabili, anche la loro convoluzione &€ sommabile e quindi
la Trasformata di Fourier & ben definita. Ora vediamo che

—

Fea© = || ( f(@—t)g <>dt) s = [ [ = g drae —

_ e~ HEm) - — e &) -
/RN/ flx—1t)g dzdt /RN < ox flx—t)e dx) g(t)dt

~

_ i€, y+t) 7 e HEH — 7l
-/, ( [ e ay) goa = 7€) [ ato) Feyace)

3. Mostriamo che f & uniformemente continua:

o~

sup |F(€+h) = J(©)| = sup

f(x)e —i(+h,x) 1. _/ f(:v)e_i<£’z>d$
RN

EERN EERN [JRN
= sup | [ plae e - e dr| = sup | [ )@ e 0 - 1) <
EERN RN fERN RN
< [ 5@l 1] do
RN
ora, |f(x He‘z h) 1‘ < 2|f| che & sommabile e quindi, per il teorema di convergenza

dominata, troviamo
lim | F(& 4+ 1) = F©)] < lim [ |f()| [ - 1\da:—/ lim | ()| e~ ) — 1| da = 0

h—0 RN RN h—0

4. Dimostriamo il lemma di Riemann-Lebesgue: intanto vediamo che

~ , _inle)
f&) = f@)e ") gz = ( osserviamo che e €7 = —1) =
RN

- _ Z“|s\2’5>d (— +§> _ ( Wf) i€y g
RNf() y=u P /RNf Yy — P y

2f(¢) :/RN [f(:v) —f (x Ef)] ~i(2.6) g

T& 5 0 per |€] — oo otteniamo la tesi grazie alla continuitd delle traslazioni in

ma allora

e poiche =
LY(RN),

¢l

5. Intanto osserviamo subito che = — z%f(z) € L'(RY)V a € NV |a| < n se e solo se z
lz|" f(x) € LY(RY) ¥V r < n e quindi la formula ha senso. Poi, se dimostriamo il caso n = 1
gli altri seguono facilmente per induzione e possiamo supporre tranquillamente N = 1 perche
tanto nel caso generale e tutto praticamente identico. Abbiamo:

tim F(F+ 1) 7€) = Jim [ et L
i =50 Jgn T C o
e ‘f(x)e_i&&‘ || | f(x) ‘671’:2*1’ < M |z||f(x)| perche la funzione ¢t — 64;71’ e

continua in e tende a 0 all’infinito. Quindi possiamo applicare il teorema di convergenza
dominata e trovare che

—izh o —

lim f(l‘)eﬂfx:d:v: /(—i:v)f(lf)e_i&dfﬂ: = (=iz) f(2)(&) = (=i)zf(x)(£)
R

h—0 JrN h

Fine.
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6. Al solito, facciamo solo il caso N =1 e procediamo per induzione su n: se n = 1 allora
HGE /Rf’(x)eifxdw = [f(z)e T +i§/Rf(w)e’fxdx = [f(x)e )T + i f(€)

ma se f € L'(R), allora f — 0 per |x| — oo e quindi abbiamo la tesi. Il passo induttivo segue
subito.
O

Vediamo alcune altre proprieta della Trasformata di Fourier:

Lemma 3.1.1. Sia f € LY(RY) e siano A € C e v € RN, Allora:
L F(f())(€) = 7 FOE)

2. F(f(z 4 v))(€) = WO F(f)(€)
3. F(f)(€ +v) = Fle= W) f())(€)

4 FUNIE = F()(=E)

Dimostrazione. Sono tutte facili verifiche. O

Ora calcoliamo una trasformata di Fourier importante :

Esempio 3.1.1. Calcoliamo la trasformata di f(z) = ealel® = ¢=al@a) con ¢ € R: Consideriamo
prima il caso N = 1: si ha che

flo) = [ oot
R
e quindi

~

76 = / e*“mz(—ix)e*ixfda: = Z/(—Zax)eaxzeixgdx = ( integrazione per parti ) = —if(g)
R 2a R 2a

2
e risolvendo questa equazione differenziale, troviamo che f(§) = Ce™ 1a; calcoliamo C"

1

~ 2 a2 2 2
C:f(O):/e“mda::</ea"”e“yda;dy> =
R R2
3
2 2 2 ™
— (/ e_a(x +y )dxdy) = / pe_ap dpde = \/7
R2 [0,400) % [0,27] a

2
quindi f(§) = \/gefffa. Passiamo al caso generale con N > 1:

=

N
Fle) = / e=alef =i(e.) 4y = / e~ lar+iEa) gy — / e stismde =
RN RN RN 51

N 2 A T N _le?
— P J
— | | / e axje_lxjgﬂdxj = | I \/76_411 = (—)?e_ 4a
. RN " a a
Jj=1 Jj=1
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3.2 Formula di Inversione, Teorema di Plancherel

Gli ultimi due punti della proposizione 3.1.1 ci portano a far conoscenza con un nuovo amico:

Definizione 3.2. (Spazio di Schwartz) Lo spazio di Schwartz di RY & I'insieme
SRY) = { v € C°(RY) ‘ z = 2°DP(p(z)) € L°(RY) Y a, f € NV }
Osservazione 3.2.1. Intanto osserviamo che

S(RY) = { peC™ ‘ z s |2]" DP(p(z)) € L°(RY) Y n e N, e NV }

(vedi proposizione precedente); e quindi ¢ facile vedere che S(RY) C LP(RY) per ogni 1 < p < oo,
infatti gli unici problemi di sommabilita sono all’infinito, ma questi si risolvono confrontando ¢ con
un opportuno |z|~". Inoltre, vediamo che S(RY) contiene le funzioni C* a supporto compatto che
sappiamo essere dense in ogni LP(RY) per 1 < p < oo e quindi anche lo spazio S(RY) & denso in
essi. Infine, osserviamo che, se p € S(RY) allora, presi a, f € NV, D¥(28p(x)) € S(RY): infatti
D% (2P px) = D*(2)px + 27 D?® ed & chiaro il secondo addendo & in L>(R"), mentre per il primo
vale la stessa cosa perche la derivata di un monomio ¢ un polinomio.

Proposizione 3.2.1. Sia ¢ € S(RY): allora ¥V o € NV si ha che
F(D*(f)) = i€ F(f)
D*(F(f)) = (=) F (2" f(x))
Dimostrazione. Conseguenza immediata della proposizione precedente. O
Nello spazio si Schwartz la trasformata di Fourier ha una proprieta fantastica:

Teorema 3.2.1 (Formula di Inversione). La trasformata di Fourier ristretta allo spazio di Schwartz
¢ un isomorfismo ed in particolare, se ¢ € S(RY), allora

Dimostrazione. Intanto mostriamo che la trasformata di Fourier manda S(RY) in se: sia ¢ € S(RY)
e siano o, f € NV, allora £€2D?(3)(€) = (—i)lPlevaBop(x)(€) = (—i)lHBIDa(2Bpz)(€) e quindi
concludiamo per 1'osservazione precedente e per il fatto che la trasformata di Fourier ha immagine
in L>®(RYN).

Ora proviamo a dimostrare la formula: ’approccio piu immediato & questo:

S%(x) = / @(g)e—z‘@,x)dg = (/ cp(y)e‘“g’wdy) e—i(g,@dg
RN RN RN

ma ora il problema & che non possiamo applicare Fubini-Tonelli perche la funzione (§,y) —
o(y)e &V e=1&%) non & sommabile a meno che ¢ = 0. Allora siamo costretti a seguire un’altra
strada.

Iniziamo con un lemma:

Lemma 3.2.1. Siano ¢, € S(RY), allora, fissato x € RN si ha che

/ B(E)P(E)e ) dg = / P+ ey = | Plu)ou— adu
RN RN

RN

Dimostrazione. Abbiamo che

/ POY(E)e " dg = ( / w(y)e_“f’wdu) (E)e S dg
RN rN \JrN
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Ora vediamo che la funzione (y, &) — @(y)1(€)e “E¥ e~ 478 & sommabile, e quindi possiamo usare
Fubini-Tonelli ed ottenere che

[ eu@eetie= [ ([ w@e e tea ) ptyan -
-/, ( /R N¢<g>e—i<aw+y>d5> ey = [ e+ v)et)dy

Infine, la terza uguaglianza segue da un semplice cambio di variabile. O

2
Ora, consideriamo la funzione (&) = e T sappiamo che 1) € S(RY), che ¥(0) = 1, che

S (@)dz = (27)% e che () = (27) % ¢,
Allora, per il lemma precedente, abbiamo
— — 1 ~
e s = [ GEnwet-ady = [ S50 (L) ety = | Dupleu—z)du

Percié, se calcoliamo il limite per € — 0 con il teorema di convergenza dominata, troviamo che

/ S(©)e e dg = o(— / Buydu = @m) ¥ p(-a) [ p(u)du = (2m)Np(~2)
RN RN

che ¢ la tesi

Osservazione 3.2.2. Vediamo che, se nel lemma 3.2.1 si pone x = 0, otteniamo che

P(E)P(§)dE = w< Je(y)dy

RN
Di nuovo, lo spazio L? riveste un ruolo particolarmente importante:

Teorema 3.2.2 (Plancherel). La trasformata di Fourier si estende in modo unico ad un automor-

fismo F di L*(RN) tale che

(FUPF (o)) oy = oY () oy ¥ frg € I2(RY)
f(z) = FF(H)) (=) qo. m RN ¥V fe L2RN).

Dimostrazione. 11 teorema precedente ci dice che la trasformata di Fourier ¢ un automorfismo
dello spazio di Schwartz e I'identita di Parseval (F(¢), F(¢)) 2@n) = 2m)N (g, V) 2y i verifica
facilmente se ¢,v € S(RM). Ora, poiche lo sapzio di Schwartz ¢ denso in L?(RY), per ogni
f € L%(RY) esiste una successione { ¢, } € S(RY) che converge ad f in L?(RY): allora definiamo
la Trasformata di Fourier di f come F(f): = lim, o0 F(pn). E’ facile vedere che questa & una
buona definizione e che la trasformata di Fourier in L2(RY) gode delle proprieta desiderate (per
dimostrare la formula di inversione, si passa ad una sottosuccessione di { ¢, } che converge ad f
quasi ovunque, come nella Proposizione 1.1.6). 0

Per finire, dimostriamo 'iniettivita della Trasformata di Fourier in L'(RY):

Proposizione 3.2.2. La Trasformata di Fourier F: L'(RN) — L®(RYN) ¢ iniettiva.

Dimostrazione. Sia f € L'(RY) tale che /(\f ) = 0. Allora, consideriamo le funzioni mollificate fx¢,
(cfr 1.2.1): sappiamo che f x ¢, — f in LY(RY) e che f ¢, € L>(RY), ma @ = f@ =0e
poiche la trasformata di Fourier & un isomorfismo in L?(RY) ne segue che f % ¢, in L2(RY), cioe
che fx ¢, =0 quasi ovunque. Ma allora f x ¢, = 0 in L'(RY) e quindi f = 0 in L}(RY). O
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Capitolo 4

Forme Differenziali

4.1 Algebra Multilineare

4.1.1 Applicazioni Alternanti e Prodotto Esterno

Definizione 4.1 (Applicazioni Alternanti). Sia V uno spazio vettoriale reale. Un’applicazione
multilineare f: VP — W si dice alternante se vale una delle seguenti condizioni equivalenti:

1. f(vi,v2,...,v,) =0 se i vettori vy, .., v, sono linearmente dipendenti.

2. f(v1,v2,...,vp) = 0 se esistono due indici distinti ¢, j per cui v; = vj.

3. flvrq -5 Urpy) = —f(v1,v2,...,vp) se T & una trasposizione di Sp.

4. f(vg(l),va(g), oy Ug(p)) = €(0) f(v1,02,...,vp) se 0 & una permutazione di Sy, dove (o) ¢ la

segnatura di o.

Lo spazio vettoriale delle applicazioni alternanti a valori in uno spazio W si indica con Alt(V?, W).
In particolare, gli elementi di Alt(VP R) sono detti forme alternanti.

Dimostrazione. Dimostriamo che le condizioni di sopra sono effettivamente equivalenti:

1 = 2: ¢ chiaro che se v; = v; per i # j i vettori v1, vy, ..., v, sono linearmente dipendenti.

2 = 3 : supponiamo ad esempio che 7 = (12): allora 0 = f(vi + vo,v1 + v2,...,vp) =
f(U17U17"'7Up) + f(vlav%"' 7Up) + f(v%vlw"avp) + f('UQa’UQv"' 7Up) = f(’Ul,’U2,..-,Up) +
f(va,v1,...,v,) ed abbiamo trovato quel che cercavamo.

3 = 4 : questo si vede scomponendo ¢ come prodotto di trasposizioni.

4 — 3 = 2 = 1 : le prime due implicazioni sono banali. Dimostriamo l'ultima:
supponiamo che i vettori vy,...,v, siano linearmente dipendenti, ad esempio. supponia-
mo che v = Xgvg + -+ + A\pvp; allora f(vi,v2,...,vp) = f(Aava + -+ + Ay, V2, ..., 0p) =
Aaf(va,va,. .. ,Up) + -+ )\pf(vk,vg, e ,Up) =0

O]

Ricordiamo ora le proprieta del prodotto tensoriale fra spazi vettoriali: sia V uno spazio vet-
toriale reale, allora consideriamo lo spazio vettoriale reale libero generato dagli elementi di V' x V|
ciod RV*V = {S°% | \i(vi,w;) | \i € R,v;,w; € V }; abbiamo quindi un omomorfismo di inclusione
i: VxV =RV, Allora in RY*Y prendiamo il sottospazio

R={(u+v,w)— (u,w) — (v,w), (u, v+ w) — (u,v) — (u,w), (Au,v) — A(u,v), (u, \v) — A(u,v) }

e siano V ® V il quoziente RV*V /R e u: V. x V — V ® V la composizione dell’omomorfismo di
inclusione di prima con la proiezione al quoziente: scriveremo p(u,v) = u®v; gli elementi di T,(V)
nell’immagine di u sono detti decomponibili Allora & facile vedere che vale la seguente proprieta:

24



Proposizione 4.1.1 (Proprieta universale del prodotto tensoriale). Sia W uno spazio vettoriale
reale e sia f:V xV — W un’applicazione bilineare. Allora esiste un’unica applicazione lineare
f: VeV — W tae che f = fo w. Inoltre, a meno di isomorfismi opportuni, la coppia (V x V, )
e l'unica con questa proprieta.

questo discorso si generalizza facilmente al caso di applicazioni p-multilineari ed indichiamo con
T,(V) il prodotto tensoriale di V' con se stesso p volte: T,(V) =V @V ®---®@V. Dalla costruzione
stessa di T),(V) si verifica facilmente anche la seguente proposizione:

Proposizione 4.1.2. Sia V uno spazio vettoriale reale, allora gli elementi decomponibili generano
Ti(V'). Inoltre se V' ha dimensione finitan e se B = (v1,va,...,v,) é una base di V', allora una base
di T,(V') & data da (v|I multiindice in {1,2,...,n} ) dove intendiamo vi = vy, @ vy, @ -+~ vy,
se I = (i1,i2,...,0p).

Ora passiamo alle applicazioni multilineari alternanti: consideriamo in 7,(V') il sottospazio
generato dagli elementi 11 ® v2 ® - - - ® v, dove i v1,v2,...,v, sono vettori linearmente dipendenti
in V; indichiamo con A, (V) il quoziente di T),(V') per questo sottospazio e con a: VP — A, (V) la
composizione di u con la proiezione al quoziente: e facile vedere che a € un’applicazione multilineare
alternante e scriveremo a(vy,ve,...,vp) =vi Ava A--- Avy,. Ag(V) si dice prodotto eterno di V' o
prodotto wedge. Di nuovo, gli elementi di A,(V') nell'immagine di « si dicono decomponibili; dalla
costruzione di A, (V') & chiaro che gli elementi decomponibili formano un insieme di generatori.

Abbiamo di nuovo la stessa proprieta universale:

Proposizione 4.1.3 (Proprieta universale del prodotto esterno). Sia W uno spazio vettoriale reale
e sia f: VP — W un’applicazione multilineare alternante. Allora esiste un’unica applicazione lineare
f: Ay (V) = W tale che f = foa. Inoltre la coppia (Ap(V), ) € l'unica con questa proprietd, a
meno di isomorfismi opportuni.

Ora, sarabbe naturale introdurre un’ operazione A: Ap(V) x Ag(V) = Appq(V) tale che (v1 A
VAR ‘/\vp) A (wy Awg A - -/\wq) = V1 A...vp Awi A - - Awg; vorremmo anche che quest’operazione
fosse bilineare ed associativa. Facciamo cosi: per ogni fissato (wq,ws,...,w,) € V7 consideriamo
lapplicazione f(y, .. w,): VP = Apq(V) data da (vi,vg,...,0p) = v1 AL .vp Awi AL .. wg; € chiaro
che quest’applicazione & alternante e quindi passa ad un applicazione lineare f(wl,...,wq): Ap(V) —
Aptq(V). Percio e ben definita I’ applicazione V¢ — Hom(A,(V), Ap4(V)) data da (w1, ..., wy) —

f(wi,....wy); di nuovo, si vede che quest’applicazione ¢ alternante e quindi passa ad un’applicazione

lineare A, (V) — Hom(L,(V), A V)) che definisce il nostro agognato prodotto wedge o prodotto
q P ptq

esterno:

N Ap(V) X Ag(V) = Apig(V) (VI AV Avp) A(wr Awa A+ Awg) = Vi AL .. vp AW A+ - - Awg
e poi viene esteso per bilinearita.

Proposizione 4.1.4 (Proprieta del prodotto esterno). (1) Il prodotto wedge é bilineare.

(2) Il prodotto wedge é associativo.

(3) SeveAy(V) ew e Ap(W) allora v Aw = (=1)Pw Av

Dimostrazione. La bilinearita segue dal discorso fatto prima, le altre due proprieta basta verificarle
sugli elementi decomponibili e questo ¢ molto facile. O

Lemma 4.1.1. Sia V uno spazio vettoriale reale di dimensione finita n.

(1) viANvaA---Av, =0 se e solo se i vettori vy, ..., v, sono linearmente dipendenti. In particolare

Ap(V) =(0) sep>n.

(2) seT:V —V éun’applicazione lineare, allora Tvi NTva A...Tv, = (detT)(vi Ava A+ Awp).
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(3) supponiamo che vy, va, ..., v, siano linearmente indipendenti, cosi come i vettori wy, w—2, ..., Wy;
allora vi ANvg A --- ANwvp = c(wy Awa A -+ Awp) per un certo ¢ € R\ {0} se e solo se
Span(vy, ..., vp,) = Span(wi, ..., wp).

Dimostrazione. 1. se i vettori v1,...,v, sono dipendenti, allora ¢ chiaro che vi A--- A v, = 0,
perche I'applicazione o ¢ alternante. Viceversa, supponiamo che vy A --- A v, = 0: allora,
fissata una base B di V, consideriamo 1’ applicazione V? — R che associa a (u1,...,u,) € VP
il determinante dell’ ¢-esimo minore della matrice che ha come colonne i vettori coordinate
di u1,...,up rispetto alla base B: allora quest’applicazione ¢ alternante e passa al prodotto
wedge e quindi si annulla su (v1,...,v,) per ogni minore; quindi i vettori sono linearmente
dipendenti.

2. se detT = 0 allora la tesi & verificata per il punto precedente. Se invece detT # 0, se i
vettori vq,...,v, sono dipendenti, abbiamo finito ancora per il punto precedente; infine se
detT #0esewy,...,v, € una base di V', basta scrivere T" in coordinate rispetto a questa base,
sviluppare per alternanza e vedere che viene proprio la classica formula del determinante con
le permutazioni.

3. supponiamo che vi Ava A -+ Avy = c(wy Awa A--- Awp): allora, per ogni i = 1,...,p si ha che
ViAW A Awp = %(vi/\vl/\. ..vp) = 0 e quindi v; € Span(w, ..., w,) per il punto 1. Quindi
Span(vi,...,vp) C Span(ws,dots, w,) ma visto che hanno la stessa dimensione coincidono.
Viceversa, se Span(vy,...,vp) = Span(ws,...,w,) = W, prendiamo un’ applicazione lineare
T: W — W tale che v; = Tw; : si ha che vi Avo A--- Avy, = Twy ATwa A --- NTw, =
(det T) (w1 Awa A--- Awp) e det T # 0, per I'indipendenza dei vettori.

O
Proposizione 4.1.5. Sia V uno spazio vettoriale reale di dimensione finitan e sia B = (v1,...,vy)
una sua base. Allora una base di Ap(V) € data da (vr| I multiindice crescente in {1,...,n}¥ ) dove
intendiamo vy = vy Nviy A=+ AN, se I = (11,12, ... ,ip). Chiameremo questa base la base indotta

da B. In particolare, A, (V') ha dimensione (7).

Dimostrazione. E’ facile vedere che i vy con I multiindice crescente generano A,(V). Per vedere
che sono indipendenti, osserviamo prima che nel caso p = n & ovvio perche c¢’e¢ un solo multiindice
crescente (1,2, ...,n), mentre nel caso generale si moltiplica una combinazione lineare che si annulla
per un opportuno prodotto wedge. O

Ora, sia V uno spazio vettoriale reale di dimensione finita. Allora possiamo fare tutte le
costruzioni precedenti con lo spazio vettoriale duale V* Indichiamo allora con AP(V) lo spazio
Ap (V).

Proposizione 4.1.6. Sia V uno spazio vettoriale reale di dimensione finita. Allora si ha che
AP(V) = (Ap(V))" = Alt(VP,R)
e Uisomorfismo AP(V') 22 (A, (V))* é indotto dalla dualita
AP(V) x Ap(V) = R (Wi A Awp,v1 A=+ Avp) = det(w;(vj))

(a volte si scriva anche (w1 A--- Awp) (V1 A= Avp) = (w1 A+ Awp,v1 A -+ Avp) per sottolineare
la simmetricita,).

4.1.2 Spazi vettoriali orientati

Sia V' uno spazio vettoriale reale di dimensione finita n. Allora stabiliamo una relazione di equi-
valenza fra le basi di V' cosi: due basi (v1,...,v,) € (wi,...,w,) sono equivalenti se e solo se la
trasformazione lineare che porta una nell’altra ha determinante positivo. E’ facile vedere che questa
¢ una realzione di equivalenze e che vi sono solo due classi di equivalenza: un’ orientazione su V &
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la scelta di una di queste due classi di equivalenza. Praticamente si sceglie una certa base vy, ..., v,
come orientata positivamente o positiva e poi si dice che tutte le basi nella sua classe di equivalenza
sono orientate positivamente e le altre sono orientate negativamente.

Osserviamo che scegliere una base equivale a scegliere un elemento non nullo di A, (V') e si vede
anche che scegliere un’orientazione su V' equivale a scegliere un elemento non nullo di A, (V), ad
esempio v = v A+ - -Avy, e dichiarare un altro elemento w in A, (V') non nullo orientato positivamente
se w = cv con ¢ > 0 ed orientato negativamente se w = cv con ¢ < 0. Cioe, tramite 'identificazione
An (V) 2 R, scegliere un’ orientazione equivale a scegliere una componente connessa di A, (V)\{0 }.

Infine, passando al duale, vediamo che un’altra formulazione equivalente di orientazione di uno
spazio ¢ quella di scegliere un elemento non nullo w € A™(V') e di dichiarare un elemento v € A, (V)
orientato positivamente se w(v) = (w,v) > 0 ed orientato negativamente se w(v) = (w,v) < 0.

Poi, supponiamo che V, V siano spazi vettoriali reali della stessa dimensione finita e supponiamo
che siano orientati. Allora, se T: V' — V' & un isomorfismo, diciamo che T’ conserva ’orientazione
se manda basi orientate positivamente in basi orientate positivamente e non conserva l’orientazione
altrimenti. In particolare, se V = V' e se l'orietazione ¢ la stessa, allora T' conserva l’orientazione
se e solo se detT" > 0.

4.1.3 Spazi con prodotto scalare ed aggiunzione

Sia V uno spazio vettoriale reale di dimensione finita dotato di un prodotto scalare definito positivo
(-,-). Allora possiamo stabilire un prodotto scalare anche su A,(V') in questo modo:

(Vi A= Avp,wr A= Awp) = det((vs, wy))

cioe si definisce solo per gli elementi decomponibili, magari crescenti, e poi si estende per bilinearita.
E’ facile verificare che questo ¢ effettivamente un prodotto scalare ed ¢ anche facile verificare il
seguente

Lemma 4.1.2. Supponiamo che V sia uno spazio vettoriale reale di dimensione n dotato di un
prodotto scalare definito positivo (-,-). Allora, se C = (ey1,...,eyn) € una base ortonormale di V', la
base indotta su A, (V') é una base ortonormale.

Dimostrazione. Esercizio. OJ
Allora, definiamo 'operazione di aggiunzione:

Proposizione 4.1.7 (Aggiunzione e sue proprieta). Sia V uno spazio vettoriale di dimensione
finita n dotato di un prodotto scalare definito positivo (-,-); supponiamo anche che V' sia orientato.
Allora esiste un unico operatore lineare

2 Ap(V) = Ap_p(V)

tale che, per ogni base ortonormale C = (e1,...,ey,) (ed in particolare per ogni riordinamento di
una data base) si abbia che

(1) =Fe1 A---Aep k(er A+ Nep) = %1 *(eg N Nep) =Fepr1 A+ Ney

dove si prende '+’ se la base C ¢& orientata positivamente e '—'

aggiunzione * gode delle sequenti proprieta:

altrimenti. Inoltre l’operatore di

(1) #x: Ay(V) = Ap(V), s = (—=1)P"=P) In particolare, x ¢ un isomorfismo.

(2) * €& un isometria, cioe, se v,w € A,(V'), allora (xv, xw) = (v, w).

(3) sev,w € Ay(V) allora (v,w) = *(v A *xw) = *(w A *v).

(4) sev=viA---ANvp # 0 allora v = vpp1 A--- Ay, con Span(vpii,...,v,) = Span(vi, ..., Up

e v A\ *xv € orientato positivamente.
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Dimostrazione. Intanto e chiaro che se un tale operatore esiste € unico. Vediamo che esiste davvero:
sia C = (eq,...,e,) una base ortonormale orientata positivamente: allora definiamo

(1) =e1 AN Nep, x(e1 A ANep) =1
e, se I = (i1,149,...,1,) € un multiindice crescente, definiamo
k(e Ao Ney,) =e(a)ei, N~ Nej,

dove {ipt1,...,in} = {1,2,...,n}\ {d1,...,ip }, ipt1 < -+ < iy € 0 € la permutazione che
trasforma (i1,...,4,) in (1,...,n); visto che abbiamo definito * sugli elementi di una base, possiamo
estenderlo per linearita. Vediamo intanto che * gode delle proprieta (1) —(2) — (3): basta verificarle
sugli elementi della base ortonormale indotta da C:

(1) x* (e A=+ Neg,) = *(e(0)(€ipy Ao+ Nei,)) = e(sigma)e(T)(es, Ae;,) dove o ¢ la permuta-
zione che trasforma (i1, ..., %, %p+1,...,%,) in (1,...,n) e tau & la permutazione che trasforma
(ipt1s- -+ ins i1, 5ip) in (1,...,n). Allora & facile vedere che e(0)e(r) = (—1)P("~P).

(2) e facile verificare Iisometricita.
(3) ¢ anche facile verificare questa proprieta.

Ora dimostriamo che * gode della proprieta sulle basi ortonormali: sia C = (é1,...,€y) un’ altra
base ortonormale di V. Allora, supponiamo che T: V — V sia I'isomorfismo per cui é; = Te;:
vediamo che

k(@ N Nép) =+(Teg N+~ NTey,) =*((detT)(er A+ Neyp)) = (det T')

e quindi *(é1A- - -A€é,) = +1 se la base C’ & orientata positivamente e —1 se & orientata negativamen-
te, che & proprio quello che volevamo. In modo analogo si verifica che (1) = e; A---Ae, = ﬁél A
-+ A&, che & quel che vogliamo. Ora, passiamo al caso di (€1 A---Aép): dalle proprieta (1)—(3), ve-
diamo che, sev € A, (V) ew € A,,_p(V), allora (v, w) = *(wA*xv) = (=1)PPPlx(wAv) = *(vAw),

quindi, ricordando che la base indotta da C’' su A,—,(V) ¢ una base ortonormale, vediamo che
(x(E1 N Neép),epp1 Ao Nép) =x(E1 N+~ N&y) =1

sempre a seconda che la base sia orientata positivamente o negativamente. Invece, se I # (p +
1,...,n) allora
<*(él/\--'/\ép),é[> :*él/\-u/\ép/\e[:*O:O

e quindi *(€;A- - -A€p) = £€pr1A- - A€, aseconda se C’ sia orientata positivamente o negativamente,
che era proprio quello che volevamo verificare. Da ultimo, vediamo che vale la proprieta (4): ]

4.2 Forme Differenziali in RY

Definizione 4.2 (Forma Differenziale). Sia A C RY un aperto. Una p-forma differenziale su A di
classe C! & un applicazione w: A — AP(RY). L’insieme delle p-forme su A di classe C" si indica
con P(A).

In coordinate rispetto alla base dz; di AP(RY) data dai multiindici crescenti, una p-forma w di

classe C! si scrive:
w= E wrdxy

Icresc

dove wy: A — R sono funzioni di classe C'. Vediamo che la forma w ¢ di classe C* se e solo se le
wr sono di classe C*. In particolare, le O-forme si identificano con le funzioni C' su A a valori in
R: allora, se f: A — R & una funzione di classe C', il differenziale dfy: RY — R & un applicazione
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lineare per ogni ¢ € A, quindi possiamo considerare df come una mappa df: A — Hom(RY ,R) =
(RV)* = AY(RY) e quindi come una 1-forma. Scriviamola in coordinate: sappiamo che

Y of
dfq(v 257

e quindi

df = Z P, dz;

Possiamo estendere questo procedimento alle p-forme in generale? La risposta & si:

Definizione 4.3 (Differenziale Esterno). Sia A C RY un aperto. Allora il differenziale esterno su
A e Poperatore su QP(A) definito da

d( Z OJ[d{E[ Z dwr ANdxg

I cresc I cresc

dove dwy ¢ il differenziale sulle funzioni reali.
Proposizione 4.2.1 (Proprieta del differenziale esterno). Sia A C RN un aperto.
(1) d é un operatore lineare.
(2) d coincide con il differenziale standard su Q°(A).
(3) (dod)(w) =0 sew ¢ una forma di classe C*.
(4) dw An) = (dw) An+ (=1)Pw A (dn) sew € QP(A).
(5) d é locale: cioé se U C A é un aperto e w € QP(A) si ha che d(w|y) = (dw)|v.
Dimostrazione. 1. E’ abbastanza chiaro che d sia lineare.
2. E’ anche facile vedere che d coincide col differenziale standard su Q°(A).

3. Intanto, vediamo che, se I non ¢ un multiindice crescente, allora
d(wrdxr) = d(e(0)(wrdzyp)) = e(o)d(wrdzrp) = e(o)(dwr Adzp) = dwy A eodxp = dwr A dzy

Quindi, supponiamo che w sia una forma di classe C?: per mostrare la tesi, possiamo limitarci
a considerare il caso w = widxy:
N

82w I

7.7

(dod)(wrdzr) = d(dwindzr) = d( ‘Z !

=1

6w1

dx;Ndxy) = dxy =

dzxjANdx;Ndxy

allora otteniamo la tesi dal lemma di Schwartz.
4. Di nuovo, ci basta verificare la tesi nel caso in cui w = wrdzy € QP(A) ed n = nydzy € QI(A):

dlwAn) =dwmgdzr Ndxy) = d(wrmyg) ANdxr Adxy = (dwrng + wrdng) ANdxp Adxy =
=nydwr ANdxy Ndzy+wrdng Adep Adey = dw An+ (—1)Pldn Aw = dw An+ (—1)Pw Adn.

5. la localita dell’operatore segue subito dalla definizione
O

Definizione 4.4 (Forme chiuse ed esatte). Una forma w € QP(A) si dice chiusa se dw = 0, si dice
esatta se esiste € QP~1(A) tale che w = dn, in questo caso 7 si dice una primitiva di w.
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La proposizione precedente ci dice che se w & una forma di classe C! esatta, allora ¢ anche
chiusa. Il viceversa non & vero in generale ma qualche volta si:

Proposizione 4.2.2 (Lemma di Poincare). Su RY, ogni forma chiusa di classe C' ¢ esatta.
Ora descriviamo effetto delle mappe differenziabili sulle forme:

Definizione 4.5 (Pullback di una forma). Siano A C RY, B C RM aperti e sia f: A — B di
classe Ct. Allora, se w € OP(B) ed w = >} cose WrdTi; Adaiy A+ Adz;,, definiamo il pullback di
w secondo f come la forma f#(w) € QP(A) data da:

FEwy="3_ (wrofd(fa) A= Ad(f;,)
I cresc

dove f; = mj o f ¢ la j-esima componente di f. In particolare, se w ¢ una 0O-forma, si ha che

fHw)=wo s

Proposizione 4.2.3 (Proprieta del pullback). Siano A C RN,B C RM aperti e sia f: A — B
un’applicazine di classe C*. Allora

(1) f# ¢ lineare su QP(B).
(2) fF(wAn) = fF(w) A f7(n) per ogni w € QP(B),n € QU(B).
(3) f7(dw) =d(wo f) sew € Q(B).

(4) se f ¢ di classe C2, allora {7 (dw) = d(f7(omega)) per ogni w € QP(B).

Dimostrazione. MAGARI SCRIVERE MA NON E’ NIENTE DI CHE

4.3 Superfici regolari in RV

Definizione 4.6 (Superficie regolare). Una superficie regolare di classe C* di dimensione d in R
& un sottospazio M C RY per cui vale una delle seguenti condizioni equivalenti:

(1) per ogni punto p € M esistono un intorno aperto U C M di p, un aperto U C R¢ ed un
omeomorfismo x: U — U di classe C* tale che dx, ha rango massimo r per ogni ¢ € U. La
coppia (U, x) si dice parametrizzazione locale di M.

(2) per ogni punto p € M esistono un intorno aperto U C RY di p ed un applicazione f: RY —
RN=4 di classe C¥ tale che f~1(0) = U N M e df, ha rango massimo N — d per ogni q € U.

(3) per ogni punto p € M esistono un intorno aperto U € M di p, un aperto U C R%, un aperto
V C RVN~4 ed un applicazione f: U — V di classe C* tale che U sia il grafico di f.

Si vede che le superfici regolari sono un caso particolare della nozione di varieta differenziabile:

Definizione 4.7 (Varieta differenziabile di dimensione d). Una varieta differenziabile d-dimensionale
di classe CX & uno spazio topologico M di Hausdorff e a base numerabile dotato do un atlante
massimale di carte C*. Cioe, ogni punto p € M ¢ contenuto in una carta (U ©) che ¢ il dato di un
intorno aperto U C M di p, di un aperto U C R% di omomorfismo p: U — U, e queste carte sono
compatibili a livello C*, cioe, se (U, @) e (V1) sono due carte per cui U NV # (), allora le mappe
wop Lo e ! sono di classe C*.

In particolare, si vede che le superfici regolari in RY sono varieta differenziabili in cui le carte
sono date dalle inverse delle parametrizzazioni locali.
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Definizione 4.8 (Superficie regolare con bordo). Una superficie regolare con bordo di dimensione
d e di classe C* & un sottospazio M C R¥ tale che per ogni punto p € M esistono un intorno aperto
U C M di p, un aperto U in H* = { (z1,22,...,2,) | 2, > 1} ed un omeomorfismo x: U — U
di classe C* e tale che dz, ha rango massimo d per ogni p € U. Le coppie (U,x) si chiamano
ancora parametrizzazioni locali. Il bordo OM di M & l'insieme dei punti che sono nell'immagine
di { z» = 0 } per una qualche parametrizzazione locale e 'interno IntM di M ¢ 'insieme dei punti
che sono nell'immagine si { z, > 0 } per una qualche parametrizzazione locale.

E’facile vedere che M = OM UIntM, ¢ vero anche che OM NIntM = () ma questo ¢ piu difficile
da dimostrare e non lo faremo. Comunque, si vede che, restringendo le parametrizzazioni locali al
bordo ed alla parte interna di H¢, il bordo M ¢& una superficie regolare senza bordo di dimensione
d — 1, mentre Int M & una superficie regolare senza bordo di dimensione d.

Definizione 4.9 (Spazio tangente). Sia M una superficie regolare con o senza bordo. Se p € M,
definiamo il piano tangente a M in p come I'immagine del differenziale dz,-1(,) di una qualche
parametrizzazione locale che contiene p. Il piano tangente ad M in p si indica con T, M ed ¢ un
sottospazio di RV di dimensione d.

4.3.1 Superfici regolari orientate

DA SCRIVERE LA COSA

4.4 Integrazione su superfici regolari

Prima definiamo 'integrazione di forme differenziali su aperti di R?%: sia A C R? un aperto e sia
w = f(x1,...,xq)dx; A dro A dzg una d-forma su A a supporto compatto (cioé f ha supporto
compatto). Allora definiamo l'integrale di w su A come

/w:/f(wl,...,xd)dxld:cg...dxd
A A

4.4.1 Integrazione di forme differenziali su superfici regolari

Sia M C RY una superficie regolare con bordo. Se U C M ¢ un aperto, una r-forma su U ¢ la
restrizione ad U di una r-forma definita in un aperto di RY che contiene U Allora, prendiamo
una superficie regolare orientata M di dimensione d ed una d-forma w su M a supporto compatto
(cosa che ¢ automaticamente verificata se M ¢ compatta):supponiamo che il supporto di w sia
completamente contenuto dentro una parametrizzazione locale (U, x),: allora definiamo

/Mw N /Uw B jE/xl(U) <)

dove prendiamo + se x mantiene l’orientazione e — altrimenti.
Invece, nel caso generale, supponiamo che { (U;,x;) | i € I } sia un atlante orientato per M e
sia { i | i € I } una partizione dell’'unita associata. Allora, definiamo

f#= %)

el
Si vede che entrambe le definizioni sono ben poste, cioe che non dipendono dalla particolare
parametrizzazione locale, ne dall’atlante orientato, ne dalla partizione dell’unita.
Il risultato pitu importante e piu basilare dell’integrazione di forme su superfici regolari & il
teorema di Stokes

Teorema 4.4.1 (Teorema di Stokes). Sia M una superficie regolare orientata di dimensione d e
sia. OM il suo bordo (eventualmente vuoto) con lorientazione indotta. Allora, se w é una d — 1
forma su M a supporto compatto, si ha che

/ w—/dw
oM M
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Dimostrazione. Si dimostra prima nel caso di cubi e poi nel caso generale con le partizioni dell’'unita
e parametrizzazioni locali cubiche. ]

4.4.2 Integrazione e misura su superfici regolari riemanniane

NON HO VOGLIA DI SCRIVERLO, VEDI ACQUISTAPAOLO
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Capitolo 5

Funzioni Armoniche

5.1 Definizioni e proprieta fondamentali

Definizione 5.1 (Funzioni Armoniche). Sia 2 C RY un aperto. Allora una funzione u: Q — R si
dice armonica se u € C2(12) e se
Au=0

dove A ¢ il Laplaciano, definito da
AU = Uy gy + -+ Uz,

Diciamo poi che u & superarmonica se u € C?*(2) e se Au > 0, mentre diciamo che u &
subarmonica se Au < 0.

La proprieta che caratterizza le funzioni armoniche e la proprieta della media; dobbiamo pero
introdurre alcune notazioni: denotiamo con wpy la misura N — 1-dimensionale della sfera unitaria

SN=1 C RN . Allora, notiamo che la misura N — 1-dimensionale di una sfera di raggio r ¢ data da

TNfl rNwy

wy e che la misura di una palla N-dimensionale in RV di raggio r ¢ data da

Teorema 5.1.1 (Proprieta della media per le funzioni armoniche). Sia Q un aperto di RV e sia
u: Q — R armonica. Allora se B(xz,r) C Q si ha che

1
u@) = m /BB(:E,T) U(y)day - rNuy B(x,r) uly)dy

Cioe , diciamo che u gode della proprieta della media su Q. Viceversa, se u: Q — R ¢& di clesse C?
e gode della proprieta della media in ), allora u e armonica su €.

Dimostrazione. Fissiamo x € §: allora, per ogni r > 0 tale che B(x,r) C , definiamo

1 / 1
p(r): = —— u(y)doy = — u(x + ry)do
(N = e ) (y)doy = . ( )do,
ora, derivando, troviamo che
/ 1 .
o'(r)=— (Vu(z +1y),y) doy = (Teorema della Divergenza) =
WN JoB(0,1)
! Au(z + ry)d ! / Au(y)d
=— u(z+ry)dy = 55— u(y)dy
WN JB(0,1) Ny B

Percio, se u ¢ armonica, ¢'(r) = 0, cio¢ ¢(r) ¢ costante e quindi

p(r) = lim o(r) = u(z)

r—0t

33



ed inoltre

N N T
u(y)dy = / u(y)doy, | ds =
7JVWN B(z,r) (y> Y TNWN 0 [ 0B(z,s) (y) y]

TNwN/o u(z)sN twyds = u(x)

Viceversa, se u € C2(Q) gode della proprieta della media, ¢(r) & costante e quindi ¢/(r) = 0, ma
allora, per continuita delle derivate seconde, deve essere che Au = 0 e quindi la tesi &€ completamente
dimostrata. O

Osservazione 5.1.1. Vediamo che adattando lievemente la dimostrazione precedente, si dimostra
che se u: 2 — R & subarmonica allora per ogni B(z,r) C € si ha che

1
< u(y)do
o TN_lWN LB(I,T) (y) Y

mentre, se u € superarmonica, vale che

1
> d
we)2 e [ ey

Dalla proprieta della media discende subito il Principio del Massimo:

Teorema 5.1.2 (Principi del Massimo e Minimo). Sia Q@ C RY un aperto limitato e sia u: Q — R
una funzione continua e armonica su 2 . Allora:

1. (Principi del Massimo e Minimo Forte): se Q0 € connesso e se esiste un punto xo € Q tale

che
u(xo) = maxu  oppure u(xp) = min
Q Q

allora v é costante su §Q.

2. (Principi del Massimo e Minimo Debole): si ha che

maxu = maxu min v = min
o E19) a 80
Dimostrazione. 1. Dimostriamo il Principio del Massimo Forte: sia m = u(x¢) = maxgqu, allora

A =u~1(m)NQ & chiuso e non vuoto in Q. Mostriamo che & anche aperto: si a z € A, allora,
per una palla B(z,r) abbastanza piccola, si ha che

N N

m = u(z) u(y)dy < mdy =m

=N, N,
T WN-1 JB(a.r) rYwWN-1 JB(a.r)

e quindi deve essere che u ¢ costante su B(z,r). Allora, poiche & connesso, si ha che u =m
su {2 e per continuita u = m su ). La dimostrazione del principio del Minimo Forte procede
allo stesso modo.

2. Il Principio del Massimo Debole discende dal Principio del Massimo Forte applicato ad ogni
componente connessa di ) e lo stesso vale per il principio del Minimo Debole.

O]

Osservazione 5.1.2. Con la stessa dimostrazione del Teorema precedente se dimostra che le funzioni
subarmoniche godono dei Principi del Massimo e che quelle superarmoniche godono dei Principi
del Minimo

Proposizione 5.1.1 (Stima a priori). Sia Q C RY un aperto limitato e sia u: Q — R una funzione
continua e di classe C? su Q. Allora
diam?(Q)

m§ax|u| < I%%X|u| +—

sup |Aul
Q
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Dimostrazione. Se supq |Au| = +oo abbiamo finito; altrimenti basta applicare il Principio del
Massimo Debole alle funzioni v+ : 2 — R definite da

diam?(Q) — |& — xo|?
2N

= +
v (x) max lul + u(z)

dove xg € 052 € un punto fissato. O

5.1.1 Funzioni armoniche e funzioni olomorfe

Ricordiamo che , se 2 C C & un aperto, una funzione f: {2 — C si dice olomorfa se & C-differenziabile
su €. Sappiamo che una funzione olomorfa & anche analitica (cioe si sviluppa localmente in serie di
potenze) e quindi ¢ inifinitamente differenziabile. Scrivendo f nella forma f = u + iv, con u = Rf
e v = Sf, vediamo che f & olomorfa se e solo se u,v sono R-differenziabili (con l'identificazione
canonica C = R?) e soddisfano le Equazioni di Cauchy-Riemann: u, = Uy Uy = —Vp.

Lemma 5.1.1. Sia Q C C un aperto e sia f = u+ iv una funzione olomorfa su 2. Allora u e v
sono armoniche in €.

Dimostrazione. Mostriamo che u & armonica: intanto sappiamo che v & di classe C? perche f &
analitica, e poi, per le equazioni di Cauchy-Riemann, troviamo che

AU = Ugy + Uyy = Dyp(ug) + Dy(uy) = Dy(vy) + Dy(uy) = Dy(vy) — Dy(vz) = Vay — Vye =0
Allo steso modo si dimostra che v ¢ armonica. O

E’ naturale chiederci se vale I'inverso: cioe , € vero che se u - 2 — R & una funzione armonica,
allora u ¢ parte reale di una funzione olomofa su €2 7 Se € ¢ abbastanza decente, questo & vero:

Proposizione 5.1.2. Sia 2 C C un aperto semplicemente connesso. Allora ogni funzione armonica
su € e parte reale o parte immaginaria di una funzione olomorfa su €.

Dimostrazione. Sia u una funzione armonica su 2. Allora la forma —u,dx + u,dy ¢ chiusa in
e se () & semplicemente connesso, ¢ anche esatta, quindi esiste v: @ — R di classe C? tale che
dv = vpdx +vydy = —uydx +u,dy. Ma allora f = u + v soddisfa le equazioni di Cauchy-Riemann
ed ¢ olomorfa. O
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Capitolo 6

Equazioni Differenziali alle Derivate
Parziali

Vogliamo usare le tecniche dei paragrafi precedenti per risolvere alcune EDP famose:

6.1 L’equazione di Laplace

L’equazione differenziale Au = 0 e’ detta equazione di Laplace mentre 'equazione Au = f ¢’ detta
equazione di Poisson.

6.1.1 1l problema di Dirichlet

Sia Q C RY un aperto limitato. Allora un problema di Dirichlet per I’equazione di Poisson su Q ¢’
un sistema di equazioni differenziali del tipo

Au=f suf
U= su 0f2

con f: Q) — R continua e ¢: 9 — R continua; una soluzione di questo sistema €’ una funzione
continua su Q e di classe C? su Q che soddisfa le equazioni. Intanto, €’ facile dimostrare che se una
soluzione esiste e’ unica:

Proposizione 6.1.1 (Unicita’ della soluzione del problema di Dirichlet). Sia 2 C RN un aperto
limitato in RN . Allora se esiste una soluzione del problema di Dirichlet

Au=f su
U= su OS2
questa soluzione e’ unica.

Dimostrazione. Supponiamo che u, v siano due soluzioni del problema di Dirichlet: allora w = u—v
e’ una soluzione del sistema

Aw=0 suf
w=20 su 0f)

ma allora, per il Principio del Massimo/Minimo abbiamo che maxgw = mingw = 0. ]

Un’ altra proprieta’ che si dimostra facilmente e’ la dipendenza dai dati iniziali:

Proposizione 6.1.2 (Dipendenza continua dai dati iniziali per il problema di Dirichlet). Suppo-
niamo che u sia soluzione del problema di Dirichlet

Au=f su$
U= su OS2

e supponiamo che || fl . ,ll¢ll. <e. Allora ||ul|,, < Ke per una certa costante K.
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Dimostrazione. E’ una conseguenza immediata della stima a priori 5.1.1 O

Ora arriviamo alla parte rognosa, che e’ ’esistenza di una soluzione: salta fuori che una soluzione
esiste per un sacco di aperti 2 ma noi la vediamo solo per la palla

Teorema 6.1.1 (Il problema di Dirichlet per la palla). Siano B(0,r) C RY la palla centrata
nell’origine di raggior, f: B(0,7) — R una funzione C! e p: B(0,r) — R una funzione continua.
Allora il problema di Dirichlet

Au=f suB(0,r)
U=y su 0B(0,r)

ha come unica soluzione

2 2
u(z) = 7"]$|/ &)Nday — / G(z,y)f(y)dy Vz e B(0,r)
TWN-1 JoB(o,) |z — vyl B(0,r)

dove G(x,y) €’ la funzione di Green per la sfera.
Dimostrazione. DA FARE LA DIMOSTRAZIONE NEL CASO N=2 O
SCRIVI IL PROBLEMA DI LAPLACE PER IL QUADRATO APERTO

6.1.2 1l problema di Neumann

Sia Q € RN un aperto limitato con bordo decente. Allora un problema di Neumann per 1’equazione
di poisson su {2 e’ un sistema di equazioni differenziali del tipo

Au=f sufl
uy, =1  su 0f)

dove u, indica la derivata di u rispetto alla direzione normale di 9Q e f: Q — Re ¢: 90 — R
sono continue. Come prima, una soluzione di questo sistema e’ una funzione continua u: Q — R e
di classe C? su  che risolve le equazioni.

Di nuovo, €’ facile dimostrare la (quasi) unicita’ della soluzione, ammesso che la soluzione esista:

Proposizione 6.1.3 (Quasi unicita’ della soluzione del problema di Neumann). Sia w C RY un
aperto limitato con bordo decente. Allora se esiste una soluzione al problema di Neumann

Au=f su$
uy, =%  su 02

questa e’ unica a meno di addizione per una costante.

Dimostrazione. Suppniamo che u, v siano due soluzioni del problema di Neumann: allora w: = u—v
e’ soluzione del sistema

Aw=0 suf

w, =0 su 02
CONCLUDERE LA DIMOSTRAZIONE CON LA FORMULA DI GREEN O

SCRIVI LA CONDIZIONE DI COMPATIBILITA’

6.2 L’equazione del calore

L’equazione del calore ¢ I'equazione differenziale u; = o Au.
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6.2.1 1l problema di Cauchy-Dirichlet

Per semplicita, consideriamo sistemi con una dimensione spaziale (ad esempio la distribuzione di
temperatura su una sbarretta di metallo). Come nel caso dell’equazione di Laplace, nel problema
di Dirichlet aggiungiamo condizioni ai bordi sulla funzione u. Vediamo un esempio:

Esempio 6.2.1. Analizziamo il seguente problema di Cauchy-Dirichlet:

Uy = gy per (z,t) € (0,7) x (0,400)
u(0,t) =u(m,t) =0 pert e [0,+00)
u(z,0) = f(x) per x € [0, 7]

dove f: [0,7] — R & una funzione C" e tale che f(0) = f(m) = 0. Una soluzione di questo sistema &
una funzione u: [0, 7] x [0, +00) — R continua e tale che ug, u,, siano continue in (0, 7) x (0, +00),
quidni facciamo i bulli e chiediamo direttamente che u sia di classe C? (osserviamo che l'ipotesi
f(0) = f(m) = 0 ¢ richiesta per la compatibilita del sistema, non ¢ una scelta a caso).

Ora,supponiamo che u sia una soluzione del sistema: allora, per ogni fissato t < 0, per la
seconda equazione, possiamo estendere u in modo dispari ad una funzione continua su [—, 7] e C?
su (—m, ) e quindi, prolungandola, possiamo estenderla ulteriormente ad una funzione 2r-periodica
e di classe C2 su tutto R. Allora, la serie di Fourier di u converge uniformemente ad u: cio¢

+o0
u(z,t) = % + Z an(t) cos(nt) + by, (t) sin(nt)

n=1

dove an(t) =1 [T w(z,t)cos(nz) = 0 per disparitd, e quindi

Z by (t) sin(nz)

Ora, poiche u ¢ di classe C?, vediamo che le serie di Fourier di u; e a?u,, sono date rispettivamente

da
400

Z b (t)sin(nz) e Z(—a2n2)bn(t) sin(nz)
n=1
e quindi deve essere che b, (t) = —a?n?b,(t), cioe, b, (t) = Che~ "t Per, concludere, vediamo che

possiamo estendere f ad una funzione 27-periodica di classe C! e dispari su [—, 7] proprio come
abbiamo fatto con u: e cosi troviamo che la serie di fourier di f converge uniformemente ad f e
I'ultima equazione ci da che:

o)

+oo
0) = Z Cy sin(nz) = Z by, (f) sin(nz)
n=1

e quindi by, (t) = by (f)e~ ™. Per concludere, abbiamo trovato che, se una soluzione esiste, allora

essa e
Z b ( sm(nm)

dove i b,(f) sono i coefﬁcienti dell’estensione dispari di f a [—m, 7] nel suo sviluppo in serie di
Fourier, cioe b,(f) = 2 fo )sinnadx. Ma allora basta verificare che questa funzione ¢ effetti-
vamente una solumone e questo segue dalla presenza dell’esponenziale negativo, che ci dice che u
e di classe C™ su (0,7) x (0,400) e che le derivate di u si ottengono derivando la serie termine a
termine.

Quindi I'unica soluzione del problema di Cauchy-Dirichlet che stiamo considerando e

+oo
t) = Z bn(f)e_o‘Q”Qt sin(nz)
n=1
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6.2.2 1l problema di Cauchy-Neumann

Rimaniamo sempre in una dimensione spaziale: il problema di Cauchy-Neumann si verifica quando
si impongono le condizioni al bordo non su v ma sulla derivata u,. Facciamo un esempio:

Esempio 6.2.2. Vogliamo studiare il problema di Cauchy-Neumann:

U = 0PUgy per (z,t) € (0,7) x (0,400)
uz(0,t) = ug(m,t) =0 pert € [0,+00)
u(z,0) = f(z) per z € [0, 7]

dove f: [0,7] — R & una funzione di classe C'! assegnata. Di nuovo,vogliamo una soluzione che sia
continua su [0, 7] x [0, +00) e C% su (0,7) x (0, +00).

Possiamo ragionare come prima, estendendo le funzioni in modo pari invece che in modo dispari,
ma questa volta poroviamo con il metodo di separazione delle variabili: cioe cerchiamo una soluzione
della forma wu(z,t) = X (x)T(t), possibilmente non nulla a tappeto, senno risolve solo il caso in cui
f = 0. Imponiamo le condizioni: dalla prima troviamo che X (z)7"(t) = o?X"(x)T(t) e dalla
seconda X'(0)T'(t) = X'(m)T(t) = 0, quindi cerchiamo X, T tali che

X"x) _ T'(t)

Yo~ ¢ XO=X@m=0

la prima equazione, ci dice che );/(SC)) = 5;2) non dipende ne da z, ne da ¢, quindi € una costante

A € R: quindi X" (z) = AX (x) e T'(t) = AT'(t). Vediamo i vari casi:

e A\=0: allora X(z) = Az + B e X'(z) = a = 0 perché X’(0) = 0. Ma questa soluzione non &
interessante perche allora f(x) dovrebbe essere costante.

e \>0: allora X(z) = AeV? 4 Be=V2% ed imponendo che X'(0) = X'(7w) = 0 troviamo che
A = B =0, quindi anche questo caso non ci piace.

e A < 0: allora X(z) = Acos(vV—Az) + Bsin(v/— x) e ’(:):) = —AvV-Asin(v—\z) +
B+v/—=Xcos(v/—Az); quindi imponendo che X'(0) = ( ) = 0 troviamo B = 0 e A = —n?
per un certo n € N; e tornando a ¢ abbiamo T"(t) = —a2n?T(t), cioe T(t) = Cre """t per

un certo C,, € R. Allora, per ogni n € N, abbiamo una soluzione delle prime due equazioni
Un(2,t) = ApCre "t cos(na) = ane """t cos(nz). E’ chiaro che in generale non si avra
che up(z,0) = ancos(nz) = f(x), tuttavia, visto che le prime due equazioni sono lineari,
possiamo provare, almeno formalmente, a cercare una soluzione del tipo

+oo
2
t) = E ane tcos(nz) = — 0 4 g ane " ! cos(nx)
n=0
ora, imponendo la terza condizione, vediamo che e soddisfatta se

0)= % + Zan cos(nz) = f(x)
n=1

cioe se e solo se a, = an(f) dove gli a,(f) sono i coefficienti di Fourier dell’estensione pari di
f a tutto Uintervallo [—m, 7.

Quindi abbiamo un’aspirante soluzione
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ma ¢ facile vedere che questa € proprio una soluzione grazie all’esponenziale negativa. Sara anche
I’unica soluzione? Ragioniamo in questo modo: se v & un’altra soluzione del sistema, allora w: u—wv
risolve il problema

wy = P wey per (z,t) € (0,m) x (0, 400)
wg(0,t) = wy(m,t) =0 pert e [0,+00)
w(z,0) =0 per z € [0, 7]

Allora, moltiplicando la prima equazione per w e integrando rispetto ad = troviamo che

/Oﬂw(x,t)wt(a:,t)dg; — o2 /Oww(x?t)wm(x,t)dx

/ w(z, t)w(z,t)dx :/ —Dy(w?(x,t))dx = Dt/ w(z,t)dx
0 0o 2 2 " Jo

mentre
a2/ w(z, ) wey (2, t)dr = o [w(z, t)wy(z, 1)) — a2/ w2 (x, t)dr = —oz2/ w?(x,t)dz < 0
0 0 0

percio
™
Dt/ w?(x,t)dz < 0

0
ciod la funzione ¢ — [ w?(z,t)dz < 0 & decrescente su (0, 400), ma poiche ¢ anche non negativa
e foﬂ w?(z,0)dz = 0 dev’essere identicamente nulla per continuitd, e quindi w(z,t) = 0 su (0,7) x
(0, 4+00) e sempre per continuita w = 0.
6.2.3 L’equazione del calore in RV
Consideriamo ’equazione del calore in R¥:

ug(z,t) = Au(z,t)

dove A ¢ il Laplaciano in RY, con Au(x,t) = tgyz, (¥,1) + Usgay (7,8) + -+ + Ug, ,, (7,1). Allora
cerchiamo una soluzione formale dell’equazione con la trasformata di Fourier in RV intanto vedia-
mo che la trasformata di Fourier commuta con la derivazione rispetto a ¢ (per la derivazione sotto
segno di integrale) e poi F(ug,qz;)(&,t) = —E2F (u)(&,t): percido 'equazione diventa

(&, t) = — &2 al&, t)

che & un’equazione differenziale tra funzioni di variabile ¢: risolvendola, otteniamo che

(e, 1) = e(€)e 16

utilizzando la formula di inversione, ¢ facile vedere che

—|§|2t _F e 4t
e =
(4rt) T ©
e, se scriviamo ¢(§) = F(v)(§), abbiamo che
= _l=?
~ e 4t e 4t
ut) =FNEOF | —=x | @ =F|r* = | (£)
(4mt)=2 (4mt)
e finalmente, usando la formula di inversione, troviamo che
1 = 6_%
u(x,t) = u(—x,t) = * x
)= Gwitn0 = |1 i | @

Con queste premesse definiamo il nucleo del calore in RV:
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Definizione 6.1 (Nucleo del calore). Il nucleo del calore in RV & definito da

K(x,t) = 5 (z,t) € RN x (0, +00)

(4mt)

Teorema 6.2.1 (Soluzione Fondamentale dell’equazione del calore in RY). Sia v: RN — C conti-
nua e tale che x — e~®ly(2) € LYRN) per qualche a > 0. Allora la funzione (v K)(x,t) risolve
il problema di Cauchy

ug(z,t) = Au(z,t)  (2,t) € RV x (0, +00)

u(z,0) = y(x) reRN

dove la seconda uguaglianza va intesa come lim; o+ u(z,t) = y(z).

Dimostrazione. SCRIVERE LA DIMOSTRAZIONE O

6.3 L’equazione delle onde

L’equazione delle onde o equazione di d’Alembert e’ 'equazione differenziale u;t = ¢>Au.
Come prima, ci restingiami al caso unidimensionale (una corda vibrante):

Proposizione 6.3.1. Tutte e sole le soluziont dell’equazione delle onde unidimensionale
Utp = Uiy per (z,t) € (a,b) x (0,+00)

sono le funzioni del tipo
u(x,t) = a(z — ct) + f(x + ct)

con a funzione C? su (—oo,b) e 3 funzione C? su (a,+00).

Dimostrazione. consideriamo le variabili ¢ = x 4 ¢t e n = x — ct: allora

Dy = (Dy€) D¢ + (Dyn) Dy = D¢ + Dy,
Dy = (D¢§) D¢ + (Dyn) Dy = c(De — Dy))

e percio’

Dyy = Dee + Dy + 2Dgyy
Dy = ¢*(Dge + Dy — 2Dg)

e I’equazione delle onde in queste variabili diventa
4u§77 =0
e da qui si ottiene la tesi, integrando e cambiando di nuovo le variabili. ]

SCRIVERE PROBLEMI DI CAUCHY-DIRICHLET E CAUCHY-NEUMANN
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