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Disclaimer

e Questi appunti DOVREBBERO essere completi, ma non ne sono sicuro al
100%. Se volete avvisarmi di errori o di parti mancanti, potete avvisarmi
alla mia mail di dipartimento: baldino@mail.dm.unipi.it

e Questi appunti seguono approssimativamente 1’ordine delle lezioni del cor-
so. Alcuni argomenti sono stati anticipati o posticipati di poco per rendere
pil organizzata la presentazione degli argomenti.

e Continuo ripetutamente a dimenticarmi che in I TEXdevo essere in math
mode per poter scrivere i simboli < e >. Se vi capita di vedere dei j o ,
sappiate che | =< e j, =>. Per favore segnalatemeli che li correggo.

Prerequisiti

Per seguire questi appunti & fortemente consigliato ’aver gia studiato il corso di
Analisi Numerica e Geometria 1. Aver studiato Analisi 1 non guasta.

Contenuto

In questi appunti vengono riportate solo le lezioni tenute da Lidia Aceto. Il
corso comprende anche delle lezioni di Dario Andrea Bini, ma il contenuto delle
sue lezioni & gia riportato in pieno (e con ogni probabilita meglio di come lo
riporterei io) nelle dispense presenti nell’elearning di Calcolo Scientifico.



1 23/09/2020

1.1 Autovalori e autovettori

Ricordiamo velocemente definizioni e qualche proprieta di autovalori e autovet-
tori.

Definizione (autovettore e autovalore). Data una matrice A € C"*™ quadrata
a valori complessi diciamo che A € C ¢ un autovalore per A se esiste un vettore
x € C" con z # 0 tale che (A — XI)z = 0, dove I & la matrice identita e 0 & da
intendere come il vettore nullo. In tal caso, z si dice autovettore di A per .

Il sistema (A — AI)xz = 0 & un sistema lineare omogeneo, che quindi ammette
soluzione non nulla se e solo se la matrice (A — AI) non & invertibile, ovvero se
e solo se det(A — AI) = 0.

L’equazione det(A — AI) = 0 & detta equazione caratteristica di A. Il poli-
nomio p(A) = det(A — AI) & detto polinomio caratteristico di A.

Poiché stiamo lavorando in C che & algebricamente chiuso, il polinomio p(\)
ha tutte le sue radici nel campo (radici che per come li abbiamo definiti, sono
gli autovalori di A), quindi A ammette autovalori.

Osserviamo che poiché gli autovettori sono soluzioni non nulle di un sistema
omogeneo, se = & autovettore allora per ogni a # 0, anche ax ¢ soluzione.

Come mostrato nelle dispense su elearning delle lezioni di Bini, saper calco-
lare gli autovalori di una matrice torna molto utile in alcuni problemi. Ricor-
dandoci che gli autovalori sono gli zeri del polinomio caratteristico, vediamo ora
alcuni metodi per calcolare gli autovalori di una matrice:

1. Metodo di iterazione funzionale
Come visto in Analisi Numerica, esistono vari metodi iterativi per calco-
lare gli zeri di una funzione, come il metodo di Newton. Questi metodi
risultano efficienti solo se € ”facile” calcolare i valori della funzione in un
punto e della derivata della funzione nello stesso punto.

2. Esplicitare p(\)
Conoscendo i coefficienti di p(A) (che per ora conosciamo solo implici-
tamente il risultato di det(A — AI)) & possibile, per n < 4, calcolare
esplicitamente le radici in maniera analitica

Il secondo metodo ha pero dei pesanti svantaggi:

e il costo del calcolo dei coefficienti ¢ molto elevato

I(Non trattato in classe): Il motivo per cui cid si possa fare solo per n < 4 & che non
esiste una formula risolutiva generale per i polinomi di grado maggiore o uguale a 5. Vedasi
il teorema di Abel-Ruffini.



e gli errori sui coefficienti di p()) si ripercuotono pesantemente sul calcolo
delle radici

Mostriamo quindi alcuni risultati ottenibili scegliendo di utilizzare il primo
metodo.

1.2 Analisi del condizionamento

Cominciamo esibendo un teorema che fornisce un sottoinsieme di C che contiene
sicuramente tutti gli autovalori di A, rendendo quindi possibile restringere la
ricerca.

Teorema 1.1 (di Hirsch). Data una matrice A € C™*™ e||-|| una norma ma-

triciale indotta, Uinsieme {z € C : |z| < ||A||} contiene tutti gli autovalori di
A.

Dimostrazione. Per definizione, A & autovalore e x # 0 & autovettore se (A —
M)x =0, cioe se Az = \x.

Passando alle norme otteniamo | Az|| = ||[\z|| =|A|||z]]

Poiché x # 0, anche ||z|| # 0 quindi posso dividere I’equazione appena ottenuta
per ||z]|. Ottengo

JAx| _lAz] _

[zl ~ 20 llz|

Al = 1Al

dove l'ultima uguaglianza ¢ la definizione di norma matriciale indotta.

Allora ogni autovalore di A ha modulo minore o uguale alla norma di A, e sta
quindi nell'insieme definito dal teorema O

Ora che abbiamo ristretto la ricerca, cerchiamo di capire come una pertur-
bazione dei coefficienti di A si ripercuota sui suoi autovalori. A questo scopo ci
viene in aiuto il seguente teorema.

Teorema 1.2 (di Bauer-Fike). Sia||-|| una norma matriciale indotta assoluta,
ovvero una norma matriciale indotta che per ogni D € C"*"™ diagonale verifichi:

[ D] = max |di]
i=1,...n

(ad esempio una qualsiasi|-||,,).

Sia A € C™ " diagonalizzabile con A = TDT~!, dove T,D € C**™ con D
diagonale e T invertibile.

Sia A € C™*™ e & un autovalore di (A + JA).

Allora 3N autovalore di A tale che |\ —&| < u(T)||All, dove ricordiamo u(T) =
IT|||T=|| essere il numero di condizionamento di T .

Dimostrazione. Sia (A + §A)y = &y, con y # 0. Posso riscrivere l'uguaglianza
come (A — &y = —0Ay.
Analiziamo la matrice (A — &I). T casi possibili sono due:



e A —¢I ¢ singolare, cioe det(A — ¢I) = 0. Allora £ ¢ autovalore di A e la
tesi € banalmente verificata con A = &.

e A —¢£I & non singolare.
Allora possiamo scrivere y = —(A — £I)716Ay e passando alle norme
otteniamo

Iyl =|| -4 - en~toay|| <||-(a - en~sa )
e dividendo per ||y|| otteniamo
(A 751)*15AH -
(TDT! - g[)—laAH -
—|(rpr-* - fTIT_l)_léAH -
(

(D - §I)T*1)*16AH -

—|r( - fI)‘lT‘léAH <

<Iri| - et |7 [1oan =

=<|Tl| ||| - e I0al
BETON

e poiché vale
1

H<D‘f”_1H:W

otteniamo che esiste almeno un \; per cui vale la disuguaglianza, e quindi
la tesi

O

Quindi piu piccolo & u(T), piu sara ben condizionato il problema del calcolo
degli autovalori. Ricordiamo pero che poiché vale

=) =7 <7t = e
il valore minimo di p(7") € comunque 1.

Vediamo ora alcuni casi pratici e di come si comporta il condizionamento.

Definizione (matrice normale). Diciamo che A € C"*" & normale se AAH =
AP A dove AT = AT



Vale che se A & normale, allora & anche diagonalizzabile tramite una matrice
T unitaria. Poiché per le matrici unitarie vale, per la norma 2, u(T) = 1, il
problema del calcolo degli autovalori per matrici normali & ben condizionato.

Consideriamo uinvece A non normale, e concentriamoci su un singolo autovalore
di molteplicita algebrica uguale a 1.

Teorema 1.3. Sia A € C"*"™ non normale e A un autovalore di molteplicita
algebrica uguale a 1.

Siano x,y € C" tali che ||z||y =||yll, = 1 rispettivamente autovettori destri e
sinistri di A per X, ovvero tali che

Ax = Az, yHA =y

Allora per ogni F' € C**™ e per ogni € > 0, definendo con A(e) la funzione
che associa ad € l'autovalore di A + eF "corrispondente” a X\, vale che

yH Fa
yHz

Ae)—A=¢

Dimostrazione. Sia x(¢) la funzione che associa ad ¢ lautovettore destro per
A(g) 7corrispondente” a x. Vale

(A4 eF)x(e) = Ae)z(e) (1)

Supponendo che \(¢) e x(e) siano funzioni sufficientemente regolari e supponen-
do € vicino a 0 (che sono poi le condizioni del caso che davvero ci interessa),
posso sviluppare con Taylor

e A(e) = A0) +eN(0) + O(e?)
e z(c) = x(0) +£2'(0) + O(e?)

con A\(0) = A, z(0) = z.
Facendo un’analisi al primo ordine di (/1)) e sostituendo i valori di A(e) e z(¢),
otteniamo

(A+eF)(z+e2'(0)) = (A +eXN(0))(z +e2'(0))
Az + A2’ (0) + eFx + 2Fa'(0) = Az + X2’ (0) + N (0)x + M (0)2'(0)
Ax +eAx' (0) + eFx = Az + eXa’(0) + eN (0)x
Ax +eAx' (0) + eFx = Az + eXx’(0) + eN' (0)x
eAz'(0) + eFx = eXx’(0) + eN'(0)x
Az’ (0) + Fz = X2’ (0) + N (0)z
yH Az (0) + vy Fa = Myfa’ (0) + N (0)yT x
yH Az (0) + yH Fa = y" A2’ (0) + N (0)y" 2
yIFz = N (0)yz
ey Fa = eN(0)yx



e poiché vale e\’ (0) = A(e) — X otteniamo la tesi O
Utilizzando questo risultato, possiamo stimare quanto varia A(e). Vale
HeF
ly (; x| _
|y"z|

< v ([leF |||zl _
|y x|

|Me) = A| =

1
= —llEFl
|yHa]
Osserviamo che questi conti possono essere ripetuti con A normale. Per A
normale, gli autovalori destri e sinistri coincidono, quindi a meno di normalizzarli

abbiamo y"x = 1, e riotteniamo |A(¢) — A| <|[|eF|| che & concorde al risultato
del teorema di Bauer-Fike.

10



2 25/09/2020

2.1 Condizionamento in molteplicita maggiore di 1

Abbiamo visto nella lezione precedente come si comportano gli autovalori nel
caso di molteplicita algebrica uguale a 1. Nel caso di molteplicita algebrica
maggiore di 1, il problema di calcolare gli autovalori diventa molto complicato.
Vediamo un esempio

Esempio. Consideriamo la seguente matrice, avente come unico autovalore 0:

Perturbiamo ora A con un € > 0 sommando questo ¢ all’entrata in basso a
sinistra di A, ottenendo

A+eF =
-1
€ 0
Il polinomio caratteristico di questa nuova matrice ¢ p(t) = t" — ¢, che ha n
come radici le radici n-esime di €, e possiamo considerare A\(g) = {/e.
Considerando quindi il caso n = 16, ¢ = 10716, otteniamo che I’autovalore 0
finisce nell’autovalore A(¢) = V/10-6 = 107!, Quindi anche una perturbazione
molto piccola, quale 10716 pud provocare una perturbazione grossa, nel nostro
caso 1071,

Quindi nel caso di molteplicita algebrica maggiore di 1, il problema puo
essere molto mal condizionato.

2.2 Metodi di determiazione di autovalori

Vediamo velocemente due tecniche utilizzabili per determinare gli autovalori di
una matrice:

1. Metodo a due fasi
Fase 1: si trasforma la matrice A in una matrice B simile ad A (in modo
da conservare gli autovalori) per la quale siano noti metodi semplici per
calcolare gli autovalori.
Fase 2: si calcolano gli autovalori di B

11



2. Completamenti Iterativi
Ripeto passi iterativi dove ogni volta risolvo un sistema lineare. Si usa di
solito per matrici di taglia grande.

Concentriamoci per ora sul metodo a 2 fasi, e vediamo come poter ricondurre
una matrice in forma di Hessemberg superiore.

Definizione (forma di Hessemberg superiore). Una matrice B € C™*" si dice
in forma di Hessemberg superiore se vale che i > j + 1 = b;; = 0, ovvero una
matrice di questa forma

b171 b172 - - b1771
b271 . .
B=1 g
: . . bnfl,n
0 ... 0 buni bon

Consideriamo il caso di A diagonalizzabile, con A = SDS~! e B =T~ 1 AT.
Osserviamo che D contiene, sulla diagonale, gli autovalori di A, e S ha per colon-
ne autovettori di A (si dimostra velocemente leggendo riga per riga ’equazione
AS = 8D). Scrivendo

B=T'AT =T7"Y(SDS )T = (T7'S)D(S™'T) = (T *S)D(T~*S)~*

si ottiene che anche B ¢ diagonalizzabile, ha gli stessi autovalori di A e la matrice
T—1S ha per colonne autovettori di B.

Poiché B e diagonalizzabile possiamo applicare il teorema di Bauer-Fike, quindi
il condizionamento degli autovalori dipende da u(7~1S). Osserviamo perd che
vale

sy <[
s
<t -1
— u(D)u(S)

Quindi nel trasformare A in B dobbiamo cercare di scegliere una matrice 1" che
renda minimo il numero di condizionamento di T', idealmente 1.
Cerchiamo ora un algoritmo A ~~ B con un procedimento iterativo con

Apyr = T ATy,
con Ay =A, A, =BevarraT=T,...T,,_1.

Esistono vari modi di scegliere tali matrici Tj, quali matrici di Gauss, di Hou-
seholder o di Givens.

12



Scegliendo matrici di Householder o di Givens, poiché sono tutte matrici unita-
rie, otterremmo che il numero di condizionamento in norma 2 delle varie matrici

T}, varrebbe ps(Ty) = ||Tk||5 ‘Tk_ng = 1. Varrebbe quindi per T'

w(T) =pw(Ty .. . Trpe1) < p(T1) ... p(Tip—1) =1

quindi anche p(7") = 1 quindi otterremmo condizionamento ottimo.
Scegliendo invece matrici di Gauss otterremmo pioo (7)) = ”TkHOOHTng < 4,
o0

quindi pieo(T) < 4™ che & accettabile solo per m piccolo.

La trasformazione A ~~ B ha il vantaggio di ridurre molto il costo del calcolo
degli autovalori. Infatti, applicando ad esempio il metodo QR per il calcolo di
autovalori e autovettori (che vedremo in seguito) su una generica matrice A il
costo ¢ O(n?), mentre su una matrice B del genere & di O(n?).

2.3 Metodo di Householder per A hermitiana

Definizione (matrice di Householder). Si dice matrice di Householder una ma-

trice H della forma H = I — cww™, con w € C" e 0 = ﬁ Le matrici di

Householder sono sempre elementari, unitarie ed hermitiane. ’
Il metodo di Householder prevede un algoritmo iterativo come definito prima

scegliendo T}, di Householder.

Cominciamo considerando il caso di A hermitiana.

Cerchiamo una T} di Householder tale il prodotto Ty A annulli tutti gli elementi

della k—esima colonna aventi indice di riga ¢ > k+1. Descriviamo come costruire

la matrice Ty per k = 1 per spiegare grossolanamente l'idea di base per poi

esibire il generico passo iterativo k—esimo. Cominciamo con

(6| ot

A & in questa forma perché per ora la stiamo supponendo hermitiana. L’apice
(1) & utilizzato per ricordare che quel coefficiente o matrice apparteneva alla
matrice della prima iterazione. Per costruire 77 vogliamo prima trovare una
matrice P, € C(=Dx(n=1) dj Householder tale che Pia; = aie; per un qualche
aq, dove con e; intendiamo il vettore con tutti zeri tranne un uno in posizione
1.

Py deve essere della forma P = I — Byv;vf . Pongo vy = a; + sgn(agll))ﬂal llye1s
e (1 di conseguenza.

P scelta in questo modo ha la proprieta che ci interessa, e svolgendo il prodotto
otteniamo «a; = —sgn(aéll))Halﬂz.

13



Scegliamo allora T} come

che osserviamo essere sempre di Householder, con T" = I — f3; (%) (0]vfh).

Svolgendo ora il prodotto A; = T7 A Tfl otteniamo

(1) H
a11 0‘(1) 0
2 H
a1 | Gy as

Ay =T AT =
0 as B(z)

Che ¢ esattamente nella forma che volevamo per concludere il primo passo ite-
rativo. Vediamo ora il generico passo k-esimo. Partiamo da una matrice Ay
della seguente forma:

Ck by 0
A= [ [T of
0 Qg B(k)

dove C} € una matrice tridiagonale di taglia £k — 1 e by ha le prime k — 2
componenti nulle (ovvero ha al pitt 'ultima componente non nulla).
Come prima, scegliamo Py tale che Pyar = are € Cr—k ¢ scegliamo T}, come

Ik | O

Ty = =5 P,

Come prima, svolgendo il prodotto Ay 1 = T AT, L otterremo

Cy br 0
Apgr = T AT = b a,(clz) agel!

0 ager, | P,BP P!

che ¢ nelle ipotesi di partenza del passo iterativo successivo.

14



2.4 Analisi dei costi

Osserviamo che, volendo svolgere questo algoritmo, non e strettamente neces-
sario calcolare P e il prodotto Ty AT} 1 purché si disponga di un metodo per
ottenere oy, e B+ (poiché questi e Ay bastano per ricostruire Ag41).

Per quanto riguarda «y, abbiamo visto che vale oy, = —sgn(a,&?Lk)HakHQ.
Per B**1  invece, dobbiamo trovare un modo di calcolarla senza passare per
Py.
Cominciamo scrivendo la relazione B*+1) = PkB(k)Pfl, e poiché Py & hermi-
tiana unitaria, vale P, = P, ", quindi B*+D = P.BW P,
Sviluppiamo:
B+ —pB® P =
= (I = Bropvi ) BO(I — Bropoll) =
= (B(k) — 5kkafB(k))(I — 5}50]&)5) =
=B® — 3, BByl — Brooif B® + g2, (v B® ol =
=B® — B BWupll — Bvgofl B + Bro (v B BW o v =
=B® — 3, BByl — Browif B® + 8 (v B B® vy Yool =
= B(k) — BkB(k)’Uk’UISI — ﬁkkafB(k)'F

1 1
+ §5k(vfﬂk3(k)vk)vk”£{ + §5k(“1?5k3(k)vk)vkvf =
1
:B(k) — (ﬂkB(k)Uk — iﬂk(vgﬂkB(k)vk)vk)v,ff

1
— v (B B — §ﬂk(vfﬁk3(k)vk)vf)

Definendo ora r, = B B® vy e o = 1 — %(ﬂk(rka)vk) possiamo esprimere
B*+D come

BU:+Y — pB®M B = B®) — pp0fl — ol = BR) — 0l — (ppof)H

Quindi per conoscere B**1Y mi basta in realtd conoscere B*) e cpkv,f. Per
poterli calcolare, dobbiamo prima conoscere 7.

Per calcolare By, servono (n — k)? operazioni (tra le quali contiamo solo
le moltiplicazioni, e tralasciamo le altre operazioni meno costose), e anche per
calcolare pxvil servono (n — k)? operazioni.

Quindi per passare da A* a Ay, (noti B®), vy e 1) sono necessarie 2(n — k)
operazioni. Poiché per ’algoritmo A ~» B devo compiere il passo iterativo n —2
volte, il costo totale dell’algoritmo & di 22;12 2(n — k) ~ 2n® operazioni.

2

15



2.5 Metodo di Householder per A generica

1l caso di A generica ¢ analogo al caso di A hermitiana, ma poiché (analizzando
ad esempio il passo k = 1) A ¢ della forma

[a | af

Ale:

con @il potenzialmente diverso da af’ (in quanto A non hermitiana), non ho
garanzie di riuscire ad annullare sia a; che @i quando vado a moltiplicare per
Ty eIy ! Invece di ottenere una matrice B tridiagonale, sara possibile ottenere
una matrice B in forma di Hessenberg superiore. Lo svolgimento del passo
k-esimo, fatta eccezione per la forma finale della matrice, ¢ identico al passo
k-esimo nel caso di A hermitiana.

2.6 Analisi dei costi

Come prima, per ridurre il costo dell’algoritmo al minimo, basta trovare un
modo furbo per calcolare Ay senza passare per il prodotto tra matrici. Posso
passare da Ay a Apyi come prima semplicemente conoscendo «y, B+ ¢
questa volta anche @i’ Py, Ponendo 7 come prima e s, = Brvf! B®) otteniamo

B*+D — pB® p = B® — poll 4 By (sHup)vpoll — vpol!

Per passare al passo successivo devo qundi calcolare 7y, sg, rkvf, s,’jvk e all Py,
per un totale di 6(n — k)2 operazioni ad ogni passo iterativo.

R —2 -
Il costo totale & quindi di Y _,_; 6(n — k)? ~ 2n3 operazioni.
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3 29/09/2020

3.1 Calcolare gli autovalori di matrici tridiagonali

Abbiamo visto che partendo da una matrice A hermitiana & possibile arrivare
facilmente, attraverso similitudine, ad una matrice B tridiagonale. Poiché la
similitudine preserva la proprieta di essere hermitiana, la matrice B sara di
questa forma:

aq 5_2
p_|P
Bn
ﬁn Qp
con o; € R e B; € C. Chiamiamo ora B, = B e B; il minore di testa di B di

taglia i X i. Sfrutteremo ora questa scomposizione di B per cercare di calcolarne
gli autovalori.

Osservazione. Se anche uno solo dei g; fosse uguale a 0, avremmo che la
matrice B sarebbe riducibile e quindi il problema di determinare i suoi autovalori
potrebbe essere semplificato al problema di determinare gli autovalori di due
sottomatrici piu piccole. Volendo analizzare il ”caso base”, supponiamo che
tutti i §; siano non nulli.

Sia p;(A) = det(B; — AI) il polinomio caratteristico di B;. Trovare gli auto-
valori di B equivale a trovare gli zeri di p,()\), e per farlo possiamo utilizzare
metodi come il metodo di Newton. Vediamo ora come poter calcolare in modo
efficiente p,, () e pl, ().

Cominciamo esprimendo una relazione tra p;(\) e p,(A). Vediamo in parti-
colare il caso n = 3, che come conto € uguale al caso n generico ma € un po’ pitt
semplice di notazione. Sia

a; B2 0
Bs= |82 a2 B3
0 fps a3
Allora
(1 =) B2 0
P3 ()\) = det(B3 — )\I) = det BQ (042 — /\) 63 =
0 B3 (az —A)

= (a3 — \) det ((O‘lﬁ_ A) (afi )\)) — Bydet <(041ﬂ; A) //?3) -
= (a3 — A)det(By — M) — B383(a; — \) =

= (g — A)det(By — M) —|B3)* det(B; — \) =

= (as = Np2(N) = B3 11 (V)

d
d
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Lo stesso identico conto (ovvero sviluppando con Laplace sull’ultima riga) pud
essere fatto per qualsiasi n generico e in realta anche per qualsiasi polinomio p;.
Otteniamo quindi la seguente relazione di ricorrenza:

* po(A) =1
e pi(A)=a3— A

o pi(\) = (@ — Npic1(N) —|Bil° pia(N)

Osservazione. Sicuramente vale che «;, | ,Bi|2 € R. Inoltre, sappiamo che B; ha
solo autovalori reali (in quanto hermitiana). Ha senso quindi limitarci a cercare
autovalori tra A € R. In quanto polinomio a coefficienti reali calcolato in un
valore reale, vale anche che p;(A) € R. Ci tornera utile poi.

Conoscendo a;, Bi, A, pi—1(A) e pi—2(A) il costo per calcolare p;(A) & di 5 opera-
zioni (o 7 nel caso in cui 3; non sia reale, e che quindi |5i|2
moltiplicazione).

Poiché per calcolare p,(\) devo calcolare tutti i polinomi precedenti, il costo
per calcolare p,(A) conoscendo solo la matrice B e A ¢ ~5n (o Tn se i B; non

sono reali). Possiamo dire che calcolare € p,(A) € un O(n).

non sia una singola

Calcoliamo ora p/, (). Sfruttando la relazione di ricorrenza trovata prima,
deriviamo tutto rispetto a A per trovare una relazione tra le derivate. Otteniamo:

* pp(A) =0
o Pi(A) =1
o pi(A) = (@ = Mpi_ (V) = pict(A) =1l pi_y(N)

Possiamo supporre di conoscere gia (c; — A), |3:> e pi(A) perché in una imple-
mentazione del metodo basterebbe salvarsi i valori utilizzati per calcolare p, ().
Per calcolare p;()) servono quindi 4 operazioni, e poiché per calcolare p/, (\) devo
calcolare tutti i polinomi precedenti, il costo totale & di ~4n = O(n) operazioni.

In conclusione, per calcolare p?gig il costo & di ~(7+ 4)n+1 = O(n)

n

3

operazioni.

3.2 Intervalli di autovalori di matrici tridiagonali

Abbiamo visto che calcolare 5 ,”8; per poter utilizzare uno dei metodi che cono-

sciamo per approssimare gli zeri di p,(A) & un O(n). Cerchiamo ora di deter-
minare in che intervalli si trovano gli autovalori di B,, per sapere, approssima-
tivamente, da dove partire nell’utilizzare uno dei metodi noti. Per semplicita ci
ristringeremo al caso B,, € R"*".

Per fare cio, esprimiamo una relazione tra gli autovalori di B,, e B,,_1 che
tornera utile. Cominciamo con un’osservazione.
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Osservazione. B, e B, _1 non possono avere autovalori in comune.

Dimostrazione. Sia £ un autovalore di B,. Vale quindi che p,(¢) = 0. Sup-
poniamo per assurdo che valga anche p,_1(§) = 0, ovvero che £ sia anche un
autovalore di B,,_1. Allora, per come ¢ definita la relazione di ricorrenza, do-
vrebbe valere anche p,_2(&) = 0.

Poiché p,—1(§) = pn—2(§) = 0, sempre per la relazione di ricorrenza dovrebbe
valere p,_3(&) = 0.

Iterando, si ottiene che tutti i polinomi si annullano in . Vale pero che
po(§) =1 +# 0, e abbiamo un assurdo. O

Raffiniamo la relazione tra gli autovalori di B,, e quelli di B,_;. Poiché
B, € R"*" B, ¢ di questa forma:
a; B 0

2 Q9 . B, 1 ()
B,—|" - n N I

0
P BT B,

Anche B,,_; e simmetrica, quindi per teorema spettrale reale & ortogonalmente
diagonalizzabile. Sia @),,—; una matrice ortogonale tale che:

anl = C2271anlc2nfl

con D,,_; diagonale. Definiamo ora () come

che & comunque ortogonale. Chiamiamo F;, = QBHQT e sviluppiamo il prodot-
to.

F,=0B,0" =
_ Qn-1Bn-1Q%_, Qn-1v | _
vTQT_, | an /
0
o B R BT N
wt o Jon) B,
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Nota. F), ha il minore di testa di taglia (n — 1) x (n — 1) diagonale, e non ci
sono restrizioni sulle entrate rimanenti. Una matrice di questa forma si chiama
matrice a freccia.

Poiché F,, ¢ stata ottenuta per similitudine, det(F,, — A\I) = det(B,, — AI) =
Pn(A).
Enunciamo ora un teorema che ci servira per continuare ’analisi degli autovalori
di B,.

Proposizione 3.1 (Complemento di Schur). Sia M una matrice a blocchi della

forma
A B
w=(& 5)

con A e D quadrate, A non singolare. Allora, ponendo T := D — CA~'B wvale

la scomposizione
M— 1 0\ /A 0\ /I A'B
—\cat 1)J\o r)\o I

e I' é detto complemento di Schur di A nella matrice M. In particolare vale
det(M) = det(A) det(I") = det(A) det(D — CA™'B)

Dimostrazione. La dimostrazione consiste semplicemente nello svolgere la mol-
tiplicazione. Per il determinante, il risultato deriva da Binet O

Consideriamo ora la matrice F,, — AI, ovvero

F o\ = Dn—l — A w _
wT | (o — )\)/
A=
= w =
I CHE
w | (o — )\)/
. En,1 w
\ wT | (o — )\)/

Dove )\gn_l), ce )\gln:ll) sono gli autovalori di By,_;.
Poiché sappiamo che B,, e B,,_1 non hanno autovalori in comune, ha senso

restringere la ricerca ai A tali che per ogni i, \ # )\1(-"_1).
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In queste ipotesi, F,,_1 € sempre invertibile e siamo quindi sempre nelle ipotesi
per poter applicare il complemento di Schur. Possiamo allora dire che

pn(N) = det(F, — \I) =

=det(E,_1)det((a, — \) —w? B w) =
n—1 (1) n—1 w?

— [ TTAS =) {fan =2 = >
H J )\(” 1) —\

j=1 i=1

Sia ora £ un autovalore di B,,, ovvero tale che p,(£) = 0. Poiché sappiamo che

n—1)

necessariamente deve valere & # )\5 per ogni j, allora

n—1 n—1 2

p© = [T =0 | [(an—6 =Y —— | =0
j=1 i=1 )‘i —§
#0 '
Deve quindi valere
n—1 U}2
0= (ap —¢&) — ——— =
(o — ) ; o 9

Quindi gli zeri di p,, () coincidono con gli zeri di g(X), con X # )\Enfl). Studiamo
quindi g(§). Derivando si ossserva che

n—1 2
/ _ w; (n—1)
g = Hzix"—”_m <0 VA#A

=1 ( i )

quindi g(A) & sempre decrescente. Inoltre, per A = )\En_l), g(A\) ha degli asintoti
verticali. Possiamo quindi stimare il grafico di g(\) nel seguente modo:

g(n)

A~ At

1
|
1
1
I
|
1
|
1
1
I
|
1
|
1
Py
|
|
1
|
1
1
I
|
1
|
1
1
I
|
1

" S

I |
I I
I |
I |
I |
I |
I |
I I
I |
I |
I |
I |
I |
I I
I |
Py &
I ]
I |
I |
I I
I |
I |
I |
I |
I |
I I
I |
I |
I |
I |
I |

e S
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Quindi gli zeri di g(\) (ovvero gli zeri di p,(\)) sono ”interlacciati” dagli zeri
di pp—1(A). Possiamo esprimere questa proprietd con la seguente catena di
disuguaglianze

A AT A ATD A A 3
dove con )\Yl), ceey )\Sln) intendiamo gli zeri di p,(\), ovvero gli autovalori di B,.

Osserviamo che dalla dimostrazione appena fatta segue anche che tutti gli zeri
di p,(A) hanno molteplicita 1, fatto che utilizzeremo fra non molto.
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4 30/09/2020

4.1 Quantificare gli zeri di p,()) in [a,b)

Mostreremo ora un risultato che permettera di quantificare gli zeri di p, ()
(definito come nella lezione precedente) in un generico intervallo [a, b).

Definizione (successione di Sturm). Una successione di Sturm & una succes-
sione di polinomi po(A), ..., pm(N) tali che

1. po(A) ha segno costante,
2. pi()\) =0= pi_l(/\)pi_;,_l (/\) <0
3. pn(A) =0=p,,(A)pn—1(X) <0

Teorema 4.1. La successione dei polinomi {p;(A\)}, definita come nella le-
zione precedente & una successione di Sturm.

Dimostrazione.
1. Poiché pg(A\) = 1 & costante, a maggior ragione il segno di pg(A) & costante.

2. Sia A tale che p;(\) = 0. Per la relazione di ricorrenza so che

Pis1(N) = (i1 — Npi(N) =B  pici (V)

Considero quindi il prodotto p;—1(A)pi+1(A) e sostituisco

Pi—1(A)piv1(A) = pic1 (M) [(@ip1 — A)M—Wiﬂﬁpiq()\)} =
=)

= —pic1N)|Bis1)* pici (V) =
= —(|Bi+1| Pi—1(N))?

e poiché per quanto visto in precedenza sappiamo che, nel caso a cui ci
siamo ristretti, p;(A) € R per ogni ¢ e per ogni A tra quelli considerati, il
prodotto che abbiamo sviluppato & uguale all’opposto di un quadrato di un
numero reale, ed & quindi sempre negativo (non puo valere uguale a zero
perché altrimenti vorrebbe dire o che ;17 = 0, ma li avevamo supposti
tutti diversi da zero per irriducibilita, o p;—1(A) = 0, ma p;_; non puo
avere radici in comune con p;). Quindi p;(A) = 0= p;—1(N)piy1(A) <O0.

3. Sviluppando la relazione di ricorrenza si ottiene che il termine di grado
massimo di p;(A) ha sempre coefficiente (—1)%. In particolare, per ogni
i=1,...,n, vale

lim p;(A\) =400
A——00
In particolare & vero per i = n e i = n — 1. Sapendo inoltre che gli zeri di
Prn(A) e di pp—1(A) si interlacciano, possiamo stimare il grafico di p, () e

Prn—1(A) nel seguente modo:
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PA) Pr1®)

Osserviamo innanzitutto che, dato A tale che p,(A\) = 0, sia p),(\) sia
Pr—1(A) sono diversi da zero. Il primo perché, per quanto mostrato, p, ()
non ha radici multiple. Il secondo perché p, e p,_1 non hanno radici in
comune.

Si dimostra facilmente, e si vede ancora piu facilmente graficamente che,
dato A tale che p,(A\) =0, se p,(A) > 0 allora p,,_1(\) < 0, e viceversa se
pl,(A) < 0 allora p,—1(A) > 0. In generale hanno segno discorde, quindi
vale che: p,(A) = 0= p, (A)pn—1(A) <0

O

Questa dimostrazione segue da fatti che avevamo dimostrato per il caso par-
ticolare B,, € R™*™ ma tutto cio vale anche per B, € C™"*".

Fissiamo ora un A* e consideriamo la successione po(A*),...,pn(A*). A
questa successione associamo una successione di segni, definita nel seguente
modo:

e se p;(A*) # 0, l'i-esimo termine della successione dei segni ¢ uguale al
segno di p; (\¥).

e se p;(A*) = 0, 'i-esimo termine della successione dei segni ¢ uguale all’(i —
1)-esimo termine della successione dei segni.

(Osserviamo che questa definizione & ben posta poiché il primo termine della
successione dei segni ¢ ben definito ed ¢ uguale a +, in quanto po(\*) = 1).
Dato un A*, definiamo w(A*) come il numero di cambi di segni nella successione
appena definita.

Teorema 4.2. Se {p;(N\)}_, é una successione di Sturm, il numero w(b) —w(a)
¢ uguale al numero di zeri di p,(\) nell’intervallo [a,b)

Dimostrazione. Facciamo variare A con continuita tra a e b. Sicuramente il
numero di cambi di segni non puo cambiare a meno che A non sia una radice di
uno dei p;(A). Infatti, se tuttii p;(A\) sono diversi da zero, allora per permanenza
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del segno esiste tutto un intorno di A in cui tutti i polinomi mantengono lo stesso
segno, quindi A non poteva essere un punto in cui cambiava il numero di cambi
di segno.

Sia allora A* tale che 3i tale che p;(A*) = 0. Consideriamo i due casi:

e se i # n, allora per proprieta 2 delle successioni di Sturm vale che
pi—1(A")pi+1 (A7) <0

Per permanenza del segno esiste un intervallo I = [A* — h, \* + h] tale che
per ogni A € I vale p;—1(AN)p;+1(A) < 0. Allora in tutto questo intervallo,
p;(A) deve avere segno concorde con uno dei due tra p;—1(A) e piy1(A),
e discorde con l'altro. Quindi in generale su tutto l'intervallo I, nella
sottosuccessione p;—1(\), p;(N), pit1(A) ¢’€ sempre esattamente un cambio
di segno, quindi non cambia il numero di cambi di segno. Allora Il numero
di cambi di segno nella successione globale non cambia.

e se i = n, allora per proprieta 3 delle successioni di Sturm vale che
Pr(A)pa-1(A7) <0

Per permanenza del segno e per proprieta della derivata, esiste h sufficien-
temente piccolo tale che valgano:

1. pn—1(A) ha segno discorde da p/, () in [A* — h, A*)
2. pn—1(N) ha segno costante in [A* — h, \* + h].

3. pn(A) ha segno discorde da p},(A) in [A\* — h, A*)
4. p,(X) ha segno concorde con pl,(A) in (A*, \* + h]

Da questi quattro fatti si ricava che in [A\* — h, A*) p,(A) e pp,—1(A) hanno
segno concorde, mentre in (A*, A* + h] hanno segno discorde. Quindi vuol
dire che in A* il valore w(A\*) ”incrementa” di 1 (o piu precisamente, A* &
un punto di discontinuita a salto per w(\) e la lunghezza del salto & +1).

Riassumendo, facendo variare A con continuita tra a e b, il valore w(\) non
cambia per A tale che p,(\) # 0 e aumenta di uno ogni volta che p,(\) = 0.
Allora w(b) — w(a) & uguale al numero di zeri di p,(A) in [a, d). O

(I1 motivo per cui lintervallo considerato & [a,b) invece di [a,b] & che se b
fosse uno zero di p, (), comunque il valore di w(\) non incrementerebbe poiché
il segno associato a p,(b) = 0 sarebbe il segno di p,—_1(b), che non va quindi
ad incrementare di 1 il numero di cambi di segni, cosa che invece accade negli
intorni destri di b).
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5 02/10/2020

Abbiamo visto nelle lezioni precedenti come calcolare autovalori di una matrice
hermitiana trasformandola in una matrice B tridiagonale. Nel caso pero in cui
la matrice di partenza non sia hermitiana non disponiamo di un algoritmo per
trasformarla in una matrice tridiagonale, e possiamo solo ridurla in forma di
Hessenber superiore. Vediamo quindi ora un metodo efficiente per calcolare
p(A) e p'(A) di una generica matrice A in forma di Hessenberg superiore.

5.1 Metodo di Heyman

Sia A € C™*" in forma di Hessenberg superiore. Supponiamo anche che sia
irriducibile (ovvero che tutti gli a;+1,; siano diversi da zero), poiché se non lo
fosse potremmo ridurla e ricondurci a due sottoproblemi piti semplici.

Il Metodo di Heyman comincia fissando \ e cercando dei valori x = (21, ...,2,_1,1)T
e 7 (tutti in funzione di A) tali che valga:

(aLl - )\) NN e a1,n 1 ~
- : . 0
(A= X))z := 42,1 ' - S
S : Tn1 :
An n—1 (an,n - )\) 1 0

Partendo da questo sistema, poiché tutti gli a;11,; sono diversi da zero possiamo
applicare una sostituzione all’indietro dall’ultima alla seconda riga per trovare
i valori di x1,...,2,_1, € una volta trovati questi possiamo utilizzare la prima
riga per imporre il valore di ~. Il costo computazionale per trovare tutti gli z;
e edi On?).

Utilizziamo ora queste soluzioni per calcolare p(A) e p'(A).

Possiamo supporre p(\) = det(A — AI) # 0 poiché se lo fosse disporremmo gia
di un autovalore e non ci sarebbe bisogno di utilizzare il metodo.

Poiché det(A — AI) # 0 possiamo utilizzare il metodo di Cramer sul sistema
appena costruito. In particolare, utilizzandolo per calcolare il valore di z,,
otteniamo

((1171 — )\) . a1,n—1 Yy
det a1 . 0
(anfl,nfl - )\)
Qp,n—1 0
Tp =
det(A — \)

Sviluppando il primo determinante (ad sull’ultima colonna con Laplace, an-
dando ad ottenere una matrice triangolare il cui determinante & prodotto degli
elementi sulla diagonale) otteniamo

1. = (*1)n+1’Y a21...0npn-1
" det(A — )
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Poiché pero sappiamo che x, := 1, deve valere che
p(\) =det(A— ) = (—1)"yaz;...ann 1

quindi per calcolare p(\) basta calcolare v (che richiede O(n?)) e fare n molti-
plicazioni, quindi in totale sempre O(n?). Ricordiamo che 7 & in realtd (), un
valore in funzione di .

Per quanto riguarda p’()), sappiamo per 1’equazione appena ottenuta che

p,(>\) = (71)n+17/()\)a271 s Opn—1

Dobbiamo quindi trovare un modo per calcolare 7'(A) =: +'. Torniamo al

sistema iniziale, esplicitando le dipendenze da A\, e deriviamo rispetto a A
(mettendoci in ipotesi di regolarita):

(A= AD)z(A) =v(Nex
—z(A) + (A= A2’ (A\) =9 (Nex
(A~ A (3) =+ (Ner +2(3)
37:1 v+
A-xn| ;|-
Ty_q Ln—1
0 1

In modo analogo a quanto fatto con il primo sistema, & possibile utilizzare la
sostituzione all’indietro per trovare tutti gli «} e soprattutto 4" in O(n?). Quindi,
tanto quanto per p(\), & possibile calcolare p’()\) in O(n?) e, noti entrambi,
e possibile ottenere approssimazioni degli autovalori tramite metodi come il
metodo di Newton.

5.2 Metodo Divide et Impera

Questo metodo, introdotto da J. M. M. Cuppen nel 1981, fornisce un metodo
ricorsivo, basato sul divide et impera, per calcolare autovalori e autovettori di
una qualsiasi matrice tridiagonale simmetrica.

Sia T" una matrice tridiagonale simmetrica, e siano a;, b; i coefficienti:

aq bl

by as
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La parte ”divide” del ”divide et impera” comincia scomponendo T nel seguente
modo

ay b1
bl a9
bmfl
bmf 1 (€27 bm
T = =
bm Qm 1 bm+1
bm+1 am+2
. bn— 1
bn—1 Gnp
aq bl
b1 ag
bmfl
_ bm7 1 a/m bm —
bm am+1 bm+1
bm+1 Am+2
. bnf 1
bnfl Gnp
T 0 0
b
0 Ty 0
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e sottraendo e sommando b,, a T in posizione (m,m) e (m—1,m—1) otteniamo
la scomposizione

T 0
_ by | b _
r= T o b | T
0 TS
0
T 0 ) 0
- T by 1 (0...0110...0) =
0 TS ) 0
0

(T 0 T

: ( 0 T2> + b, vv

dove v 1= e, + emt1

Ty e Ty sono simmetriche quindi ortogonalmente diagonalizzabili. Supponiamo,

per ricorrenza, di conoscere le matrici ortogonali (01, ()2 e le matrici diagonali
A1, As tali che

o T\ = Q1 MQT
o Th = Q2A2Q7

Per ragionamenti gia fatti in precedenza, A; ha sulla diagonale gli autovalori
di T; e Q; ha per colonne autovettori di T; (conoscere queste matrici € quindi
equivalente a conoscere autovalori e autovettori di T;, che € quello che andremo
a fare adesso per T).

Prendendo u il vettore tale che

o= (% 5)

possiamo riscrivere la scomposizione di T' come

T=: (Tl T2> + b =
_ (@ Ay r| (@ _.
= < Q2> ( A2> + b uu ] < L Q2T> =:

_. (Ql Qz) D + by (Q{ Q2T>
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con D := ( ! A ) Osserviamo che poiché ¢ stata ottenuta per similitudine,
2

gli autovalori di D + bmuuT(EI) sono gli stessi di T'. Calcoliamo ora il polinomio
caratteristico di D + buu’.

Poiché D + b,,uu” dista da D di una correzione di rango 1, & ragionevole sup-
porre che gli autovalori siano diversi, e quindi & possibile restringere la ricerca
ai A tali che det(D — AI) # 0, cioe che D — AI sia invertibile (quindi detti d; gli

elementi sulla diagonale di D, stiamo considerando \ # d;).
p(\) = det(D + bpuu® — \I) =

= det(D — A + buu’) =

= det((D — AXI)(I + by (D — M) tuu®)) =
(D — XI) det(I + by, (D — AI) " tuu™)
Per le assunzioni appena fatte, p(\) si annulla se e solo se det(! + b, (D —
M)~ tuuT) si annulla, quindi il problema equivale a cercare gli autovalori di
I+b,(D— M)t
Ponendo w := b,,(D — AI)~'u ci accorgiamo che I + b,,(D — \)~!
I+wuT, ovvero la matrice che stiamo considerando ¢ uguale all’identita pitt una
correzione di rango 1. In questo caso si puo dimostrare(ED che il determinante
di tale matrice e:

det(I +wu”) =1+u"w

Segue allora che
det(I 4 by, (D — X)) ruu”) = det(I + wul) =
=1+4+vTw=
=1+ bpu’ (D - )" tu

s
= f()

che € ben definito ricordandoci che A # d;.
Per quanto visto, vale p(A\) =0 <= f(\) = 0. Studiamo quindi f(X).

Derivando otteniamo . ,
! )\ — bm ui
)= b2 Gy

Quindi il segno di f/(\) dipende esclusivamente da b,,. Consideriamo il caso
b > 0 (il caso by, < 0 ¢ del tutto analogo).

2
Uz

Poiché b,, > 0, f(\) & sempre crescente. Inoltre, sappiamo che in tutti i d;

2A: b uuuuuul?

3La dimostrazione non & stata fatta in classe. Per completezza, comunque, la riporto come
appendice in fondo
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ha asintoti verticali e che limy_,100f(A) = 1. Allora possiamo approssimare il
grafico di f(A) nel seguente modo (supponendo senza perdita di generalita che
dy < - < dy):

g(A)

I

|

I

|

I

I

I

:

|

1 1
_______ — —
dz / H
t

|

I

I

I

I

I

|

I

|

- e = ] e ——— -

iy g N
Uy g N

Quindi gli autovalori di T7 e Ty ”separano” gli autovalori di 7T'.

Per calcolare approssimazioni degli autovalori di T' possiamo quindi limitarci a
calcolare f(A) e f/(A).

Il numero di operazioni da dover svolgere per calcolare f(\) & 3n[operazioni per
il singolo addendo]+(n — 1)[somme della sommatoria]+1 + 1 = 4n — 1 = O(n).
Allo stesso modo anche per f/(A\) & O(n). Quindi il costo computazionale per
trovare tutti gli autovalori & O(n?) (poiché sono n autovalori).

Per concludere rimane da calcolare gli autovettori di 7. Consideriamo la se-
guente proposizione:

Proposizione 5.1. Se a ¢ autovalore di D + by,uu®, allora (D — al)™u ¢ un
autovettore di D + buuT relativo all’autovalore c.

Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare che vale (D + bjuu’)(D — ol) ™ tu =
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a(D — aI)~tu. Consideriamo allora (D + by,uu®)(D — al)~'u e sviluppiamo

(D 4+ bpuu)(D — aI) ru = (D — ol + al + bypuu’ ) (D —ol) 'u =
= (D —al) +al + bpuu’)(D —aol) lu =

D —al) 'u+ bpuu” (D — al)™!
D —al) 'u+ bpu(u” (D —al)tu) =
D —ol) 'u+ ufbpu’ (D — o) 1u] =
D —al)” 1u+u[l(;w)l—1] =

=0
=utaD—-al)u—u=
=a(D—-al) tu

=u+«
=u+tu«

=Uu-+«

—~ A~~~

=u+«

dove f(a) = 0 perché avevamo dimostrato che gli autovalori di D + by, uu”

coincidono con gli zeri di f. O

Allora per trovare gli autovettori di D + b, uu’ basta calcolare (D —al)~!
e poiché D — al & diagonale, il costo computazionale & di O(n) per autovettore.
In totale, il costo computazionale & di O(n?) per tutti gli autovettori.
Una volta trovati gli autovettori di D + b, uu”, per trovare gli autovettori di

T basta moltiplicarli per la matrice (Ql 0 ) Detta quindi @’ la matrice di
2

autovettori di D + b,uu’, il conto da svolgere & (Ql 0 ) Q'. In generale il
2

prodotto tra matrici richiede O(n?), ma possiamo sfruttare una caratteristica
di Q' per diminuire il costo computazionale.

Definizione (Matrici Cauchy-like). Una matrice C' dove tutti gli elementi sono
della forma c; ; = % si chiama matrice Cauchy-like.
1 Jg

Q' ¢ una matrice Cauchy-like. Infatti, la generica colonna di @’ ¢ della forma

U1
dlfa

(D —al)tu=
Up

dn—a

Esistono algoritmi per il prodotto tra una matrice Cauchy-like e una generi-
ca matrice il cui costo computazionale ¢ O(n?log(n)), quindi nel nostro caso
possiamo ridurre molto il costo computazionale (invece di avere O(n?)).
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6 07/10/2020
6.1 Metodo fattorizzazione QR

E’ possibile sfruttare la fattorizzazione QR di una matrice per calcolarne auto-
valori e autovettori.

Prima di cominciare con il metodo QR ricordiamo che data una generica ma-
trice A la fattorizzazione QR esiste sempre, ma non ¢ unica (a differenza, per
esempio, della fattorizzazione LU che non esiste sempre ma se esiste ¢ unica).

Definizione. Una matrice diagonale S con

61
S =
On,

con |6;| = 1 per ogni 7 si dice matrice di fase.
Come detto poco fa, la fattorizzazione QR non ¢ unica. Infatti, sia A = QR
e S ¢ una matrice di fase. Vale
A=QSS"R
gl
Q' R/
e A = Q'R ¢ ancora una valida fattorizzazione QR di A. Se A ¢ invertibile,
pero, si puo dimostrare che la fattorizzazione QR € unica a meno di matrice di
fase.
Dette infatti A = QR = Q'R’, poiché A ¢ invertibile esistono le inverse di
Q,R,Q e R e in particolare da QR = Q'R’ si ricava Q""Q = R'R~'. Allora
R'R~! & una matrice triangolare superiore unitaria, ed ¢ facile verificare che le
matrici triangolari unitarie sono diagonali, e quindi di fase.

Il metodo si basa sull’iterazione di uno stesso passaggio, partendo da una
matrice A e producendo matrici Ay cosi definite

A=A
{Ak+1 = RrQir con A, = QiR una fattorizzazione QR di A

Osservazione. Tutte le matrici 4;, A; sono simili.

Per dimostrarlo basta in realta dimostrare che per ogni k, Ay e Agy1 sono
simili. Infatti vale

Ap1 = RpQp =
= (QF Q) RiQr =
= Qf (QrRr)Qk =
= Qi ArQy
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Osservazione. Poiché stiamo lavorando con trasformazioni di tipo unitario,
per quanto visto alle prime lezioni il problema ¢ ben condizionato.

Mostreremo che, sotto opportune ipotesi, la successione delle matrici Ay
converge ad una matrice triangolare. Poiché le Ay sono tutte simili, hanno in
particolare gli stessi autovalori di A, ma nel caso di una matrice triangolare essi
sono molto piu facili da calcolare.

6.2 Convergenza del metodo QR

Teorema 6.1. Sia A € C"*"™ wuna matrice complessa i cui autovalori hanno
tutti moduli distiniti, con
[A1] > ... JAn| >0

Sia X la matrice tale che A = XDX ™1 con D diagonale (A ¢ diagonalizzabile
perché ha n autovalori distinti) e supponiamo che X 1 ammetta fattorizzazione
X = LU di tipo LU.

Allora esiste una successione di matrici {Sk tren tale che valgano

lim SPR.S, 1= lim SE A8y 1=T
i S B = S ASi

lim SfﬁleSk =1

k——+oo
con T una matrice triangolare superiore.
Osservazione. Se A ¢ hermitiana, anche T sara hermitiana e quindi diagonale.

Osservazione. Questo teorema ¢ enunciato in forma piu debole (cioe con ipo-
tesi piu forti) per semplificare la dimostrazione, che comunque non risulta corta.
Lo stesso risultato si puo ottenere con ipotesi pit deboli.

Dimostrazione. Definiamo le matrici Hy := Q1Q2...Qr € Uy := Ry ... RoR;.
Osserviamo che poiché il prodotto di unitarie ¢ unitario e il prodotto di trian-
golari superiori e tirangolare superiore, Hy e Uy sono rispettivamente unitaria
e triangolare superiore.

Cominciamo mostrando che vale A¥ = HpUj (non si confonda A* con Ay.
Stiamo parlando del prodotto di A con se stessa k volte). Dimostriamolo per
induzione

e k=1. Allora Al =A= A1 = QlRl = H1U1

e Supponiamo che la tesi sia vera per k, dimostriamo che vale per k + 1.
Osserviamo che poiché vale Ay = Qi Ry e A1 = RipQ, moltiplicando la
seconda equazione a sinistra per Q; otteniamo

QrAi+1 = Qu(RrQr) = (QrRi)Qr = ArQp
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In particolare vale

HiyAppr =Q1 ... QrApy =
=Q1...Qr14rQr =
=Q1... Qr2Ar1Qr—1Q =

= AQ ... 0 =

= AH,

Consideriamo ora il prodotto Hy iUy e mostriamo che vale A¥! =
Hy 41Ukt

Hi1Uk1 = Q1. QkQr+1 R 1 Ry ... Ry =
=Q1...QrAp1Ry.. . Ry =
= HpAp Uy =
= AH, U, =
= AAF =
_ gkt

Per ipotesi sappiamo che A = XDX ! con X! = LU. Con un semplice
conto si verifica che A¥ = XD*¥X 1 e sostituendo a X ! la sua fattorizzazione
otteniamo A* = X D*LU. Inserendo tra L e U la matrice identita I = D~*D*
otteniamo

Ak = X(D*LD™*)DFU

dove la matrice D*LD~* & triangolare superiore della seguente forma

k
Li,j (%) set> g
k —k _ ’
(DFLD*)5 =4 | i

0 set1<j

k
In particolare, poiché i > j implica |\;| < }/\j|, per k — 4oo vale (i—]) — 0.

Possiamo quindi scrivere D¥LD~% = I + E;, dove Ej, & una certa matrice tale
che limy o E, =0
Scriviamo quindi A* = X (I + Ey)D*U
Sia ora X = una fattorizzazione QR di X. Sostituiamo e otteniamo
A¥ = X(I + E,)D*U =

= QR(I + E,)D"U =

= QR(I + Ex)R"'RD*U =

= Q(I + REL,R™Y)RD*U
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Sia ora I+RE,R™! = P,T), una fattorizzazione QR di I+RE;,R~!. Sostituiamo
e otteniamo
A* = Q(I + RExR™")RD*U =
= Q(P,T)RD*U =
= (QP:)(T,RD"U)
che & un’altra valida fattorizzazione QR di A*, poiché la prima matrice & prodot-
to di unitarie e la seconda € prodotto di triangolari superiori e diagonali. Allora
per quanto visto, poiché A ¢ invertibile (che segue da [A;| > ...|A\,] > 0), la
fattorizzazione QR & unica a meno di matrice di fase, ovvero esiste una matrice
Sy tale che .
Hy = QP,SH (2)
Uy = S, Tx RD*U (3)

Otteniamo ora due risultati che ci serviranno poi.

e Possiamo scrivere Qp = (Hy_1) ' Hj. Allora per la , vale

Qr =S, P, Q¥ Q P.SH
=1
da cui si ottiene R .
Si1QkSk = P P (4)

e Possiamo scrivere Ry, = Uy (Uy_1)~!. Allora per la , vale

Ry = (SyTLRD*U)U ' D F RTIT N SH ) =
| F— |

L 1
=D

= S TxRDR'T* SH

da cui si ottiene A .
S,f’RkSk,l = TkRDR_lTkill (5)

Torniamo ora alla matrice I + RE, R~ = P,T},. Poiché sappiamo che

lim P,T) = klim I+RE,R =1
—+00

k—+o00

si puo dimostrare che allora esiste una successione di matrici di fase {Sy}
tale che
lim PySy = lim SHT, =1
k—+4o0 k— 400

4A lezione I’abbiamo dato praticamente per scontato. La dimostrazione & riportata come
appendice.
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Deﬁniamo allora Sy, := S'kgk
Per la (@) vale S, QiSx = S, P | PySk e quindi

llm Sk 1QkSk — hm Sk} IP]C 1 Pk;Sk; — I
k——+o0 k—+o00 P I
—1 —1

Per la () vale SH Ry S,—1 = SET,RDR™T, ", S_1 e quindi

lim SFR.Sk—1 = lim SPTy, RDR'T; ' Sx-1=RDR ' =T
k——+oco k—+o01 [I L 1
- —1

da cui segue

lim S ALS, 1 = 1ir+n SHQLRLSk_1 =
k—+4o00

k—4o00

= lim SFQu(SkSH)RLSL 1 =
k—+oco

= lim SFQuSkSH)RLS,_1 =
k—+o01 I 1

—1 —T

=T

che conclude la dimostrazione. O

6.3 Costo computazionale del metodo QR

Per come abbiamo definito 'algoritmo, partendo da una generica matrice A,
ad ogni passo bisogna prima compiere una fattorizzazione QR e poi svolgere il
prodotto RyQy. Il costo di ogni passo & quindi un O(n?).

Adottando pero il metodo a due fasi, ovvero portando prima A ad una forma
B piu comoda, ¢ possibile abbassare il costo dell’algoritmo.
Ad esempio, con i metodi visti nelle lezioni precedenti & possibile portare A ~~ B
in forma di Hessenberg (o addirittura tridiagonale se A & hermitiana). Il costo di
questa trasformazione ¢ O(n?), per cui a priori non sembrerebbe un grande van-
taggio. La trasformazione pero ¢ vantaggiosa, poiché essa ¢ un’operazione che
va compiuta una volta sola e non ad ogni iterazione dell’algoritmo (la cui quan-
tita dipende dalla precisione con cui vogliamo gli autovalori). La complessita di
ogni passo iterativo partendo dalla matrice B diminuisce molto. Infatti:

e Se B ¢ in forma di Hessenberg (ovvero, se A non ¢ hermitiana) il costo di
ogni iterazione ¢ di O(n?).
e Se B ¢ tridiagonale (ovvero, se A ¢ hermitiana) il costo di ogni iterazione

¢ di solo O(n).

Il problema di questo algoritmo & che se esistono autovalori di modulo molto
vicino, la convergenza puo essere molto lenta. In questo caso si possono adottare
tecniche di traslazione dello spettro (che danno all’algoritmo il nome di ” QR con
shift) che vedremo la prossima volta.
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7 09/10/2020

7.1 Condizioni di arresto per il metodo QR

Abbiamo visto che con il metodo QR & possibile ottenere una successione di
matrici {Ay} convergenti ad una matrice triangolare con le quali & possibile ap-
prossimare gli autovalori della matrice A iniziale (trasformata almeno in forma
di Hessenberg per efficienza). Dopo aver visto il metodo e il costo computazio-
nale, I'unica domanda a cui dobbiamo rispondere ¢ specificare la condizione di
arresto per questo metodo iterativo.

In generale, si fissa un € > 0 piccolo a priori, e si continua ad iterare finché
non vale che per un certo indice p con p € {1,...,n — 1} Pelemento a;’fgl’p
diventa ”sufficientemente piccolo” in modulo. Con ”sufficientemente piccolo”
intendiamo che valga la seguente relazione:

k
<¢ ( a;-‘zl,p-i-l‘)

Nonappena vale questa condizione, possiamo scomporre la matrice Ay in blocchi
nel seguente modo

(k)

(k)
p+1,p a

b,p

a +

By | Dy

A = Ey | Ck

dove By, € CP*P, ), € C(n=P)*("=P) ¢ F} & una matrice con elemento in alto a
destra pari a az(flzl,p e tutti gli altri elementi nulli.
Poiché agfng ¢ sufficientemente piccolo, Fj, ¢ sufficientemente vicina alla matrice

nulla per poter approssimare gli autovalori di A con quelli di By e Cj, e possiamo
quindi ricondurci a due problemi piu semplici.

7.2 Metodo QR con shift

Abbiamo visto che una condizione necessaria per poter utilzzare il metodo QR
¢ che gli autovalori della matrice considerata siano tali che

Al > da] >0

e in questo caso la velocita di convergenza ¢ tanto maggiore quanto minore ¢

1 Al o) . diieq 1 iché vale la relazi i

1l rapporto ™ al variare di 7 e 5. In generale, poiché vale la relazione tra gli
j

[Ail
Pea]
Come comportarsi nel caso in cui questo max sia molto vicino a 1?7 In questo
caso possiamo utilizzare strategie di traslazione dello spettro della matrice per
accelerare la velocita di convergenza. Il metodo QR passante per traslazione
dello spettro prende il nome di metodo QR con shift.

autovalori scritta sopra, la velocita di convergenza ¢ dettata da maxj<j<n

Sia 4 un valore che approssima un certo autovalore A (vedremo tra poco tecni-
che per scegliere p). Consideriamo il metodo QR applicato alla matrice A — ul,
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che generera delle certe successioni di matrici {Qx}, {Rx}. Osserviamo che le
stesse matrici {Qy}, { Rk} possono essere ottenute con la seguente relazione di
ricorrenza:

A=A

A — pl = QrRy,

Ap1 = RiQp + pd

Mostriamo, come abbiamo fatto per il metodo QR semplice, che anche le Ay
ottenute con il metodo QR con shift sono tra loro simili (e che quindi preservano
gli autovalori):

QrArt1 = Qr(RrQr + pl) =
= QrRrQr + pQr =
= (Ag — ul)Qy + pQx =
= ApQr — pQx + nQr =
= ApQy
N3
Ap1 = Q;  AxQy

Vediamo ora come scegliere u. Partendo dalla matrice A — ul, gli autovalori
che andremo ad ottenere (e che determineranno la velocita di convergenza) non
saranno pit i A; di A, ma i A\; — p.

C Cx 1 . A —
Poiché la velocita di convergenza ¢ dettata da maxj<;<n Ai—pl

Aip1—H
scegliere 1 ~ A,. Poiché pero il valore di A\, non & n0|to a plliori, dobbiamo
trovare una strategia per approssimare A, (in modo anche grossolano) per poter
poi approssimare tutti gli autovalori efficientemente con QR con shift. Un modo
per farlo & applicare il metodo QR senza shift per un numero ¢ fissato di volte,
prendere y = aqu,)n (che sarad un’approssimazione di A,) e applicare poi il metodo

QR con shift con pu.

puo convenire

7.3 Caso |\,_1| =|\,| e doppio shift implicito

Abbiamo visto come risolvere il problema di convergenza lenta nel caso valga la
relazione tra i moduli degli autovalori con massimo tra i rapporti molto vicino
ad 1. In realta ¢ possibile velocizzare la convergenza anche nel caso particolare
di [An—1] = |An]- In questo caso, si procede prendendo py diverso ad ogni
passaggio. La strategia per scegliere uy € la seguente: consideriamo la matrice
A;kjl definita come

e prendiamo puy uguale all’autovalore di Aglk_)l piu vicino a agf%.

Possiamo fare cio perché calcolare esplicitamente gli autovalori di una matrice
2 x 2 e facile, ma corriamo il rischio di introdurre nel metodo valori complessi.
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Non c’e garanzia, infatti, che gli autovalori di una matrice 2 x 2 siano in gene-
rale reali anche se stiamo lavorando con matrici reali, e andare ad introdurre
elementi complessi significa aumentare il costo computazionale (in generale le
operazioni tra complessi richiedono maggiore costo computazionale delle stesse
operazioni tra reali, banalmente perché i complessi vengono visti come coppie
di reali e quindi una stessa operazione deve essere compiuta almeno due volte).

E’ possibile evitare di passare per elementi complessi (partendo da A reale)
applicando la tecnica del doppio shift implicito, ovvero passare direttamente da
Ay a Agyo usando pp = a e pugr1 = B dove a e 8 sono i due autovalori di

AEL_)l. Cominciamo mostrando che con Ay ~» Aj 2 si ottiene una matrice senza
elementi complessi.

Consideriamo le relazioni che definiscono Ay, Agy1, Ak4o.

A — ol = QrRyg

App1 = RpQp +
Agt1 — Bl = Qr+1 R4
Apy2 = Rp12Qk+2 + 81

Osservazione. « e 3 possono essere complessi, ma in quanto radici di uno
stesso polinomio reale di grado due, sicuramente (o 4+ () e af sono reali (in
quanto coefficienti di questo polinomio)

Poniamo Z = QyQx+1 € S = Ry4+1 Ry, rispettivamente matrici unitaria e
triangolare superiore (in quanto prodotto di unitarie e prodotto di triangolari
superiori). Considero il prodotto M := ZS

Z8 = QkQr+1Rp+1 Ry =
= Qr(Agr1 — BIRy =
= Qr(RpQr + ol — BI)Ry, =
= Qr(RpQr +al — BI)Ry, =
= Qr(RrQrRyr + aRy, — fRy) =
= QrRi(QrRy +al — pI) =
= QrRi(Ax —al +al —BI) =
= QrRir(Ar — BI) =
= (Ax — al)(Ax — 8I) =
=A —(a+B)Ay +aBl =M
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Quindi se Ay, e reale, anche M & reale. Consideriamo ora il prodotto Z Ay o

ZAgy2 = QrQr+1(Rp41Qry1 + BI) =

= QrQrt+1Rr+1Qk+1 + BRLQr+1 =

= Qr(Ak+1 — BI)Qr+1 + BQEQr41 =

= QrAp+1Qk+1 =

= Qr(RrQr + o) Qpy1 =

= QrReQrQr+1 + aQrQrt1 =

= (Ax — al)QkQr+1 + aQrQr11 =

= ArQrQr+1 =

= ApZ

4

Apyo =21 4,7

Quindi poiché M & reale e ZS & una fattorizzazione QR di M, anche Z & reale,
quindi anche Agio lo &. Inoltre, per passare da Ay ad Ao basta conoscere
una fattorizzazione QR di M. Lo svantaggio & che ad ogni iterazione abbiamo

un costo di O(n3) aggiuntivo per fattorizzare M. Vediamo ora un metodo per
abbattere questo costo da O(n?®) ad O(n?).

Teorema 7.1 (del Q implicito). Sia A = QHQT = VGVT dove H e G sono
in forma di Hessenberg superiore e irriducibili, Q e V sono ortogonali. Siano

q1,---,qn le colonne di Q e vyi,...,v, le colonne di V.
Se g1 = v, allora per ogni i =2,...,n vale ¢; = tv;
Dimostrazione. Consideriamo la matrice W = VT'Q = (wy,...,w,). Poiché

q1 = v; e Q ortogonale, vale che w; = v]'q; = ¢f' ¢1 = e;. Considero il prodotto
GW , e ottengo

GW =GVTQ =
=vTAQ =
=VTQH =
=WH

e leggendo questa equazione sull’i-esima riga otteniamo

i+1

=D hjw; =
j=1
da cui segue che

i
hi1iwips = Gw; — Y hjiw;

j=1
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Per i = 1 otteniamo
ho 1wy = Gwy — hiqwn
| M— | —_

=Ge1  =hy1e;

Poiché G ¢ in forma di Hessenberg superiore, Gw; ha al piu le prime due entrate
non nulle e le restanti nulle. Allora, anche hg 1ws (e quindi we) ha al pit le prime
due entrate non nulle e le restanti nulle.

Per induzione su 4 (il passo induttivo & analogo al passo base appena mostrato)
si dimostra che W & triangolare superiore. Poiché perd W = VT(Q & anche
ortogonale, W deve essere per forza diagonale. Poiché W ¢ diagonale ortogonale,
w; = *e; e quindi ¢; = Fv;. O

Con questo risultato & possibile sviluppare un algoritmo che ci permetta di
costruire, al costo di O(n?), una matrice Z tale che M = ZS e Ay.o = ZH AL Z.

Per fare cio, cominciamo calcolando la prima colonna di M. Consideriamo
il caso k = 1 per semplicita dei conti (dove perd questa restrizione non € una
perdita di generalita: la prima colonna di M resta comunque piu semplice da
calcolare rispetto ad M e la sua fattorizzazione QR, e questo & quello che im-

porta).
Vale
G%J +aioaz1 — (a+ ﬁ)am + af
asi(ai,1 + az2 — (a+f))
2 2,103 2
Mey = (A7 — (@ + B)A1 + afl)ey = 0
0

Calcolata Mej, individuiamo una matrice Py di Householder tale che Py(Me;) =
vep. Utiliziamo poi il seguente algoritmo per costruire matrici Py, ..., P,_o
tali che Z' := Py...P,_o abbia la prima colonna uguale a quella di P, e che
(Z"T A1 ZT sia in forma di Hessenberg superiore

Definizione (Algoritmo di bulge-chasing). Consideriamo la matrice Py. Poiché
A; ¢in forma di Hessenberg superiore, non é restrittivo supporre che P sia della
forma
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Consideriamo il prodotto Pl Ay Py. Vale

* * *
* * *
_ + % %
pr A — (BE |\ [((Adu [ (A _ o o «| «

0 \ | In73/ \(A1)2,1 | (A1)2 2} 0 0 0
0 0 0

% * * X * *

*k b3 * * *k b3

+ % % " + % %

POTAPO _ 10 0 = * P _ |+ + = *
0 0 0 I3 0 0 0
0 0 O 0 0 O

dove con * e + indichiamo elementi non necessariamente nulli. L’unica differenza
tra gli elementi indicati con * e gli elementi indicati con + € che gli elementi
indicati con + sono ”in pit” rispetto alla forma di Hessenberg. Questi elementi
formano una ”sporgenza” (bulge) che andremo adesso a spostare fino a farla
scomparire, ed ottenere una matrice in forma di Hessenberg superiore.
Scegliamo ora P; in modo che coniugando la matrice appena ottenuta per Pj
si vadano ad annullare gli elementi in posizione (3,1) e (4,1) (entrambi nella
"sporgenza”). P; sara della forma

1

Py

In—4

Svolgendo il prodotto P (P& A1 Py)P; otteniamo, con ragionamento analogo a
quello fatto in precedenza:

PI(PFA PP, =

OO OO ¥ ¥
S 4+ + % % %
S+ ¥x % % %
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Ovvero otteniamo che la ”sporgenza” si € spostata di uno verso destra.
Iterando, prendendo le P; uguali a

I;
P = P;

In_3_;

otteniamo, arrivando fino a P,,_3, la seguente matrice

Pr ., . .PIAPy...P, 3=

e scegliamo a questo punto P, _s tale che annulli ’elemento in posizione (n,n —
2).

La matrice PT_, ... BT A1 Py ... P,_5 & quindi in forma di Hessenberg superiore.
Inoltre, poiché tutte le P;, ¢ = 1,...n hanno come prima colonna e, la prima
colonna di Z' := PyP; ... P,_5 & uguale alla prima colonna di Py.

(Grazie ad Ivan Bioli per la seguente parte di appunti, non davvero spiegata
a lezione)
Mostriamo ora che la prima colonna di Z’ coincide, a meno di scalare, con la
prima colonna di Z. Poiché M = ZS e S & triangolare superiore, la prima co-
lonna di Z & proporzionale alla prima colonna di M, cioe Me;. Abbiamo scelto
P, tale che Py(M.1) = ve;. Poiché Py ¢ di Householder vale Py = Py 1 da
cui otteniamo FPye; = %M e1. Allora la prima colonna di Z & proporzionale alla
prima colonna di Py, che coincide con la prima colonna di Z’.

A questo punto, a meno di scalare, per il teorema del Q implicito sappiamo
che esiste D tale che DZ = Z', con

1
+1

+1

Chiamiamo ora Ay = ZTA;Z. Vale quindi Ay = DA3D. In particolare segue
che gli elementi diagonali di A% e di As coincidono. Poiché per il metodo QR
siamo interessati solo agli elementi diagonali, possiamo procedere ripartendo da
Al 7 come se fosse” Aj.
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8 14/10/2020

8.1 Metodo delle potenze

Il metodo delle potenze € un metodo iterativo che data una matrice A € C™"*"™
generica, permette di approssimare ’autovalore di modulo massimo e un relativo
autovettore. Il metodo funziona in generale, ma la dimostrazione & complicata.
Dimostreremo quindi la convergenza del metodo nelle ipotesi aggiuntive di A
diagonalizzabile con autovettori Ay, ..., A, tali che

Al >[Ae] = - = A
e chiamiamo 1, ..., z, dei relativi autovettori (che formano una base di C").

Scegliamo tg € C™ \ {0}. Poiché {x1,...,2,} & una base di C", esistono (e
sono unici) aq, .. ., ay tali che

n
to = E QT
i=1

Possiamo supporre inoltre che tg sia tale che a; # 0. In generale non e lecito
supporlo (tp = x2 € un controesempio, e in generale non conoscendo la base
non c'é garanzia che la prima coordinata sia diversa da 0) ma & anche vero che
prendendo ty a caso, a; e diverso da 0 con probabilita 1, quindi operativamente
il metodo funziona. Consideriamo ora la successione di vettori {y;} definita da

Yo =to
Yk = Ayr—1

Questa relazione di ricorrenza ci fornisce una formula generica per y, ovvero

yp = AYr—1 =
= A’yp_g =
= AFyy =
= AFty =

n
= Z aiAkxi =
i=1
n
i=1

n k
g
= )\]1c Q12X + E (67 <>\> ZT;
i=2 1
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Usando la notazione (v); per intendere la j-esima componente del vettore v,
possiamo scrivere, per ogni j =1,...,n,
(Yrt1)j _

A (el + S (3) 7 (@0
)i AT (Oél(xl)j + o iﬁ)k (fﬂz‘)a)

k+1
\ ar (1) + 2oip (iﬁ) (@)

k
e poiché per ipotesi ‘ﬁ < 1, il limite di (i—l) per k che tende a +o00 € 0, e

A1

quindi vale
i Y1)i _ \
k—+oo  (Yk);

Inoltre, osservando la formula generica per y; trovata prima, vale

lim yf = 11
k——+oo )\]f

che ¢ possibile calcolare con ’approssimazione di A\; ottenuta dal limite prece-
dente.

Quindi, partendo da ty generico, & possibile calcolare approssimazioni di \; e
di un suo autovalore al costo di O(n?) per iterazione (ovvero il costo della mol-
tiplicazione matrice-vettore Ay,_1, che puo essere abbattuto nel caso in cui A
avesse una struttura particolare, come tridiagonale o sparsa).

Questo metodo, pero, ha un problema intrinseco. Nel caso in cui A; sia
un autovalore con modulo diverso da 1, la dimensione delle componenti di yy
cresce o diminuisce esponenzialmente, e si puo arrivare facilmente a condizioni
di underflow o overflow che vanificano il conto. Possiamo quindi costruire una
successione diversa, che di fatto va a normalizzare di volta in volta i vettori
ottenuti, per gestire questo problema. Scelta una norma |||, definiamo questa
successione come

up = Atp_1
ty = [%kuk con fy tale che||tx]| =1
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Scriviamo ora delle formule generali per t e ug. Vale

1
ty = —up =

B

1
ﬁk k—1
1 1
— A
Bk Br-1
1
= —AM, =

115
1=1

| I— |
=k
1
= — Ak,
Tk

Atp_p =

U = Atk =

1
= — Akt
Tk

Ricordandoci che AFty, = vy, possiamo utilizzare la formula generale per yy
ricavata in precedenza per calcolare, per ogni j = 1,...,n,

(uks1); S (al(wl)j + i i (%)kﬂ (x,»)j)
Wk (e + Soan () @)
on(an); + iy (2) (@),

ar(@1); + 2, (iﬁ)k (zi);

:)\1

e quindi anche in questo caso, andando al limite, vale

lim 7<uk+1)j =\
k—+oc0 (tk)j

8.2 Caso norma infinito

Vediamo ora il metodo delle potenze scegliendo come norma la ||| .

Per iniziare scegliamo to tale che ||to]| . = 1. Detto m Iindice | (t)m| = [kl
scegliamo ora i = (uy)m, che verifica la richiesta ||t || = 1.

Prendendo il conto svolto in precedenza per il rapporto tra (urt1); e (tx);,
leggendolo sulla componente m e ricordandoci che t; ¢ normalizzato (quindi
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(tk)m = 1), otteniamo(EI)

Ao\ F
(Ukt1)m =M1 [ 1+ 0O (;) , per k— 400
1
e quindi anche
lim ﬁk = )\1

k—+oco

Osservazione. A priori m non & una costante ma un valore m(k) che dipende
da k. Vale pero che@ per k che tende a +oo0 il valore di m(k) ¢ definitivamente
costante, e possiamo prendere m uguale a quella costante.

(La dimostrazione del fatto che ¢, tenda a x; normalizzato che sto per ri-
portare ¢ diversa da quella vista a lezione. Francamente la dimostrazione vista
a lezione mi sembra falsa, quindi riporto quella del libro Metodi Numerici di
Algebra Lineare)

Riprendiamo temporaneamente un limite ottenuto studiando yi, ovvero

. Yk
lim = = Q121

k—+o00 )\]f
Osserviamo che questo limite implica, per ogni j =1,...,n,
o (k);
1 2] — ;
Jm o (1)
e combinando questi due limiti otteniamo
Yk 1

lim =
k—too (yi); (1))

Torniamo a t. Osserviamo che t;, = #Akto = —-yk- Da questa uguaglianza si
ricava che, per ogni j =1,...,n,

1 1
T _ e Yk _ e Yk Yk
)i Grw)i 5o ()i (k)

In particolare, passando al limite per k che tende a +o0o, e scegliendo j = m,

otteniamo
. . Yk 1
lim ¢ = lim —— =
ko0 k=+o0 (Yk)m  (T1)m

dove la prima uguaglianza vale perché (tx),, = 1 per come abbiamo definito la
successione.

5Si verifica utilizzando lo sviluppo di Taylor e facendo i conti non fatti a lezione e che non
riportero.

6Non ¢ stato visto il perché a lezione, ma credo sia non troppo difficile da far vedere. E’
possibile che prima o poi provi a fare una dimostrazione da aggiungere a questi appunti per
completezza. Dovrebbe valere anche che I'm che si ottiene & anche 'indice della componente
che realizza il modulo massimo di x1
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Quindi con la successione degli t; e ug € possibile quindi calcolare appros-
simazioni di A\; e di un autovettore normalizzato relativo a A;. Come criterio
di arresto per decidere quando fermarsi con le iterazioni e accontentarsi della
approssimazione ottenuta possiamo fissare un € > 0 a priori e usare uno dei due
seguenti criteri:

o [Brt1— Bl <e

Br+1—Brk

Br

° <é
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9 16/10/2020

9.1 Caso norma 2

Consideriamo ora il metodo delle potenze scegliendo come norma la ||-|,.
Per iniziare, scegliamo t¢ tale che||to||, = 1. Per continuare la successione, pren-
diamo per ogni k i, = ||ui||,. Questa scelta ¢ particolarmente conveniente nel
caso di A normale, poiché garantisce una velocita di convergenza a A\; maggiore
rispetto ai risultati ottenuti precedentemente. Infatti, chiamando o = tkH Uk+1,
e ricordandoci che t; ha norma 2 uguale a 1 quindi tkH tr = 1, otteniamo

Ok = thupyy =
=t/ Aty =

_ Al
ty,

(Fatt0)" 4 (54) _

(Fa0)" ()

_ (A1) (AF )

(Aht0) T (4¥1)

2k
A
A1

o + ol | 3
_)\1

2k
2 n 20 \;
|l |™ + 2o laal| 55
2k
A2
=\ |1+0||—=
A1
\ 2P W\ F
Quindi abbiamo una convergenza con un errore di 32| invece di ()\—f) .

Come criterio di arresto, fissata una tolleranza ¢ a priori, possiamo usare
llugsr — O’ktk||2 <e

Infatti, vale

[ur+1 — ontrlly =[|Aty — oxtrlly, =

=|(A=oeD)tr||, =
_ (A=)t
lItxlo

e poiché per il teorema 6.2 del libro Metodi Numerici per I’Algebra Lineare vale
(A - U’f])tkHz

[Ad1 —ox| <
Ikl
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otteniamo che se vale ||up1 — oxti|, < € allora vale anche |\ — o] < €.

9.2 Metodo delle potenze inverse (variante di Wielandt)

Sia A € C™*™ matrice invertibile e diagonalizzabile e, detti A1,...,\, 1 suoi
autovalori, sia tale che
[Ar| > > [An1] > (A

ovvero sia A tale che \,, € I'unico autovalore di modulo minimo.
Vale che gli autovalori di A~' sono gli inversi degli autovalori di 4, e in parti-

colare vale )

A n

1
/\n—l

1
>0 > | —
= =N

>

Siamo quindi nelle ipotesi per poter applicare il metodo delle potenze con A~!,
calcolando quindi I'autovalore di modulo minimo di A.

Andiamo ora ad analizzare operativamente il metodo delle potenze con A~!.
La successione dei ty, ug ¢ definita da

up = A" M1
ty = ﬁuk con fy, tale che||tx]| =1

Data A, pero, calcolare A~! pud essere un’operazione molto costosa compu-
tazionalmente. Operativamente, quindi, invece di calcolare A~! e poi tutti i
prodotti uy = A~'t;_; pud convenire risolvere il sistema lineare Auy, = t;_; ad
ogni passo. In questo caso, poiché i sistemi che andremo a risolvere passo per
passo avranno sempre gli stessi coefficienti, possiamo calcolare una volta all’ini-
zio una fattorizzazione LU di A (se esiste, o una QR altrimenti) per velocizzare
la risoluzione dei sistemi da risolvere ad ogni step.

Avendo un metodo per calcolare I'autovalore di modulo minimo di una ma-

trice, ¢ possibile ora calcolare qualsiasi autovalore di questa matrice, tramite
uno shift. Il procedimento e il seguente.
Per ogni valore p, ¢ facile verificare che Sp(A — uI) = Sp(A) — u, ovvero che
gli autovalori della matrice (A — ul) corrispondono agli autovalori di A meno
lo shift p. Supponiamo ora che p sia I'approssimazione grossolana di un certo
autovalore \; di A (possiamo supporre che p # A, poiché se lo fosse, non avrem-
mo bisogno di raffinare ’approssimazione che gia abbiamo). Con cid intendiamo
che A; & I'autovalore pil vicino di tutti a p, ovvero che

O<‘)\j—ﬂ|<|>\i—ﬂ|a Vi#j

Questo equivale a dire che (\; —u) & 'autovalore di modulo minimo della matrice
(A — pI). Con il metodo delle potenze inverse possiamo quindi calcolare con
precisione a piacere 'autovalore (\; —p) di (A—ul) per ottenere indirettamente
il valore dell’autovalore A; di A.
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9.3 Problema generalizzato di autovalori

Data una matrice A, abbiamo definito come suo autovalore un qualsiasi valo-
re A tale che la matrice (A — AI) fosse singolare. Generalizziamo ora questa
definizione.

Definizione (Matrix pencil). Siano A,B € C"*". A — AB (con A variabile,
non un certo valore fissato) viene detto matrix pencil, o semplicemente pencil.
Inoltre, detto p(A\) = det(A — AB) il polinomio caratteristico del pencil A — AB:

e se esiste A tale che p(\) # 0 (ovvero se p(\) non & la funzione identicamente
nulla) il pencil si dice regolare,

e altrimenti, il pencil si dice singolare.

Definizione (Autovalore generalizzato). I valori A per cui esiste un vettore
x # 0 tale che Ax = ABz si dicono autovalori generalizzati (o semplicemente
autovalori) del pencil A— AB. In generale, gli autovalori generalizzati del pencil
A — AB sono 'unione di

e le radici di p(A) con la rispettiva molteplicita,
e oo con molteplicita n — deg(p) (presente solo se deg(p) < n).

Esempio. Consideriamo il seguente pencil:
100 2 0 0
A-AB=[0 1 0] —-A|0 0 O
0 0 1 0 0 1

Allora

p(\) = det(A — AB) =
= (1—2X\)(1 = 0A)(0 — 1)) =
= A2\ —1)

Quindi gli autovalori del pencil A — AB sono {3,0, 00}

Esistono delle relazioni tra gli autovettori del pencil A — AB e le matrici A,
B:

e Se B ¢ non singolare, I’'equazione puo essere trasformata in B~'Ax = Az
quindi gli autovalori generalizzati del pencil A — AB sono gli autovalori
della matrice B~'A.

e Se A & non singolare, I'equazione puo essere trasformata in A~ Bz = %x

quindi gli autovalori generalizzati del pencil A — AB sono i reciproci degli
autovalori della matrice A~ B, dove il reciproco di 0 & definito come oo.
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Il pencil A — AB ha n autovalori (considerate le molteplicita) se e soltanto se la
matrice B ha rango n. In caso contrario, l'insieme A(A, B) degli autovalori di
A — AB puo essere vuoto, finito o infinito. Ad esempio

A:(é 3) B:(é 8>:>/\(A,B):{1}
A:((l) ;) B:G 8>:>)\(A,B):®

A:((l) (2)) B:((l) 8>:>/\(A,B):(C

Teorema 9.1 (Forma di Schur generalizzata). Siano A, B € C™*™ tali che
A — AB sia un pencil regolare.

Allora é possibile determinare delle matrici Qp, e Qg unitarie tali che QL AQr =
Ty e QrBQr = Tg, dove Ty, Tp € C"™™ sono matrici triangolari superiori.
Vale inoltre che gli autovalori di A — AB sono i rapporti g;‘;“ al variare di

1=1,..,n.

Dimostrazione. Sia X' un autovalore del pencil A — AB e z un relativo auto-
vettore, tale che [|z||, = 1. Poiché vale Az = N Bz, i vettori Az e Bx sono
proporzionali, ed esiste quindi un vettore y con ||y||, = 1 tale che Az e Bx
siano multipli di y. Andiamo ora a costruire iterativamente delle matrici X e Y
unitarie tali che Y#AX e Y7 BX siano triangolari.

Scegliamo la prima colonna di X uguale ad x (lautovettore rispetto a \') e
scegliamo la prima colonna di Y uguale a y (il vettore ”divisore comune” di Ax
e Bzx).

Poiché Az =~y per qualche 7 e poiché Y & unitaria, Y Az = ve;. Allo stesso
modo, Y Bx = ne; per qualche 7. Allora, scrivendo X = (z|X) e Y = (y[Y),

vale
[+ a
YHAX = (YHAz|YHAX) =
0 A272
(0]
YABX = (YHBz|Y! BX) =
0 Bs o

Iterando il procedimento considerando il pencil Ag o — ABs 2 si riesce a produrre
completamente le matrici X e Y, e a questo punto basta prendere Q; = Y e
Qr=X.

Per concludere la dimostrazione basta osservare che, poiché le matrici Qp, e
(g sono unitarie e quindi invertibili, i due pencil A—AB e QL AQr —A\Q1.BQRr

93



hanno gli stessi autovalori. Allora gli autovalori di A — AB sono le radici di
p(A) = det(QLAQr — AQLBQR) = det(T4 — ATs). Una facile verifica dimostra
che se (Tg);; # 0 allora A\ = g‘;g ¢ una radice di p(\). Invece, la differenza

tra n e il grado di p(\) & uguale al numero di elementi diagonali nulli di Tz.

Quindi la molteplicita di co come autovalore di A — AB & uguale al numero di

elementi diagonali nulli di T e quindi anche in questo caso I’autovalore oco di
(Ta)ii

A — AB & uguale a To)it (per come abbiamo definito il reciproco dio). O

9.4 Algoritmo QZ per la risoluzione di autovalori genera-
lizzati

Vediamo ora 'algoritmo QZ, un algoritmo per trovare gli autovalori generalizzati
del pencil A — AB a partire da A, B matrici generiche.

L’algoritmo punta a costruire delle matrici Q) e Z unitarie tali che QAZ e QBZ
siano triangolari. Per fare cio, I’algoritmo si scompone in tre fasi

1. Trasformazione di A da generica a forma di Hessenberg e (contempora-
neamente) di B da generica a triangolare superiore

2. Trasformazione di A da Hessenberg superiore a triangolare, preservando
la triangolarita di B

3. Calcolo degli autovalori

Non analizzeremo l'intero algoritmo ma solo la seconda fase@.

Supponiamo quindi di avere A e B rispettivamente in forma di Hessenberg
superiore e in forma triangolare superiore, e cerchiamo di trasformare A in forma
triangolare superiore preservando la triangolarita di B. Per spiegare la generica
iterazione di questa fase, ”"facciamo finta” che B sia non singolare e di poter
quindi disporre di una matrice C = AB~!. L’idea & quella di utilizzarla per
esibire delle matrici Q e Z, per poi mostrare che e possibile ottenere tali matrici
senza passare per C.

Sia quindi C' = AB~! e applichiamo il metodo QR con shift ¢ alla matrice
C.
Il primo passo ¢ calcolare una fattorizzazione QTR = (C — o). La fattorizza-
zione consiste quindi nel trovare una matrice @ tale che Q(C —oI) = R sia una
matrice triangolare superiore.
Il secondo passo produce una matrice ¢! = RQ”T + 1. Sostituendo, ricaviamo

"Non & stato chiarito a lezione ma credo che anche % sia definito, nel nostro caso, come

00, perché altrimenti non & detto che torni questo risultato del teorema

8Per i pill interessati, l'intero algoritmo non & presente né sul Demmel, né su Metodi
Numerici per I’Algebra Lineare. Potete trovarlo al paper originale del 1973: https://www.
jstor.org/stable/2156353
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che
C'=RQT +oI =
=Q(C-oNQ" +0l =
=QCQ"

da cui otteniamo che anche C’ & in forma di Hessenberg superiore (C' lo era
poiché prodotto di una Hessenberg superiore e una triangolare superiore).
Scegliendo Z una qualsiasi matrice unitaria e ponendo A’ = QAZ, B’ = QBZ
otteniamo che A'(B')™! = QAZZTB71QT = QAB'QT = QCQT = C’. Pos-
siamo scegliere Z unitaria tale che B’ = (QB)Z resti triangolare superiore.
Allora A’ = C'B’ sara in forma di Hessenberg superiore, in quanto prodotto di
una Hessenberg superiore e una triangolare superiore.

Mostriamo ora che per ottenere ) e Z non e necessario passare per C.
Per determinare @), osserviamo che dalla fattorizzazione QR di C' otteniamo

R=Q(C—-0l)=Q(AB™ ' ~0l) <= Q(A-0B)=RB=:8S

e vale che S ¢ triangolare superiore un quanto prodotto di triangolari superio-
ri. Possiamo quindi scegliere () come una matrice unitaria tale che il pro-
dotto Q(A — oB) sia triangolare superiore (che & ottenibile come prodotto
Qn—1-..-Q1 =: Q di matrici di Householder).

Per determinare Z esprimiamola come prodotto di matrici Z; ... Z, :
Per capire come scegliere le Z;, definiamo B = B, B® = @Q,B(~1zZ,.
questo punto, per ogni i possiamo scegliere Z; tale che Q; B~Y Z; sia triangolare
superiore. Allora vale che B’ = QBZ ¢ triangolare superiore per costruzione.
Non ¢ ovvio il motivo per cui questa scelta di Z produca una A’ = QAZ in
forma di Hessenberg superiore. Dall’'uguaglianza Q(A — o B) = S ricaviamo che

= N

QAZ = SZ +0QBZ = SZ + oB'

Per come abbiamo costruito Z e per come ¢ definita S, SZ ¢ in forma di Hes-
senberg Superiore(E[), quindi A" = QAZ ¢ in forma di Hessenberg superiore in
quanto somma di una Hessenberg superiore e di una triangolare superiore.

Possiamo quindi applicare questa singola iterazione piu volte, con degli shift
01,...,04,... € ottenendo delle matrici A,, B, tali che

Av = QvAvlev» B, = Qvaflzv

Nel caso in cui tutte le B, fossero invertibili, avremmo anche la successione
delle C, = A,(B,)~! e le varie iterazioni sarebbero semplicemente delle itera-
zioni di metodo QR con shift che partono da C' e producono la successione di

9Non capisco particolarmente il perché di questo fatto ma a lezione non & stato argomen-
tato e anche nel paper originale dove viene presentato 1’algoritmo questa implicazione non e
particolarmente spiegata
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Cyp. Quindi per come funziona il metodo QR, le C,, tendono ad una matrice
triangolare superiore. Allora poiché A, = C,B,,, con C,, che tende a triangolare
superiore e B, triangolare superiore, anche A, tende a triangolare superiore. In
realta questo risultato vale anche anche nel caso di B e B,, non necessariamente
invertibili (*7)).

9.5 Pencil definiti

Definizione (Pencil definito positivo). Un pencil A — AB si dice deifinito
positivo se vale che A = AT, B = BT e B & definita positiva.

Osserviamo che dato un pencil A — AB definito positivo e una matrice X, il
pencil XTAX — AXTBX ¢ anch’esso definito positivo.

Teorema 9.2. Sia A — AB un pencil definito positivo. Allora esiste X non
singolare tale che

XTAX = diag(on, ..., o) XTBX = diag(B1, ..., Bn)

Qg

55, sono tutti reali e finiti

e vale che gli autovalori di A — AB, che sono

Dimostrazione. Sia B = LLT la fattorizzazione di Cholesky, con L triango-
lare inferiore e non singolare.

Denotiamo con L~7 la trasposta dell’inversa di L (che & uguale all’inversa della
trasposta). Allora B~'A & simile a L~'AL~T =: H, infatti

"B 'AL T =L"L""L'AL" " = H
Poiché anche H ¢ simmetrica (infatti H = (L7YAL=T)T = L7'ATL-T = H),
esiste una fattorizzazione H = QAQT con @ unitaria e A diagonale.

Allora, prendendo X = L~TQ, otteniamo che

XTAX =QT L'ALTQ=A
=H

XT'BX =QTL'BL™TQ=Q"L " (LL" L TQ =1

10Come per la nota precedente, non capisco benissimo il perché, ma non & stato spiegato
esplicitamente a lezione e non ¢ spiegato esplicitamente neanche nel paper originale

1111 nome di questa fattorizzazione non & stato detto in classe. Lo riporto solo per spiegare
perché possiamo assumere che tale fattorizzazione esista
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10.1 Problema dei minimi quadrati

Concluso I'argomento degli autovalori, cominciamo una nuova parte del pro-
gramma.

Consideriamo il sistema lineare Ax = b, con A € C™*" m >nex € C*, b e C™.
In generale sappiamo che questo sistema ammette soluzione se e solo se b
appartiene all'immagine di A, cioeé se e solo se

be S(A):={yeC™|Jx € C" tc. y= Az}

In generale, pero, non e detto che la soluzione esatta esista. Cerchiamo quindi
di risolvere un problema piu generale: trovare x tale che, per una certa norma
-]l data,
[Az = b]| = min [[Ay — b]| =: v
yeCn

Dato un qualsiasi x, il vettore b — Az sara detto "residuo” e sara indicato con
r:=b— Ax.

Nel caso in cui la norma considerata sia la norma 2, il problema viene detto
problema dei minimi quadrati.

10.2 Sistema delle equazioni normali

Per cercare delle strategia risolutive per il problema dei minimi quadrati, con-
sideriamo il sottospazio ortogonale all’immagine di A, definito come

S(A)t ={zeC™|Vy e S(A), 2y =0}

Per quanto sappiamo dal corso di Geometria 1, possiamo scomporre C™ in
somma diretta di S(A) e S(A)*. In particolare, sappiamo che dato il vettore b,
esistono e sono unici by, by € C™ tali che

b="0; +by, by €S(A), byeS(A)*

In questo caso, per come e stato definito il residuo, possiamo scrivere r =
by — Ax+bs, e definiamo y := by — Az € S(A). Da questa riscrittura, analizzando
la norma 2 di r (che & cid che stiamo cercando di minimizzare), otteniamo

73 = (y +b2) (y + b2) =
= yHy + by +yHby +bi by =
| I— | I— |
=0 =0
=llyll3 +l1b213
dove bty = yfby = 0 poiché by € S(A)L ey € S(A).
2

Poiché il termine ||b2]|; & costante e non dipende da x, r ha norma minima se e
solo se [|y|ly = 0, ovvero se e solo se y = 0 (per proprieta delle norme), ovvero

o7



se e solo se Ax = b per come abbiamo definito y.

Per come abbiamo definito r, y = 0 se e solo se r = by € S(A)*, cioe Afr =0.
Ma per come abbiamo definito 7, questo equivale a A#r = A" (b — Ax) = 0.
Quindi z & soluzione al problema dei minimi quadrati se e solo se AT Az = AHb.
Questo nuovo sistema si chiama sistema delle equazioni normali.

10.3 Metodi risolutivi per i minimi quadrati

Vediamo ora alcuni metodi risolutivi per il problema dei minimi quadrati.
Supponiamo che A abbia rango massimo (ovvero n). In questo caso la matrice
AH A & hermitiana e definita positiva, quindi esiste la fattorizzazione di Cholesky
AT A = LLH con L triangolare inferiore con diagonale positiva.

A questo punto possiamo risolvere il sistema A¥ Az = A7b con due sistemi
”a cascata”, ovvero risolvendo prima Ly = A”b e poi L¥x = vy, che sono due
sistemi facili da risolvere poiché L e L sono matrici triangolari.

Questo metodo risolutivo pero puo portare a difficoltd numeriche. In particolare:

e La matrice A” A potrebbe essere mal condizionata, in un senso che spie-
gheremo meglio in futuro

e La matrice A® A potrebbe non risultare definita positiva per problemi di
limitatezza di precisione di macchina. Ad esempio, sia alpha un valore
reale tale che a? < u < a < 1, dove u indica la precisione di macchina.
Consideriamo allora la matrice

1 1
A=la 0
0 «

Allora andando a calcolare A A (che coindice con AT A perché in questo
esempio stiamo lavorando con una matrice reale) otteniamo

11
7. (1 a 0 (14 a? 1
AA_(l 0 « 8‘2 I R

Poiché perd o2 < u, a livello computazionale abbiamo che

7, (1 1
was( )

che non ¢ una matrice definita positiva.

Abbiamo bisogno quindi di altri metodi che non cadano in problemi computa-
zionali.

E’ possibile utilizzare la fattorizzazione QR per risolvere il problema dei
minimi quadrati. Questo metodo prende il nome di metodo QR per la risoluzione
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dei minimi quadrati.

Sia A = QR una fattorizzazione QR di A, con @ € C™*™ unitaria e R € C™*"
della forma

Ry

E=15

con R; € C™*™ triangolare superiore. Sempre nell’ipotesi in cui A abbia rango
massimo vale che R; € non singolare. Consideriamo ora la norma di r che stiamo
cercando di minimizzare.

Az —bll, = |QRz — bl|, =
= |lotra - @], -
=|r=—a™|
2
dove I'ultimo passaggio e giustificato dal fatto che le matrici unitarie preservano
la norma 2. Definiamo ora ¢ := Qb e scomponiamo il vettore ¢ in ¢! =

(c1]e2)T dove ¢; & il vettore composto dalle prime n componenti di ¢, e ¢z sono
le rimanenti (m — n) componenti. A questo punto possiamo scomporre Rz — ¢

come
Rix —c
Rr —c= ! !
—o

e vale quindi, riprendendo lo sviluppo fatto prima,

2 2
Az — b”? =Rz — C”Q =

2 2
=[[Rix — a1l +[—e2ll3

Minimizzare questa norma vuol dire quindi cercare x tale che Rixz = ¢q, che ha
soluzione ed ¢ unica poiché R; € non singolare.

Per trovare la soluzione al problema dei minimi quadrati, quindi, dobbiamo
prima calcolare una fattorizzazione QR di A, calcolare il vettore ¢ = Qb e
risolvere il sistema Rz = ¢; dove R; ¢ immediatamente ottenibile da R e ¢; &
immediatamente ottenibile da c.
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11.1 Decomposizione ai valori singolari (SVD)

Vediamo ora un altro metodo di risoluzione del problema dei minimi quadrati,
applicabile anche nel caso di A non di rango massimo.

Dobbiamo prima introdurre la definizione di decomposizione ai valori singolari
(SVD, per Singular Value Decomposition in inglese).

Teorema 11.1 (Decomposizione ai valori singolari, senza dimostrazione). Sia
A E men
Allora esistono matrici

o U cCm*™m V € C™™ unitarie,

oY =(0;;) ER™" cono;; =0sei#jeoi1 > >o0p, >0 dove
p =min{m,n}

tali che A = USVH. Questa decomposizione viene detta decomposizione ai
valori singolari di A.

I valori o;,; (alle volte indicati con o; per semplificare la notazione) sono

detti valori singolari di A. Le colonne di U = (uq,...,u) sono dette vettori
singolari sinistri e le colonne di V' = (vy,...,v,) sono dette vettori singolari
destri di A.

Vediamo ora alcune proprieta delle SVD, nel seguente teorema

Teorema 11.2. Sia A € C™*" ¢ sia A =UXVH una sua SVD, con X tale che
01> 20> 041 =--- =0, =0, p=min{m,n}

Ovvero sia A con esattamente k valori singolari non nulli.
Allora valgono le sequenti proprieta:

1. Dette U = (uy,...,ux) € C™** e Vi = (vy,...,vx) € C"¥F le restrizioni
alle prime k colonne di U,V e detta ¥y, = diag(oy, . ..,or) € RFXF vale

k
A= UkszkH = ZaiuiviH
=1

2. Il nucleo di A é generato dai vettori vy, ...,Un
3. L’immagine di A é generata dai vettori uy, ..., ug

4. 02 sono autovalori di A A. Inoltre, se m < n, gli autovalori rimanen-

i
ti sono nulli. In generale, poiché per quanto visto ad Analisi Numerica

sappiamo chel|All, = \/p(AH A), vale||All, = o1

Dimostrazione. Consideriamo il caso p = n < m (la dimostrazione nel caso
n > m & analoga e basta lavorare con A¥ invece di A).
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1. Decomponiamo le matrici U, X e V' come

U= (U | U;)
1/:::(v@ \vg,k)
Allora possiamo riscrivere il prodotto A = UXV# come

A=UxVvH =

/ D 0 v
= (U;€ | Um—k) % %’q} B
- VH _
= (UxXk | 0) W} B

= U S,V

2. Il nucleo di A & definito come ker(A) := {x € C"|Az = 0}. Allora

Az =0
(3
UsVHz =0
(3

YVHz =0

4

Y Vilz =0

)

VHz =0

dove abbiamo utilizzato che U e X fossero invertibili per eliminarle dalle
equazioni.

Abbiamo quindi che ker(A) = {x € C"|V;#z = 0} che per definizione &
Span(vy,...,vp)".
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Poiché V' = (Vj|V/!_,) & unitaria, allora Span(vy, ..., v;)" = Span(vgi1,. .., vn).
Quindi il nucleo di A coincide con il generato dei vettori vg41,...,Un.

3. L’'immagine di A & definita come {y € C™|3x € C", Az = y}.
Sia y nell'immagine, ovvero sia y = Az per un certo x.
Per quanto visto prima, sappiamo che y = UkEkaH z.
Sicuramente, per ogni x, y € Span(uy, ..., ux), quindi Span(ug,...,ur) C
{y e C"|Fz € C", Az = y}.
Poiché ¥, & invertibile e V;¥ ha rango massimo, anche il prodotto X5V
ha rango massimo. In particolare, I'immagine di 3, V;Z & tutto C*. Quindi
per ogni z € C* esiste z tale che z = X, V2.
Per ogni y € Span(ui,...,uy), per definizione, esiste 2 € C* tale che
y = Ukz. Allora per ogni y € Span(uq,...,ux) esiste z tale che y = Az,
quindi 'immagine di A coincide con il generato delle prime k colonne di
U.

4. Sappiamo che A = ULVH. Allora
AP A = veHyHysvE — yetiyy i

Vale poi che ©HY = diag(o?,...,02) € R®*". Quindi VXZXVH & una

decomposizione spettrale di A” A, per cui lo spettrodi ATAe {0?,... 02}
e poiché sono ordinati in ordine non crescente, p(A7 A) = 02, da cui la
tesi.

O

Ora che abbiamo definito le SVD e alcune proprieta, vediamo un algoritmo
per produrre tali decomposizioni. Consideriamo il seguente algoritmo, diviso in
due passi, che prende in input una matrice A € C"™*™ con m > n.

e Si considera il prodotto A7 A e si calcola una decomposizione spettrale
AP A = QDQM con D diagonale contenente autovalori di A#A e Q le cui
colonne sono autovettori di A¥ A.

e Si considera C' = AQ € C™*™ ¢ si usa la tecnica del massimo pivot totale
(vista ad Analisi Numerica) per calcolare una fattorizzazione QR della
forma

ClI=UR

con I matrice di permutazione, U unitaria e RT = (R;|0) con R; quadrata
triangolare superiore con elementi sulla diagonale reali, non negativi e

ordinati in ordine non crescente.
In questo caso vale A = CQY = CIIITQY = URNITQY. Allora

AT A = QUIRFUHURNT QY =
= QURY R TTT QY
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cioe RER; = TIT DII. Allora R Ry & diagonale, e deve quindi necessaria-
mente valere che R stessa & diagonale@. Allora R e nella stessa forma
di ¥ in una SVD, e poiché se @ ¢ unitaria anche IITQH ¢ unitaria, la
decomposizione A = U RIITQ ¢ una decomposizione ai valori singolari
| |
X yH
di A
Disponiamo quindi adesso di un algoritmo per calcolare SVD di A. Il problema
di questo algoritmo e che, per come ’abbiamo esposto, puo essere molto costoso
computazionalmente. Vediamo ora un modo per calcolare D e ) senza conoscere
esplicitamente A7 A.
L’idea di base & cercare due matrici P e H unitarie tali che

B
par - @

con B € R™"*" bidiagonale superiore.

In questo caso, infatti, varrebbe AF A = HBTBH* con BT B tridiagonale sim-
metrica, e conoscere una decomposizione spettrale di BT B (molto piti facile da
calcolare, ad esempio col metodo QR per gli autovalori) corrisponde a conoscere
una decomposizione spettrale di A A.

Vediamo quindi un algoritmo per trovare le matrici P e H. Siano
e AM =4

e P matrice di Householder tale che

A2 .— p() A1) —

o KW e cln=bx(n=1) gale che

*
KWe = 0
0
o HM ¢ C™ ™ definita come
1
HY = KM

121,a dimostrazione non & stata vista in classe. Per completezza, la riporto nell’appendice.
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In questo caso vale che

[+« 0 ... 0\

AB) — A FO)
0

Iterando e andando a lavorare sulle sottomatrici delle A® riusciamo a ridurre
A in forma bidiagonale, e le matrici P e H che stavamo cercando sono P :=
pr=1) PpMeH:=HWY.  HO2,

Il costo computazionale dell’algoritmo per calcolare la SVD di A, per come lo
abbiamo espresso adesso, ¢ di 2mn? — %n?’. In un articolo del 1983, pero, ¢ stato
proposto un metodo pitt efficiente che calcola la fattorizzazione QR di BT B
senza bisogno di conoscere esplicitamente la matrice BT B.

11.2 SVD per il problema dei minimi quadrati

Vediamo ora come e possibile utilizzare la SVD per risolvere il problema dei
minimi quadrati.

Teorema 11.3. Sia A € C™ " di rango k con m >n >k e sia A = UXVH
una sua SVD.
Allora il problema dei minimi quadrati di Ax = b ha come soluzione

ko H
Z o)
x* pry ul ’U,L
i—1 1
e vale che
2 n 2

2 . H
¥ (ymegcrgLII Y ) > |uf

i=k+1

Dimostrazione. Consideriamo ||Axz — b||,. Poiché U & una matrice unitaria,
allora vale

Az —bll, = |07 Az — )| =
- HUH(AVVHx - b)H2 -
fore-om -
e detto y = XV 7z, vale

|Az — b, = HZVHm - UHbH2 -

n 2 m 2
:z cri(y)ifuiHb’ + Z uf{b’ =
i=1 i=n+1
k . 5 m . 2
i=1 i=k+1
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dove 'ultimo passaggio segue dal fatto che ox41 = --- = 0, = 0, per quanto
visto sui valori singolari e sull'immagine di A.

Minimizzare || Az — b||, vuol dire quindi minimizzare la prima sommatoria, e
tale minimo si ha nel caso in cui tutti gli addendi della prima sommatoria siano
nulli. Quindi si ha norma minima per y* definito come

L2 peri=1,...,k

0 altrimenti

La soluzione ottima per il problema dei minimi quadrati si ha quindi per x* tale
che y* = VHg*,

Allora
2 =Vy=> (y)vi=» ——v
=1 i=1 ¢
Inoltre .
" 2
7= (A = oll)* = Y fulf

i=k+1
O

11.3 Pseudo inversa di Moore-Penrose e numero di con-
dizionamento

Vediamo brevemente un nuovo metodo per risolvere il problema dei minimi
quadrati.

Definizione (Pseudo inversa di Moore-Penrose). Data A € C™*™ di rango k
e A = USVH viene detta pseudo inversa di Moore-Penrose di A la matrice
At € C"*™ definita come AT := VETUH | dove &+ € R™*™ con

0 sei#j
o';':j Ui sei=j=1,...,k
0 sei=j3=k+1,...,p

Osservazione. se A & quadrata e non singolare, allora AT = A~!

Dato un generico problema dei minimi quadrati Ax = b, vale che la soluzione
ottima si ha per zx = A%b (segue dal teorema non e stato visto a lezione
come).

Utilizzando le pseudo inverse di Moore-Penrose e possibile estendere il concetto
di numero di condizionamento (visto ad Analisi Numerica) anche a matrici ret-
tangolari (e non invertibili).
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Definizione (Numero di condizionamento). Data una matrice A € C™*™ di
rango k non necessariamente massimo. Si definisce il numero di condizionamento
di A come

u(A) = Al A*|]

con ||-|| una norma matriciale.

Per quanto visto, ||A|, = 1. Poiché la definizione di A™ consiste in una sua

SVD sappiamo che i suoi valori singolari sono %, quindi HA*H2 = U—lk che e il
Z—i.
Sappiamo che gli autovalori di A¥ A, e quindi i valori singolari(fra poco vedremo

il perché), sono 2. I valori singolari non nulli di (A” A)* sono quindi 0—12 In

i

massimo dei suoi valori singolari. In particolare, otteniamo che p(A) =

2

particolare, otteniamo che (A7 A) = Z = (u(A))?. Un’importante conseguen-
k

za di cio e che, poiché il condizionamento aumenta quadraticamente, anche se

A & ben condizionata non ¢ detto che A A lo sia.

Facciamo ora delle considerazioni sugli autovalori e valori singolari di A7 A
edi AAH,
Cominciamo osservando che, data A € C"*™ normale con A = Udiag(\1, ...\, ) U
(decomposizione che esiste per il teorema 2.28 del libro Metodi Numerici per
I’Algebra Lineare), possiamo scomporre D = |D| D con |D| e D diagonali do-
ve, elemento per elementi di D, la prima contiene il modulo dell’elemento e la
seconda la rotazione, immaginando di scomporre tutti i A; come \; = ‘)\j’ e
Fatta questa scomposizione, vale

A=U|D| DU
s v

che € una SVD. Quindi i valori singolari coincidono con i moduli degli autovalori.

Torniamo ora a A € C™*™ (m > n) e consideriamo AT A € C"*" e AAH €
(mem.

Sia A=UXVH. Allora AZA=VYTYSVH ¢ AAH = UESXTUH. Vale che
2
01

ZTZ — c Rnxn

AN

n c Rmxm

0

Allora AT A e AA™ hanno come autovalori i valori singolari, ma nel secondo
caso ci sono anche autovalori nulli.
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12 28/10/2020

12.1 Numero di condizionamento per matrici non normali

Abbiamo visto la relazione tra gli autovalori e i valori singolari di A nel caso di
A € C™"™*" normale. Consideriamo ora il caso generico. Vale il seguente teorema

Teorema 12.1. Data A € C"*" generica, e detti o1 > --- > o, i suoi valori
singolari, per ogni \ autovalore di A vale

On §|>\| SO’l

Dimostrazione. Sia A autovalore di A. Sappiamo quindi che esiste x # 0 tale
che Az = Ax. Allora vale

2 (AH A)a = (2 A7) (Az) = Oa) Aa) = [AP[|]3 (6)

Tenendo a mente questo risultato, consideriamo la decomposizione ai valori
singolari di A = UXV . Da questa decomposizione otteniamo A# A = V32V H,
In particolare, andando a sostituire nel risultato appena ottenuto, vale
20 112 H( A H
A [llly = 27 (AT A)z =
=27 (Vv =
= (V)22 (Vi) =

Il
(]
Q
=N
=
T

con y := VHz. Poiché i valori singolari sono ordinati decrescente, valgono le
seguenti stime

IN

n
2 2 2
MPllzlls = oyl
=1

n
2
U%Z\yﬂ
i=1
2
0%||y||2

n
2112 2
IAPllzllz = of il
i=1

n
2
U?LE lyi|” =
i=1

2
anllylls

IN

Y

Y

67



Inoltre, poiché y & ottenuto da = tramite una trasformazione unitaria, vale
|lz|ly =|lyll5- Con le stime di prima otteniamo ora

2 2 2 2
anllzlly <IAFllzllz < ofllll;

Poiché x # 0 possiamo dividere per ||x||§, e facendo la radice quadrata si ottiene
la tesi. O

Quindi, tornando allo studio del numero di condizionamento, vale sempre
in generale ps(A) = 2+ > K‘—ﬂ, e se A € normale vale I'uguale. Osserviamo
pero che anche se il rapporto tra modulo massimo e minimo degli autovalori di
una matrice ci permetta di fornire una stima del numero di condizionamento di
essa, nulla ci g‘arantiSC('e c‘he questa stima sia buona. E’ possibile che A sia mal

A s

condizionata anche se TS piccolo.
N

12.2 Problema di diminuzione del rango

Vediamo ora come la SVD permetta di risolvere il seguente problema di minimo:
data una matrice A € C™*" di rango k e dato r < k, vogliamo trovare la
matrice B di rango r piu ”vicina” ad A, ovvero tale che minimizzi la norma 2
della matrice (A — B).

Teorema 12.2. Sia A € C"™*" di rango k e sia A =UXVH con
01> 20> 041 =--=0p,=0, conp=min{m,n}
Sia r < k un intero positivo.
Indichiamo con A, :=Y"\_, oyuvfl e S:={B € C™" t.c. rnk(B) =r}.
Allora vale
in||A— Bll,=||4A—- A, =
?eugll I, =l rlly =0t

Dimostrazione. Definiamo la seguente matrice

01

%, = or e R™X™

Si verifica facilmente che A, = UX, V¥ da cui si ricava anche che rnk(A4,) = r.
Poiché U e V sono unitarie e poiché || M|, = \/p(MH M), si ha che

I = Al = U (A= A)V]| =1 = ], = o7
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Mostriamo ora che A, € S realizza la norma minima tra le matrici in S.

Sia B € S e indichiamo il suo nucleo con N(B). Vale dim N(B) = n—r. Consi-
deriamo ora T' il sottospazio vettoriale di C™ generato dai vettori vy, ..., vy, Urq1
di dimensione r + 1. Poiché vale dim N(B) 4+ dimT > n, deve esistere z # 0
tale che z € N(B) NT. Senza perdita di generalitd possiamo prendere z tale
che ||z||, = 1.

Poiché z € N(B), ovvero Bz = 0, vale

[Az]ly =[[Az — Bz, =

=|[(A- B)an =
<[lA =Bl =
=[lA - B,

Quindi, poiché ||A — BJ|, >||Az||,, per concludere ci basta mostrare che||Az|, >

Or41-

L 1 ) .
Poiché z € T, vale z = Zgil ajvj. Allora vHz = 0 per i > r + 1, quindi
possiamo scrivere

k
Az = ZaiuinH z=
i=1
k
= Z oiui(vi 2) =
i=1

r4+1

= Z o (vl 2)
i=1

ricordando che r + 1 < k. Possiamo allora scrivere
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2
1A4=]l

H
r+1 r+1
E aiuilez E aiuivin =
i=1 i=1

r+1 r+1

= E oisziqu E Uiuivin =
i=1 i=1

r+1r+1

- Z Zaiaj(sziqu)(Ujvf )=

i=1 j=1
r4+1r4+1

= Z Z oiojz v (ufuy)oll 2 =

i=1 j=1
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i=1

2
= 0—$+1|‘2“2 =

_ 2
- Ur+1

da cui la tesi. O

12.3 Decomposizione ai valori singolari troncata (TSVD)

Supponiamo di voler risolvere il problema Ax = b dove A ¢ una matrice con
condizionamento molto alto (ad esempio p(A) = 10'2 con precisione di macchi-
na u = 10716). Per ovviare al numero di condizionamento possiamo aumentare
la precisione di macchina, ma questo comporta anche un aumento di tempo e
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spazio necessari per svolgere i conti. Proviamo allora a trovare un altro metodo.
Data A = ULV sappiamo che vale jip(A) = 2L, e nel nostro caso o, ¢ molto
piccolo rispetto a o;. Consideriamo ora ¥, _ definita come nella sezione prece-
dente prendendo r = n—1, e consideriamo A=Ux,_1VH. Varra /LQ(A) = %
e nel caso o,,_1 fosse considerevolmente piu grande di o, il numero di condizio-
namento di A (ottenuta come matrice piu vicina ad A di rango minore di uno
di quello di A) sarebbe considerevolmente pilt piccolo di quello di A.

Se invece 0,_1 non fosse significativamente piu grande di o, & possibile utiliz-
zare un certo valore di soglia (o di filtro) s e andando ad ”annullare” (come
abbiamo appena ”annullato” o, in questo caso) tutti i valori singolari minori
del valore di soglia. In questo caso varrebbe [1,2(121) < ZL. Questo metodo risulta
quindi efficiente solo se ¢’¢ un "salto” netto tra la soglia e i valori singolari non
piccoli. In generale, pero, non & detto che la soluzione di Az = b sia vicina alla
soluzione del problema originale.

La decomposizione ai valori singolari troncata al valore di soglia s puo essere
usata per calcolare piu accuratamente il rango di una matrice, correggendo
errori che possono sorgere data la precisione di macchina finita. Teoricamente
parlando, infatti, con una SVD di una matrice ¢ possibile sapere quanti valori
singolari sono non nulli, e questo numero corrisponde al rango della matrice.
Computazionalmente, pero, € possibile che alcuni valori che dovrebbero essere
nulli risultino solo molto piccoli, andando ad aumentare il rango calcolato della
matrice di partenza. Vediamo un esempio.

Consideriamo la matrice di rango 2

= Wl DN
wolor W

E’ possibile utilizzare il comando di MatLab svd(A) per ottenere i valori singolari
di A. Quello che otterremmo, pero, sarebbe

6.1420
svd(A) = 1.8252
2.4094 - 10~16

ovvero tre valori singolari non nulli invece di due. Per risolvere questo problema,
MatLab calcola il rango di una matrice con una TSVD utilizzando come valore
di soglia s = max{m,n}- o7 -eps, dove eps & la precisione di macchina. Ad oggi
questo e il metodo piu affidabile per il calcolo del rango di una matrice.
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13.1 Compressione di immagini tramite SVD

Vediamo ora come utilizzare le SVD per comprimere un’immagine, ovvero ot-
tenere un’immagine sufficientemente simile all’originale ma che richieda meno
informazioni da salvare.

Definiamo un’immagine come un insieme di pixel, ovvero una matrice m x n.
Se I'immagine ¢ in bianco e nero possiamo salvare ogni pixel come un float tra
0 e 1, e occupa quindi mn spazio. Se € a colori abbiamo bisogno di 3mn spa-
Zio
Abbiamo visto che se abbiamo una SVD di A = UXV ¥, ¢ possibile ottenere
A= Ay = Zf:i ol con||A— Ay = ot
Se vogliamo memorizzare Ay invece di A, basta memorizzare uy, ..., uy vettori
di lunghezza m e o1v1, ..., 0,V vettori di lunghezza n per poterla ricostruire.
In questo caso lo spazio necessario ¢ mk + nk = (m + n)k invece di mn.
Poiché k puo essere preso sufficientemente piu piccolo di m e di n, questo pro-
cedimento diminuisce la quantita di informazione da dover memorizzare.
In generale, pero, non esiste un metodo per scegliere un k ottimale, ovvero per
ridurre al minimo l'informazione da memorizzare pur lasciando riconoscibile

I'immagine originale.

13.2 Approssimazione polinomiale in norma 2 tramite SVD

Sia f una funzione reale e siano {z;}; un insieme di punti a due a due distinti
nel dominio di f. Supponiamo di conoscere i valori {f(z;)},. Fissato n,
vogliamo trovare un polinomio p,_1(z) = ag + gz + -+ + a,, 12"~ di grado
minore o uguale a n — 1 tale che

m

D (pnoa(w) = f(2:)°

i=1

sia minimo. Chiamiamo tale polinomio il polinomio di approssimazione ai mi-
nimi quadrati di f.

Riformuliamo il problema. Definiamo

29 a2t o fx1)
A= s v= »ob=
xom 93%171 Ap—1 f(zm)

A questo punto vogliamo determinare y che minimizzi || Ay — b||,. Abbiamo
quindi trasformato il problema di approssimazione polinomiale ad un problema

13Vedasi la scomposizione RGB dei colori nei computer
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dei minimi quadrati.

Osservazione. Per quanto visto ad Analisi Numerica, poiché gli z; sono a due
a due distinti, la matrice A (che ¢ di Vandermonde) ha rango massimo, quindi
la soluzione al problema dei minimi quadrati esiste ed & unica.

Inoltre, nel caso in cui m = n, il problema diventa il problema di interpolazione,
gia visto ad Analisi Numerica.

13.3 Algoritmo di Lanczos

Alcuni dei metodi per risolvere il problema dei minimi quadrati possono diven-
tare inutilizzabili nel caso in cui la matrice considerata sia sparsa. Per di piu, in
alcuni casi ¢ possibile sfruttare la struttura di sparsita della matrice per rendere
il procedimento utilizzato molto piu efficiente.

Data la matrice A € C™*" consideriamo la matrice B cosl costruita

B [0 1A} C comtn)x(min)

A 0

B ¢ una matrice hermitiana. Inoltre, data A = UXVH una SVD di A e
scomposte le matrici U e ¥ in

U = (U1 ‘ UQ) s Ul c (menaUZ c (cmx(m—n)

X

2207

El c RX"

possiamo definire la seguente matrice unitaria

7= L (0] 00 | Vo)
ve\V [-V[ o)

che ci permette di riscrivere B nel seguente modo

] 0o |o
B=z|0 |-, ]0]| 2"
0 0 [0

Da questa scomposizione segue che gli autovalori di B sono ¢;, —0; per i =
1,...,n piu autovalore 0 con una certa molteplicita, e che le colonne di Z sono
un insieme ortonormale di autovettori di B.

Nel caso particolare di m = n si ha che U = Uj e che

,_L(u]uU
VAV
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Da cui si ottiene che gli autovettori di B saranno tutti della forma z = % (5)
con u,v entrambi normalizzati per norma 2.

Se invece m > n, B ha anche degli autovettori della forma z = <g) associati
all’autovalore 0.

Introduciamo ora un algoritmo che tornera utile al nostro scopo. L’algoritmo
di Lanczos permette di trovare esplicitamente, data una matrice A € C**"

hermitiana, una matrice @ = (q1, ..., q,) unitaria tale che
ar f
QUAQ =T =| ™
Bn—l

ﬂn—l Qo

partendo dal vettore ¢;. Vediamo ora come procedere per ottenere gli altri
vettori qa, ..., qn.

Si parte rigirando ’equazione Q AQ = T per ottenere AQ = QT. Da questa
otteniamo delle relazioni ricorsive tra i vettori g;. Leggendo I’equazione colonna
per colonna si ottiene

aq
B1
Ap =Q | 0 | = a1q1 + Bro

0
Agqi = Bi—1¢i-1 + 2iqi + Bi—1¢iv1 peri=2,...,n—1
AQn = 5n—1‘]n—1 + QnQn

Prendendo la prima equazione otteniamo che, poiché le colonne di ) devono
essere ortogonali, deve valere

' Aq = a1 qf' g +B1 g1 g2 =
| I | I

=1 =0
e anche 1
@@= A-al)q
Ej1
dove necessariamente 3, = ||(A —aql )q1||2 perché per avere () ortonormale le

sue colonne devono essere normalizzate per norma 2.
E’ quindi possibile determinare «, 81 € g2 conoscendo solo A e ¢ .
Analogamente, prendendo la seconda equazione otteniamo che

o = quq,;
1
Gir1 = 5 [(A—oiD)gi — Bi—1qi—1]
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Quindi iterativamente riusciamo a costruire tutti gli «;, 8; e ¢; partendo solo da
A e da ¢;. Inoltre, per costruzione vale che per ogni i, ;, 5; € R e che 5; > 0.

Osservazione. E’ possibile che in un’iterazione si ottenga 5; = 0. In que-
sto caso l'algoritmo procede prendendo g¢;y; uguale ad un qualsiasi vettore
nell’ortogonale del generato di q1,...,q;.

Osservazione. Partendo da una matrice A hermitiana generica l’algoritmo
costa O(n3). Tuttavia, prendendo ad esempio A una matrice a banda 2p + 1,
il costo dell’algoritmo & solo (2p + 6)n?. Questo algoritmo & in genere indicato
per le matrici di grossa taglia e sparse.

Vediamo ora un teorema che mostra come una scelta opportuna di ¢; permet-
ta di minimizzare sia la complessita in tempo che quella in spazio dell’algoritmo

di Lanczos applicato alla matrice di partenza B = AO 0 nel caso in cui A

sia reale.

Teorema 13.1 (di Golub e Kahan). Sia A € R™*™ con m > n e B definita
come Sopra.
Allora scegliendo q1 in una delle sequenti forme

° g = <g> € R™" con u e R™ tc||ull, =1, oppure

o ¢ = (2) e R™" con v e R telv], =1

lalgoritmo di Lanczos genera una matrice tridiagonale dove tutti gli c; sono
null.

Inoltre, i vettori q; generati assumono in maniera alternata le due forme possibili
mostrate per qi.

Uy

0 > La dimostrazione per laltra

Dimostrazione. Consideriamo il caso q; = <

scelta di g; ¢ del tutto analoga.
Svolgendo l’algoritmo di Lanczos otteniamo

o1 =qf' B =

:(“{I O) AO 61 (%1)
< ) (2)-

()



e per g2 otteniamo

e poiché B; ¢ preso in modo da normalizzare ¢o, vale che||va]|, = 1, quindi ¢» &
in una delle forme possibili per ¢;, e precisamente nell’altra rispetto a ¢.
Analogamente ad o si ottiene che as = 0. Per calcolare g3 otteniamo

q3 = é [Bgz — fraq1] =

e analogamente a prima abbiamo ||us|l, = 1. Iterando il processo per il generico
vettore ¢; (che & facile da immaginare ma leggermente complicato da scrivere
perché bisognerebbe distinguere in due casi in base a che forma assumeva ¢;_1)
si ottiene la tesi. O

13.4 Metodi di rilassamento

Introduciamo ora un nuovo argomento. Sia A € C"*™ b € C" e cerchiamo la
soluzione = al problema

Ax =0

Sebbene esistano metodi per calcolare soluzioni esatte a questo problema, &
possibile applicare metodi iterativi per ottenere approssimazioni della soluzione
vicine a piacere alla soluzione esatta.
Per esempio, data una matrice A € C**™ con det(A4) # 0 possiamo scomporre
la matrice A = M — N, dove richiediamo che det(M) # 0, per poter trasformare
il problema originale in

=M "'Ne+M '
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e dette P := M~'N e q := M~'b, il problema diventa un problema di punto
fisso per la funzione Px + ¢, che puo essere risolto iterativamente con

28 = pgh-1) 4 g

Questo tipo di approccio & gia stato trattato nel corso di Analisi Numerica,
in particolare per quanto riguarda il metodo di Gauss-Seidel e il metodo di
Jacobi, che rinfreschiamo ora brevemente.
Scomponiamo A = D — B — C dove
a;; sei=7j

D := (d@j), con di,]’ = {

0 altrimenti
. —a;; seti>j
B = (b;;), con b;; = {0 altrimenti

—a;j; S€ 1< ]

0 altrimenti

C = (cij), con ¢ j = {

Questa scomposizione permette due tipi di raggruppamenti:

e M =D, N = B+, che ¢ la premessa del metodo di Jacobi, e che genera
una matrice Py = D=Y(B + C)

e M =D — B,N =C, che ¢ la premessa del metodo di Gauss-Seidel, e che
genera una matrice Pgs = (D — B)~1C

Ricordiamo ora brevemente un teorema visto ad Analisi Numerica (non ne
riporteremo quindi la dimostrazione):

Teorema 13.2. Se A ¢ una matrice tridiagonale, allora p(Pgs) = p(Py)?

Poiché (sempre per quanto visto ad Analisi Numerica) la velocita di con-

vergenza del metodo iterativo dipende dal raggio spettrale della matrice P, nel
caso in cui almeno una delle due tra Jacobi e Gauss-Seidel converga (ovvero
almeno una delle due, e quindi entrambe, abbiano raggio spettrale minore di
1), conviene scegliere il metodo di Gauss-Seidel poiché con raggio spettrale piu
piccolo.
Poiché abbiamo appena visto che la velocita di convergenza puo dipendere dalla
scomposizione di A che si usa, la domanda che viene spontaneo da chiedersi ¢
se esistano metodi che migliorino la velocita di convergenza rispetto a quella di
Gauss-Seidel. Introduciamo quindi i metodi di rilassamento.

Prendiamo w € C\ {0} e riscriviamo il problema originale come
wAxr = wb
e consideriamo la seguente scomposizione
M=D-wB, N=(1-w)D+wC

dove D, B e C sono definite come sopra.
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Definizione. Nel caso di w reale, se w < 1 si parla di metodo di sottorilassa-
mento, mentre se w > 1 si parla di metodo di sovrarilassamento. Quest’ultimo
¢ noto anche come SOR (dall’inglese, successive over-relaxation).

Osservazione. Per w = 1 si riottiene Gauss-Seidel.

Il metodo iterativo generato da questa scomposizione ¢ il seguente

2®) = (D —-wB) ' [(1 —w)D 4+ wC] 2%V +w(D —wB) '
( ) )
=:H(w)

Operativamente, otteniamo che

2™ = H(w)z* Y +w(D —wB)™ '
I
Dz® = (1 —w)Dz* Y + wBz™® 4+ wCz*=Y + wh

=

e = (1 —w)z* Y fwD™? [B:E(k) + Cxb=D 4 b}

da cui, coordinata per coordinata,

i—1 n
XTI NCE P B S
j=1

i s
bt j=i+1
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14.1 Velocita di convergenza del metodo di rilassamento

Abbiamo visto nella scorsa lezione la definizione di metodo di rilassamento,
ovvero un metodo iterativo convergente alla soluzione del problema Az = b.
Abbiamo visto che la velocita di convergenza dipende dal raggio spettrale della
matrice H(w), che dipende da w. Vediamo ora che relazioni ci sono tra p(H (w))
e w, e in che condizioni possiamo avere velocita di convergenza ottimale.

Teorema 14.1 (di Kahan). p(H(w)) >|1 — w|

Dimostrazione. Il determinante di una matrice corrisponde al prodotto dei suoi
autovalori. In particolare

det(H@)| =[] M <pH@)"
AESP(H (w))
Vale anche, per Binet,

det(H(w)) = (det(D — wB)) ! det((1 — w)D + w0)

Poiché (D — wB) & triangolare inferiore, il suo determinante coincide con il
prodotto degli elementi diagonali, ovvero

det(D — wB) = det(D)
In modo analogo, e sfruttando la multilinearita del determinante, si ottiene
det((1 — w)D 4+ wC) = det((1 —w)D) = (1 — w)™ det(D)

Sostituendo i due risultati appena ottenuti nella formula per il determinante di
H(w) otteniamo

det(H(w)) = (det(D)) (1 — w)™det(D) = (1 — w)"
Allora si ha
1wl =|(1 - )| =
= |det(H (w))| =

= II w<

AeSp(H (w))
< p(H(w))"

da culi si ottiene la tesi. O

Osservazione. Poiché per la convergenza & necessario che p(H(w)) < 1, abbia-
mo come condizione necessaria per la convergenza |1 —w| < 1. In particolare,
nel caso di w reale, deve valere 0 < w < 2.
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Vediamo ora come, nel caso di A definita positiva e w reale, € possibile
garantire la convergenza del metodo di rilassamento.

Teorema 14.2 (di Ostrowski-Reich). Sia A definita positiva (ovvero hermitiana
eVo € C"\ {0}, 2 Az > 0). Se 0 < w < 2 allora il metodo di rilassamento ¢
convergente.

Dimostrazione. Vogliamo mostrare che p(H(w)) < 1.
Poiché A = AH vale C = BH. Riscriviamo allora H(w).

H(w) = (D —wB)™! [(1 —w)D+ wBH] _

Consideriamo ora la matrice (A — H(w)” AH(w)) e facciamo vedere che & an-
ch’essa definita positiva. Riscriviamola nel seguente modo

A-HwPAHW)=A- (T -F)7AI-F)=
=A-A+AF+FPA-FHAF =
=FH(FHA+ AF~' - AF =

_pH <1(D —wBH)A7IA + AlA*(D —wB) — A> F=
w w

2
D-BE_B-_A|F=
N — |

w
—-D

2
= ( — 1) FEDF
w

Osserviamo ora che, poiché 0 < w < 2, % — 1 > 0. Inoltre, D & diagonale e
positiva (d; ; = el Ae; > 0) quindi in particolare definita positiva, e la proprieta
di essere definiti positivi ¢ invariante per congruenza. Quindi anche FHDF
moltiplicata per una costante positiva e definita positiva. In particolare, A —
H(w)? AH(w) & definita positiva.

Sfruttando questo fatto, mostriamo che p(H(w)) < 1. Sia A un autovalore di
H(w) e = un relativo autovettore. Poiché A — H(w)” AH(w) & definita positiva
deve valere

— fpH

(A - Hw)? AH(w))z > 0
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Sviluppiamo e otteniamo

0<azf(A- HwHAH(w))z =
=2 Ax — 2P H(w)? AH (w)zx =
=" Ar — (H(w)2)" A(H(w)z) =
=2 Az — |\ 2" Az =
— (=P gH g
>0
da cui segue che necessariamente 1 —|X|* > 0 ¢ quindi la tesi O

Nel caso in cui A sia tridiagonale ¢ possibile migliorare il risultato. In
particolare e possibile trovare esplicitamente w che massimizza la velocita di
convergenza, e si dimostra che ¢ unico, ovvero:

Sl . p(H(wo)) = min, p(H(w))

2
wWo =
1+ /1 —p(Py)?
Per gli interessati, questo fatto &€ dimostrato nella dimostrazione del teorema
5.28 del libro Metodi Numerici per 1’Algebra Lineare.

Il miglioramento dato da questa scelta di w puo essere significativo. Vediamo
un esempio pratico:

In questo caso vale

p(PJ) ~ 0.9009688
p(Pgs) ~ 0.81
wo ~ 1.394812
p(H (wp)) =~ 0.3949117

p(H(wo)) = p(Py)? = p(Pas)*®

In questo caso, quindi, il metodo ottenuto con questa scelta di w ¢ 9 volte piu
veloce del metodo di Jacobi e 4.5 volte piu veloce del metodo di Gauss-Seidel.
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14.2 Equazione di Poisson monodimensionale

Cerchiamo di risolvere il seguente problema differenziale

d2
—@v(m) =f(z), 0<zx<l1

Dove v ¢ incognita e f € nota. Un’equazione del genere si chiama equazione di
Poisson monodimensionale.

Aggiungiamo nelle ipotesi delle condizioni agli estremi, ovvero v(0) = v(1) =0
(dette condizioni di Dirichlet).

Un metodo per risolvere questo problema comincia prendendo N + 2 punti
equispaziati nell’intervallo [0, 1] (la scelta di N +2 ¢ data dal fatto che 2 di questi
punti saranno 0 e 1, e i valori di v in questi punti sono gia noti. Cosi facendo
lavoreremo con esattamente N valori incogniti). Ponendo h = ﬁ possiamo
definire questi punti come x; := ih, i = 0,..., N 4+ 1. Poniamo ora v; := v(x;)
€ f,L = f(I,)

Scriviamo ora due sviluppi di Taylor al quarto ordine di v centrato in x;.

ol — 1) = v — b (o) 0 ) — o)+ 00

3!
, — ) (e hiz (2) (. }Ld 3) (. 4
v(z; + h) = v(z;) + ho'(x;) + 5V (x:) + T (x;) + O(h?)
Sommando membro a membro otteniamo
@) 1 2
v'(x;) = = (v(z; — h) — 2v(z;) + v(z; + h)) — O(h?)
h2 L A

i
che secondo la notazione introdotta prima e sfruttando v®)(z) = f(z), diventa
vi_1—2vi+vi+1:h2fi+h27i, i=1,...,N

Poiché abbiamo aggiunto le condizioni vg = vy+1 = 0 possiamo riscrivere l'in-
sieme di queste equazioni come un sistema lineare a N incognite e N equazioni:

2 -1
V1 fi T1
-1 =h*| : | +n®
—1 (Y In TN
—1 2 L ] L
L ] = =:f =T
::TN

Poiché perd tutte le componenti di 7 sono degli O(h?), Papporto dato da h?7 &
un O(h*). E’ lecito quindi considerare il problema approssimato

Tyt = h%f
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15.1 Considerazioni sull’equazione di Poisson monodimen-
sionale

Nella scorsa lezione abbiamo visto come trasformare il problema dato dall’e-
quazione di Poisson in un sistema lineare la cui matrice dei coefficienti & T .
Facciamo ora delle considerazioni su questo sistema lineare.

Cerchiamo di determinare quanto bene o mal condizionata sia Tn. FE’
possibile dimostrare che gli autovalori di Ty sono

Jm ,
Aj—Q(lcosN+1), j=1...N

e che gli autovettori relativi sono dei vettori z; normalizzati la cui componente
k esima e data da

2 Jkm
(k) = ;
zj(k) N+1SlnN+1

In particolare possiamo ottenere una decomposizione spettrale di Ty con

Ty = ZAZ"
dove A = diag(A1,...,An) € Z = (z1,...,2n). Ora che conosciamo gli autova-
lori di Ty possiamo fare delle stime su p(7},).
Con un semplice studio degli autovalori si ottiene che I'autovalore di modulo

massimo sara Ay e quello di modulo minimo sara A;. In particolare, per N
sufficientemente grande abbiamo che

N
)\N:2<1—COSN+1W>’»::4

T
AM=2(1- ~
1 ( COSN+1)

7-(2
~2|1-1—-——— =
( 2(N+1)2>

2

o
- (N +1)2
Otteniamo quindi che, per N sufficientemente grande, abbiamo p(Tx) &~ 4(1\; ng)Q .

Dato il problema Tnxv = h?f + h?7, avevamo ipotizzato di semplificarlo al
problema Ty = h%f poiché le componenti di 7 sono degli O(h?). Resta da
verificare perd quanto lecita sia questa semplificazione, ovvero quanto vicine
siano le soluzioni v e 0. Proviamo quindi a stimare ||v — 9]|,.
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Sicuramente vale Ty (v — ©) = h?7. Allora
v—b=hTy T
v —all, = ||p2Tx 7| <
< |75 el ~

o (N +1)2
h 2

Illz =
1 (N+1)?
= I7lly =

(N+1)2 72
O(lll,) =

=o(w])

Quindi supponendo che v sia sufficientemente regolare (ovvero che Hv(‘l) H sia
(oo}

Q

limitata), ’approssimazione di v a v ¢ lecita.

Prima di passare all’equazione di Poisson in dimensione 2, esplicitiamo una
forte relazione tra il sistema lineare appena descritto e un altro problema diffe-
renziale, che ci aiutera per algoritmi futuri(]EI).

E’ possibile riscrivere il sistema lineare che stiamo considerando come

h=2Tyv=f

Vediamo come gli autovalori e autovettori della matrice h=2T sono stretta-
mente legati alle soluzioni del seguente problema differenziale:

2 A N A~
—#zi(a:) = A\Zi(x)

20)=2%(1)=0
dove Z; e \; sono entrambe incognite@.

Con un po’ di esperienza delle equazioni differenziali si ottiene che le soluzioni
della prima equazione sono le Z; della forma

2i(w) = asin(x\/;i) + BCOS(ZE\/S\:)

Dalla condizione 2;(0) = 0 si ricava che necessariamente deve valere 5 = 0.

Dalla condizione 2;(1) = 0 si ricava che asin(v/);) = 0. Da questa condizione si
ottiene o che o = 0, che implicherebbe la soluzione banale di Z;(x) = 0 per ogni

141n classe non abbiamo davvero detto perché abbiamo esplicitato questa correlazione. Il
Demmel la giustifica con ”This correspondence will be the motivation for the design and
analysis of later algorithms.”

15Non & stato detto in classe ma il Demmel lo dice: una funzione 2; che rispetti la prima
equazione viene detta autofunzione dell’operatore di derivata seconda
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x, oppure che sin(v/ 5\1) = 0. Da quest’ultima condizione ricaviamo che v/ i
deve essere un multiplo qualsiasi di 7 e senza perdita di generalita possiamo
scegliere VvV \; = im.

Da cio ricaviamo le soluzioni

i i27T2

P
|

2:(x) = asin(irz)

Queste soluzioni sono strettamente correlate agli autovalori e autovettori di
h=2Ty per N grande. Infatti, gli autovalori di h=2Ty sono h™2); e

~ (N + 1)22i =ir% = X
2(N + 1)2

h72A = (N +1)%2 (1 — cos sz— .

o 2 . N ,
Analogamente, prendendo o = \/ T (e lo prendiamo cosi solo perché norma-

lizza il risultato che stiamo per ottenere) abbiamo che
zi(k) = Zi(xr)

15.2 Equazione di Poisson bidimensionale

Cerchiamo di risolvere il seguente problema differenziale

2 2
—%v(m,y) - giygv(xay) = f(xay)v (.T,y) €= (07 1) X (0’ 1)

che prende il nome di equazione di Poisson bidimensionale.

Analogamente a quanto fatto in precedenza, aggiungiamo nelle ipotesi delle
condizioni sugli estremi, ovvero che v(z,y) = 0 se (z,y) € 99, dove con Of
indichiamo la frontiera di 2.

Anche in questo caso dividiamo il quadrato [0, 1] X [0, 1] in un reticolo di (N + 2)x
(N +2) punti (in modo da avere esattamente N x N punti interni il cui valore
di v sia effettivamente incognito, visto che il valore ai bordi & noto). Fissiamo
N, poniamo h := w45 e definiamo w; = y; := ih, i = 0,..., N + 1. Abbiamo
quindi diviso 2 in N x N punti della forma (z;,y;), ¢,7 = 1,..., N. Poniamo

Vij = v(xiayj) e fiji= f(xi»yj)'

Possiamo usare lo studio fatto nel caso monodimensionale per studiare le
derivate parziali in z e in y. Otteniamo

2

— %U(%Q) s = 20 Ukhlg’J AN, + 7
=z,
Y=vy;

s 2055 — Vij—1 = Vijq1

- WU(ZL',?J) o = 2 + 7,5
=z,
y=y;
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Combinando le due si ottiene

0? 0?
fz‘,j = <_8x2”(5€71/) - ayﬂ(%zﬂ) - =

Y=y,
_ 4v; j — Vi1, — Vig1j — Vij—1 — Vij+1 iy
h? "
Questa formula viene anche chiamata formula a 5 punti, poiché per stimare la de-
rivata in un punto vengono usati il punto stesso e i punti sopra, sotto, a destra e a
sinistra (5 in totale). Sfruttando le condizioni vy ; = vn4+1,; = vi0 = vi,N+1 =0
otteniamo N? equazioni lineari in N? incognite.
Per esplicitare queste equazioni in un sistema della forma Av = f dobbiamo de-
terminare un ordine con cui mettere i v; ; nel vettore delle incognite. Il modo che
utilizzeremo per farlo & piu facilmente mostrato che spiegato. Rappresentiamo
I'insieme dei punti v; ; come una matrice e definiamo v; tale che

V1,1 V21 ... UN,1 U1 UN+1 .-+ UN(N-1)+1
V12 V22 : _ |2 Un42
U1,N ... UN,N UN UN2
Per gli amanti delle formule, v;; =: vy(;i—1)4;. Numeriamo analogamente

fig =1 ING=1)+5-

Si pud dimostrare (e si pud provare a mano un caso con N piccolo per con-
vincersi del perché funziona cosi) che ponendo Ty« y come la seguente matrice
tridiagonale a blocchi

Ty +2IN | —1In

_IN

Ty =
. Iy
—In | Ty + 21N

dove T & definita come nella lezione precedente e Iy ¢ identita di taglia N,
allora vale
Tnxnd=hf

Facciamo ora qualche considerazione su T« n-

Definizione (Prodotto di Kronecker). Date due matrici A, B rispettivamente
di taglie m X n e p X q qualsiasi, definiamo il loro prodotto di Kronecker, e
indichiamo con A ® B, la matrice

aLlB N almB
A ® B — . .

ama1B | ... | amnB
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Con questa definizione, basta scomporre Ty in

Ty oIy | —Iy

—Iy

Tnxn = - +
g . | =1y
TN *IN 2IN

per notare che vale
Thun=ITQTN+TN®I

Sappiamo, perd, che Ty = ZAZT. Sfruttiamo ora due proprietd del prodotto
di Kronecker per ottenere una decomposizione spettrale di Ty« n-

e (A®B)T = AT BT
e (A®B)(C®D)=(AC)® (BD) se i prodotti AC' e BD sono ben definiti

Sostituendo a Ty la sua decomposizione spettrale e utilizzando le proprieta
otteniamo
Tnxn =(Z@Z2)IN@A+ARIN)(Z® Z)T

dove ¢ facile verificare che la matrice (Iy ® A + A ® Iy) sia diagonale.
Allora gli autovalori di Tnxny sono tutti della forma A;; = A + A;. Gli
autovettori relativi sono z; ; := z; ® z;.

15.3 Metodi iterativi per Poisson bidimensionale

Abbiamo visto come sia possibile trasformare I’equazione di Poisson bidimensio-
nale in un problema di risoluzione di un sistema lineare, che sappiamo risolvere
tramite metodi iterativi. Vediamo ora in pratica come si applicano tre dei si-
stemi iterativi che conosciamo su questo specifico problema. Analizzeremo il
metodo di Jacobi, il metodo di Gauss-Seidel e il metodo di rilassamento SOR.

Sappiamo che il metodo di Jacobi si basa su un’iterazione della forma
x(m-&-l) — D—l(B + C)I(m) —|—D_1b
Algoritmicamente, un’iterazione di Jacobi diventa:

for int i =1 ton do

m—+1 m
A (05 )
end for

Nel nostro caso, riutilizzando la notazione v; ; invece della v; poiché piti comoda
per scrivere il codice, 'm-esima iterazione diventa:

for int i =1 to N do
for int j =1 to N do
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(m+1) _
U @]

end for

= L™ ol o o+ R2 )

end for

Nel metodo di Jacobi, quindi, all’m-esima iterazione tutti i v( i m+1) possono esse-

re calcolati in ordine indipendente I'uno dall’altro. Cio non vale per Gauss-Seidel
e per il metodo di rilassamento SOR.

Il metodo di Gauss-Seidel si basa su un’iterazione della forma
2™ — (D - B)~'Cz™ + (D - B)"'b
che algoritmicamente diventa, rimaneggiando un po’ I’equazione

for int : =1 ton do

m—+1 m+-1
" = % (bz‘ =i awxE e 2j>i awx; ))
end for

In questo caso quindi le componenti del vettore z(") non possono essere cal-
colate in ordine indipendente ma vanno necessariamente calcolate dalla prima
all’'ultima.

Analogamente, l'iterazione di SOR

2D = (1 — W)™ 4 wD™Y(Bz™ Y 4 0™ 4 b)
induce il seguente algoritmo

for int ¢ =1 to n do

xEerl) — (1 _ («U)JZZ(-m) + ﬁ (bz _ Zj<1 al’]x§m+l) _ Z]>z al’JxE ))
end for

quindi anche in questo caso 'ordine in cui vengono calcolate le componenti di
z(™) & obbligato. In generale perd, poter calcolare pilt cose in ordine indipen-
dente ¢ una proprieta comoda da avere poiché permette di svolgere conti in
parallelo. Vediamo quindi come & possibile modificare raggruppare le compo-
nenti (i, 7) del vettore v per poter garantire una parziale indipendenza di ordine.

Preso I'insieme delle componenti v; ;, immaginiamo di dividere il quadrato
che esse descrivono in una scacchiera rossa e nera e dividiamo I’insieme originale
delle componenti in due sottoinsiemi: le componenti rosse e le componenti nere
(questo ordinamento prende il nome di BR~ordering, o ordinamento rosso-nero).
Osserviamo ora un’importante proprieta: ad ogni passo, il valore aggiornato di
ogni componente, indipendentemente dal colore, dipende esclusivamente dal va-
lore dei vicini, che sono necessariamente del colore opposto. In particolare,
preso uno dei due sottoinsiemi, i valori aggiornati di ciascuna delle componenti
di questo sottoinsieme non dipende dalle altre componenti dello stesso sottoin-
sieme. Quindi i valori delle componenti rosse possono essere calcolati in ordine
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indipendente tra le componenti rosse e i valori delle componenti nere possono
essere calcolati in ordine indipendente tra le componenti nere. Possiamo scrive-
re quindi un nuovo algoritmo composto da due cicli for consecutivi, dove ogni
ciclo for puo potenzialmente svolgere tutte le sue iterazioni in parallelo. Per
Gauss-Seidel, ’algoritmo é:

for (i,7) € {componenti rosse} do

m+1 m m m m
”g,j = i(vg—l),j + Uz(+1),j + /Ui(,jll + Ug,jj—l + h2fi,j)
end for

for (i,7) € {componenti nere} do

+1 +1 +1 1 +1
vZ(T;L ) = i(”z@m) + vz(-ri-nl,j) +,Uz(,7_?j1) + vz(?-i-l) + B fij)

end for
Per il metodo di rilassamento SOR, invece, abbiamo:

for (4,7) € {componenti rosse} do
m—+1 m w m m m m
Ug,jJr J=(1- W)Uz(,j) + Z(vz(fl),j + ”§+1),j + Uz(,jzl + 'Uz(,jll +h2fij)
end for

for (i,7) € {componenti nere} do

m+1 m m—+1 m—+1 m—+1 m+1
Ug,j ) = (1- W)“i,j) + %(Ul(—l,j) + vz‘(—O—l,j) + Ug,j—l) + Ug,j+1) + thi’j)
end for

Facciamo ora delle considerazioni sulla velocita di convergenza dei tre metodi
analizzati.
Per il metodo di Jacobi, scomponiamo la matrice T« in

Tnxn =4Iy — (4N —Tnxn)

Allora la matrice di iterazione ottenuta per il metodo di Jacobi &

_ 1
Py=4In)" 4In —Tyxn) =1 — ZTNXN
In particolare, gli autovalori della matrice P; sono tutti della forma 1 — )‘Zj

dove

s Vs
>‘i,j/\i+)‘j42<COSN+1+CosN+1)

Allora, per N grande, vale

p(Py) = max % (cos Nlj- T + cos ij_ 1)‘ =
— i ~
=08 g A
2
SR TG



Osserviamo che quindi, per N — oo, p(Py) — 1.

Per confrontare la velocitd di convergenza dei tre metodi, fissiamo e~! come
soglia di precisione arbitraria e vediamo quante iterazioni sono necessarie per
ciascun metodo per ridurre l'errore al di sotto di e~!. Un modo per stimare il
numero di iterazioni necessarie per ridurre I'errore al di sotto di una certa soglia
¢ prendere I’m pit piccolo per cui il valore p(P)™ & sotto la soglia scelta, dove
P & la matrice di iterazione del metodo considerato.

Per Jacobi abbiamo che

p(Py)" = e

Q
|

dove n = N? corrisponde al numero di incognite. In particolare, supponendo
che per ogni iterazione aggiornare una componente costi O(1), poiché ogni itera-
zione deve aggiornare n componenti e poiché il numeri di iterazioni per portare
errore vicino a e=! & O(n), il costo totale per portare tutto il vettore ad un
errore sotto la soglia & di O(n?).

Per Gauss-Seidel sappiamo che p(Pgs) = p(Py)?. In particolare il numero di
iterazioni necessario per portare l’errore sotto la soglia di e~! con Gauss-Seidel
¢ la meta del numero di iterazioni necessarie con Jacobi. Quindi in questo caso,
sfruttando i conti fatti prima

(N +1)?

~
~

™

Anche in questo caso quindi, nonostante sia comunque pit conveniente di Jaco-
bi, il numero di iterazioni da svolgere per portare I’errore sotto la soglia & O(n),
quindi il costo totale ¢ O(n?).

Per il metodo di rilassamento SOR, invece, il costo totale & migliore.
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La scelta di w ottimale si ha per

2

Wo =T
1+SIHN7+1

Per questa scelta otteniamo@

2
s
(COS m)

P(PsoRropt) = ———F—~ ~
(1+sin 7%7)
~1- 2n
N+1

In particolare otteniamo che il numero di iterazioni da svolgere per portare
Perrore sotto la soglia & O(N) = O(y/n). Quindi abbiamo che il costo totale
dell’algoritmo & O(n?)

161] motivo per cui la scelta ottimale di w sia wo definito come sopra e che il raggio spettrale
di PsoRropt sia uguale alla frazione riportata ¢ spiegato nella parte finale del capitolo 6.5.5 dell
Demmel. La dimostrazione non ¢ stata fatta in classe ed € un po’ troppo lunga per riportarla
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16 11/11/2020

16.1 Metodi del gradiente

Introduciamo ora un’altra famiglia di metodi iterativi per la risoluzione di
Az = b dove A & una matrice reale definita positiva.

Sia A € R™*™ b € R™. Per calcolare iterativamente vettore z = A~'b senza
conoscere esplicitamente A~1 (che esiste perché definita positiva), definiamo il
seguente funzionale

O(x) = leAx — vz
2

Derivando questo funzionale otteniamo

T
— (92(=) 9%2(z) " _
Vo) = (B . W)~ Az
In particolare otteniamo che Az = b <= V®&(x) = 0, quindi il problema
originale puo essere tradotto in un problema di ricerca di punto stazionario per
®(x). In particolare, poiché la matrice ¢ definita positiva, il punto stazionario
¢ un punto di minimo globale(]z[).

Descriviamo ora un metodo dipendente da una scelta che generera una fa-
miglia di metodi iterativi, le cui possibili implementazioni discuteremo poi.
Per comodita poniamo r(z) := b — Az il vettore residuo. Osserviamo che
r(z) = =Vo(z).

Sappiamo che Az* = b <= ®(z*) = mingegrn P(x). Dato un vettore xy al
passo k-esimo, vediamo come ottenere un vettore xyy1 per ottenere una succes-
sione di vettori convergenti a x*.

Scegliamo p; una direzione di decrescita per ® in x. Un vettore py € una
direzione di decrescita per ® in x; se vale

Pk V(1) <0

Chiaramente questo vettore non ¢ unico. Dalla scelta di questo vettore dipen-
dera il tipo di metodo che otterremo. Scelto pg, poniamo xy11 = xp + Pk
dove oy, € scelto in modo tale che

O(zy + agpr) = min ®(xy, + apy)
a€eR

Sostanzialmente, per xj41 prendiamo il punto di minimo di ® nella retta di
direzione p; passante per xg.
Per calcolare esplicitamente «y, essendo un punto di minimo, deriviamo ®(xzy +
apy,) rispetto a . Otteniamo

0
8704(1)(96’“ + api) = (z + opr) " Apr — b py,

17Non dimostrato in classe, metto la (breve) dimostrazione nelle appendici
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Per ottenere oy dobbiamo imporre che la derivata in «y si annulli, da cui
otteniamo - -
(b— Azy)" pi _ TkDPk

pi Apr pi Apr

Qp =

dove abbiamo posto per semplicita di notazione ry := r(zy). Ricordandoci che

r(z) = —V®(z), che pf V®(x)) < 0 e che p} Ap, > 0 (poiché A & definita
positiva) otteniamo

= 7"TkTpk

Py Apy,

La successione degli x cosi definita converge a z*.

>0

Osservazione.
The1 =b— Axp1 =
=b-— A(mk + akpk) =
=b— Az + Aagpr, =
=71 — o Apy

da cui otteniamo

Tk = (e — axApe) pr, =
= TkTpk - OékApfpk =
=ripr—ripe =

=0

Quindi ad ogni passo il residuo e ortogonale alla direzione del passo precedente.

16.2 Steepest Descent

In base a come scegliamo py otteniamo dei metodi iterativi diversi. Un metodo
classico, detto ”steepest descent”, si ottiene prendendo py = rk@. In questo
caso otteniamo pf+1pk = 0, ovvero ogni direzione ¢ ortogonale alla direzione
precedente.

Per studiare la velocita di convergenza di questo metodo, consideriamo ey :=
x* — xp, Perrore al passo k-esimo. Detti Apax € Amin gli autovalori di modulo
massimo e minimo di A, mostriamo che vale

T A < >\max - >\min 2 TA
Cri1ACk+1 S | vV €. Aey
ot >\max + )\min b

18p, = 7 & una scelta valida poiché verifica la richiesta su py, ovvero pr@(a:k) =
rEVO(zg) = (=VO(21)) T VO(2k) = (VO (1)) VO(21)) <0
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Infatti, cominciamo osservando che

€1 =& — Thy1 =
¥ — (T + aprg) =

=€ — QT =
’I“%Tk
=ex— o Tk
ri Ary
Da cio otteniamo che
T
el Ae =|e TkTTk r Ale rkTTk e | =
br1€k+1 = | €k — Tk E— Tk | =
. Ary, T ATy,
T T T T
T ’I“k Tk T T Tk T'Lk ’r‘k Tk T Tk Tk
=epAey — 71 Aeg — e A1k + 1 Ay,
r. Ary r. Ary . Ary . Ary

Osserviamo ora che
Aep = A(x™ —xy) = Ax®™ — Az, = b — Az =1y,

quindi possiamo sostituire e ottenere

el Aepi1 = el Aey, — 77”57% (rf Aey,) — (eF A) Tk e + T rT Ary, =
k1 50k k SOk r,{Ark kO k rgArk k rgArk kAT
T pe, e (rire)® | (re)®
k r,{Ark TkTArk r%Ark
T, \2
T (7 k)
=e; Aep — —H—— =
k § ’I“,{A’r‘k
T, \2
T (rj; Tx)
=e Aep [1— ——LE 00— | =
ke OCk (rT Ary,)(ef Aey,)
T, \2
e egAEk 1 — (Tk Tk)

(rf Arg)(rf A=1ry)
dove I'ultima uguaglianza si ottiene osservando che

el Aep =rF ATTAAT I = 1L ATy,
Possiamo ora utilizzare la disuguaglianza di Kantorovich:

(.’EH(E)2 )\max>\min

>
(Z‘HAl')(l‘HA_ll') - (Amax + )\min)Q

Ve € R,
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dove Amax, Amin Sono gli autovalori di modulo massimo di A.
Sostituendo, otteniamo

el Aepi1 =elAen [1— (TE?";C)2 <
k+1 + k (rkTArk)(rZA‘lm) -

)\max)\min
o (1) -

/\max - Amin 2
= eZAek ()\ A )

IN

Per quantificare meglio questa velocita di convergenza, introduciamo la seguente

norma vettoriale
2] , = VaT Az

Ricordandoci che p(A)s = ﬁ"‘f”‘ ricaviamo dalla precedente disuguaglianza il
seguente risultato:

pa(A) — 1 pa(A) — 1\
lewsals < (22051 Yleslla < (225051 ) leol

Quindi ad ogni iterazione la precisione aumenta di un fattore dipendente da
p2(A). In particolare, se pua(A) ~ 1 il metodo converge molto velocemente,
mentre se ua(A) >> 1 il metodo rischia di essere molto lento.

Nella prossima lezione vedremo un metodo che cerca di migliorare questo pro-
blema di convergenza lenta.
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17 13/11/2020

17.1 Metodo del gradiente coniugato

Abbiamo visto il metodo di steepest descent come soluzione del problema Ax =
b. Questo metodo era la specializzazione di un metodo del gradiente piu gene-
rale, che dipendeva dalla scelta ad ogni iterazione della direzione di decrescita py.

Vediamo ora un altro modo per scegliere questa direzione, che generera il
metodo del gradiente coniugato. Prendiamo

70 sek=0
Pk = . .
L + Bepr—1 altrimenti

dove [ € preso in modo tale che p; sia A-coniugato di px_1, ovvero che
pL Apr—1 = 0. Sostituendo la definizione di pj nella richiesta appena fatta
otteniamo -

T Apr_1

N S
P;;F_lApk—1

Verifichiamo ora che un tale py sia effettivamente una direzione di decrescita.
Utilizzando l'ortogonalita tra il residuo e la direzione del passo precedente (che
vale ad ogni iterazione e che abbiamo dimostrato nella scorsa lezione), otteniamo

PRV ®(xy) = —pLri =

= —(r + Bepr—1)"

Ty =

= —7’;{7% — Bk pzfﬂ"k =
| I |
=0
2
= —rllz <

<0

Osserviamo che non puo valere ||ry||, = 0 poiché implicherebbe z, = z* e
non ci sarebbe quindi bisogno di compiere un’altra iterazione. Da quest’ultima
catena di equazioni si ricava anche pgrk = rkTrk. In particolare, sostituen-
do nell’espressione generale per il valore di «j ricavata nella scorsa lezione,
otteniamo

7"%17"]C

Pk Ap

Mostriamo ora che residui successivi sono ortogonali, che ci servira per trovare

o =
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una formula piu semplice per B.

T T
T Tk—1 = Tjs (Pk—1 — Br—1pr—2) =
T T
=T Pk—1 —Bk-17T Pk—2 =
0
_ _ A T _
= —Br-1(rr—1 — ar—1Apr—1)" pr—2 =
T T
= —Br-17)_1Pk—2 +Bk—10k—1 Py 1 APr—2 =
—_ [
=0 =0
=0
Scriviamo ora in modo piu semplice 8. Per farlo, scriviamo due sviluppi di
T :
P Tk—1:
T T
PeTh—1 = (Tk + BrPr—1)

T T
= T Th—1 +BkDi—1Th—1 =
| I— |
=0

Tk—1 =

T
= /kak—l'r'k:—l =

= ﬂkrlzllrkrfl

Prrk—1 =D} (1k + ap—1Apg_1) =

= pfﬁg + ap—1 pprkq =
=0

T
= pk ’]"k =
= T%Tk
Da cio si ricava facilmente che
T
ﬂk _ ’I“k TEk
T
Tk—1Tk—1

17.2 Velocita di convergenza del metodo del gradiente
coniugato

Facciamo ora delle considerazioni sul numero di iterazioni necessarie per ottenere
una soluzione. In particolare, consideriamo il seguente teorema

Teorema 17.1. Supponiamo di avere un h tale che tutte le iterazioni del metodo
del gradiente, dalla prima alla h-esima, hanno residuo non nullo, ovvero sia h
tale che VO < k < h, r # 0.

Allora, per ogni 0 < j, k < h con j # k, vale

r,{rj =0
PrAp; =0
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ovvero tutti © residui, dal primo all’h-esimo, sono a due a due ortogonali, e tutte
le direzioni di decrescita, dalla prima all’h-esima, sono a due a due A-coniugate.

Osservazione. In particolare cio ci garantisce che, lavorando in modo pura-
mente teorico e non considerando le limitazioni di macchina, in al piu n passi
si ottiene la soluzione esatta x*. Se cosi non fosse, infatti, avremmo i primi n
residui non nulli e avremmo, per il teorema, n+ 1 vettori a due a due ortogonali
in R™, che e assurdo.

Dimostrazione. Dimostriamolo per induzione su h.
Sia h = 1. Allora dobbiamo solo verificare che

T

110 =20
p1Apo =0

ma queste sono vere per costruzione.

Supponiamo ora che la tesi sia vera per h e dimostriamo che vale per h + 1. Se
le ipotesi valgono per h+1 in particolare valgono anche per h, quindi per ipotesi
induttiva possiamo applicare il teorema sui primi h passi iterativi. Sappiamo
quindi che

rgrj =0
piApj =0
per 0 < j,k < h con j # k. Per completare il passo induttivo ci rimane solo da
dimostrare che
T£+1Tj =0
PE-HAPJ' =0
per 0 < j < h. Inoltre, come visto nel passo base, il caso j = h & vero per

costruzione. Dobbiamo quindi dimostrare le equazioni per 0 < j < h — 1.
Utilizzando ripetutamente 'ipotesi induttiva otteniamo che

r;a_lrj = (r, — ahAph)Trj =
= r,j;rj —ahpfArj =
| I— |
=0
= —anpt A(p; — Bjpj—1) =
—ap, pp Apj —Bjou p. Apj—
=0 =0

19Questi conti, anche se non formalmente corretti, funzionano anche per j = 0 anche se
compare il vettore p;_1. Infatti, per come ¢ definito pg, avremmo 79 = pp senza alcuna
componente p_1 (che non esisterebbe)
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Per quanto riguarda p%_HApj, riscriviamo prima Ap; = %(rj —rjt1). A questo
J

punto sviluppiamo

PEHAPJ' = (Th41 + 5h+1ph)TAPj =

T T
=Ty 14p; + Bry1 0y Apj =
=0
1
_ T _
= —Tppi(rj —7j41) =
aj
1 1
_ T T o _
= Tply = ThyaTj+1 =
Oéj |_0| ij

1
T
= = Thy1Tj+1
Q;

Per 0 < j < h — 2 quel prodotto € nullo per quanto dimostrato prima, e per
j = h — 1 quel prodotto diventa rfﬂrh che € nullo per costruzione. O

Abbiamo quindi un teorema che dimostra che in al pitt n passi si ottiene la
soluzione al problema, in assenza di limitazioni di macchina. Cid non & vero,
pero, nel caso in cui si implementi questo algoritmo con precisione finita. Per
questo motivo questo algoritmo viene considerato un algoritmo iterativo per ap-

prossimare x*, e non come un algoritmo finito per ottenere la soluzione esatta

T*.

Come criterio di arresto usiamo ||74]|, < €l|0]|5.

Implementiamo ora in pseudocodice ’algoritmo appena visto:
k=0, 20=0, 70 =b, po =10, vo =1l 10, tol = vy
while v, > tol do
w = App
ay = vy /pLw
Th4+1 = Tk + APk
Tk+1 =Tk — OpW
Vg+1 = TkTHTkH
Br+1 = Vky1/Vk
Ph+1 = Th+1 + Br1Pk
k=k+1

end while

L’operazione piu costosa del ciclo while &€ una moltiplicazione matrice-vettore,
che in generale ¢ un O(n?). Poiché per ottenere la soluzione esatta sono necessa-
rie n iterazioni, I’algoritmo in generale & un O(n?). Nel caso in cui A sia sparsa
e sia nota la struttura di sparsita, pero, il costo del prodotto matrice-vettore
diminuisce notevolmente. Inoltre, spesso il numero di iterazioni necessarie per
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ridurre la norma del residuo sotto la tolleranza considerata ¢ molto piu piccolo
di n, quindi non sono necessarie tutte e n le iterazioni.

Si puo dimostrare che, in modo analogo a quanto visto per lo steepest descent,
& possibile stimare la norma dell’errore al passo k-esimo con la potenza di un
parametro dipendente da pa(A). In particolare, detta ||z|| , = Va? Az, vale

el < (V2D =1 e,
Vie(A)+1

In questo caso, quindi, se pa(A) & 1 il numero di passi necessari sara significa-
tivamente minore di n. Se invece pa(A) >> 1, il numero di passi necessari sara
molto vicino ad n.

17.3 Tecniche di precondizionamento

Data un problema Az = b, esistono delle tecniche di trasformazione del pro-
blema atte a migliorare il condizionamento della matrice dei coefficienti del
problema considerato, lasciando invariate le soluzioni.

L’idea di base delle tecniche di precondizionamento ¢ quella di trovare due
matrici, C; e Cy invertibili e di forma, ” Semplice”@ tali che la matrice B :=
Cy IACQ_ ! sia meglio condizionata di A. A questo punto, invece di risolvere il
sistema Ax = b & possibile risolvere
CrlACy ! Oz = C7'b

| I L 1

=:B =y =:c

le cui soluzioni sono le stesse del sistema originale.

Se Cy = 1, si parla di precondizionamento a sinistra. Se C7 = I, si parla di
precondizionamento a destra.

La matrice M := C1C5 si chiama precondizionatore.

17.4 Metodo del gradiente coniugato con precondiziona-
mento

E’ possibile applicare tecniche di precondizionamento per migliorare 'efficienza
del metodo del gradiente coniugato. Per il gradiente coniugato si tende a consi-
derare Cy = C{ (e al posto di parlare di C; e Cs si parla di C e CT). In questo
caso e possibile descrivere completamente il metodo di precondizionamento solo
con la matrice M, necessariamente reale e definita positiva, da cui € possibile
ricavare C' tramite la fattorizzazione di Cholesky.

Alcuni metodi usano come precondizionatore la matrice M := diag(a1 1, ..., ann).

20 Ad esempio diagonali, triangolari, sparse con struttura di sparsitd nota, a banda...
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Un’altra scelta di possibile precondizionamento, nel caso di A sparsa con strut-
tura di sparsita nota, si basa sulla fattorizzazione di Cholesky di A. Data la
fattorizzazione A = LLT, si considera la matrice C' = (¢; ;) cosi definita

l@j S€ ag,j; 75 0

Cij = . .
0 altrimenti

Supponiamo ora di aver trasformato il problema originale Az = b in By = ¢
tramite matrici C,C7, e vediamo come modificare 1’algoritmo scritto preceden-
temente.

Definiamo il "nuovo” vettore residuo
Sk :=c— By, =
=0 —-CtAC gy, =

-1
=C Tk
A questo punto vale
spsg=riC IOy = rg My,

Per calcolare s} sj, dovremmo quindi calcolare I'inversa della matrice M per poi

moltiplicarla per un vettore. In generale, in casi come questo & piul conveniente

risolvere il sistema lineare Mz, = 71 e utilizzare direttamente z, = M ~lry

invece di calcolare esplicitamente M ~! per poi moltiplicarla per rk@.
A questo punto riscriviamo s{sk = rszk dove z; ¢ la soluzione del sistema
lineare Mz = 7.
L’algoritmo diventa:
k=0, 20=0, 1o =0, z9 t.c. Mzyg =19
Po = To, Vg = rgro, tol = g
while v, > tol do
w = Ap
ag = vg/prw
Th4+1 = Tk + QPk
Tk+1 =T — QW
calcolo zpy1 t.c. Mzpy1 = rg41
V1 = Thy1Zh+1
Brt1 = Vkg1/vk
Prt1 = C  2pq1 + Brs1bk
k=k+1

21pyd sembrare controintuitivo cercare di risolvere molteplici sistemi lineari Mz, = rj, per
evitare di dover risolvere esplicitamente il sistema Ax = b. In realta, data la ”semplicita”
(vedi nota precedente) della forma di C, risolvere Mz, = rj, & considerevolmente pitt semplice
di Az =b
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end while

Osservazione. L’operazione pit costosa della singola iterazione ¢ la risoluzione
del sistema lineare Mzp41 = Tp+1, che & piu costosa del prodotto matrice-
vettore del metodo del gradiente coniugato semplice. In generale, quindi, la
singola iterazione del metodo del gradiente coniugato con precondizionamento e
piu costosa della singola iterazione del metodo del gradiente coniugato semplice.
L’abbassamento del numero di condizionamento, pero, permette di diminuire il
numero di iterazioni necessarie, risultando quindi piu efficiente.

17.5 Gradiente coniugato per problemi rettangolari

E’ possibile adattare il metodo del gradiente coniugato per la risoluzione di
problemi Az = b dove A non ¢ una matrice quadrata, ovvero per risolvere il
problema dei minimi quadrati.

Data A € R™*™ con m > n di rango massimo, risolvere Ax = b significa
trovare = che minimizzi ||Az — b||,. Riscriviamo quindi questa norma per un
generico vettore y

[Ay — b)) = (Ay —b)"(Ay —b) =
=yTAT Ay —bT Ay — yTATb +bTb =
=yl AT Ay — 267 Ay + b7 =
1
= 2(§yTATAy —b" Ay) + T
Posta ®(y) := %yTATAy — bl Ay, minimizzare ®(y) equivale a minimizzare

| Ay — b||,. Possiamo quindi applicare il metodo del gradiente coniugato con ®
come appena definita.

Abbiamo
Vo(y) = —AT(b— Ay) = —ATr(y)
da cui
—VO(xy) = ATy =1 55,

Costruiamo ora xp11 = xk + agpg, dove py direzione di decrescita, in modo che
sia il minimo di ® sulla retta di direzione p; passante per xp. Procedendo in
modo analogo a quanto visto precedentemente, otteniamo
_ _Pisk
= 2

(| Apx |2

Vale quindi 7441 = 7 — ap Ap. Per quanto riguarda la direzione di decrescita
al passo k-esimo, scegliamo

So se k=0
Pk = . .
Sk + Brpr—1 altrimenti

&95
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con B, tale che pf (AT A)py_1 = 0. Analogamente a quanto fatto per il metodo
nel caso quadrato, otteniamo
SgATApkq

B — —p L AP
p£_1ATApk71

E’ possibile trovare delle formule pitt semplici per ay e 5.
Per a4, cominciamo osservando che
T _ T 4T, _
Ph—15k = D1 A" 1 =
T 4T
=P A (rh—1 — ap—1Apr—1) =
T AT T 4T
=pp 1 A o1 —ap_1pp AT Apr_1 =
T 2
= Pi—15k—1 — p—1||Apr—1ly =
=0

dove l'ultima uguaglianza segue dalla definizione di a_1. Segue che

pr sk = (sk + Bipr—1)" sk =
= Sgsk + B P{qsk =
gy

e stk =
2
= skll

Allora possiamo sostituire nella definizione di ay e ottenere

2

= Pisk_ lswlly
= 2 = 2
[Apklly  [[Apkll;
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Per Sy, utilizzando sfsk,l = O@, partiamo dalla formula che gia abbiamo:

s;‘fATApk_l .
Pf_lATApkfl
1
=
[ Ape—1ll5
T AT — k-1
= SkA Apk,]_ 3 =
[sk—1ll5
sp AT (—op—1Apr—1)
5 =
[sk—1ll5
sETAT (r, — ri—1) B
5 =
l[sk—1ll5
B s;;FATTk B s{ATrk,l B
2 2
skl llsk—1llz

T T
Sk Sk . Sk Sk—1 .

Br =

= *SgATAPk—l

2 2
Isk—allz  [lse-1llz

sgsk

2
lsk—1ll5

2

_ skl

= 2
Isk-1ll2

22Da dimostrare come esercizio
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18 20/11/2020

18.1 Metodi di Krylov

(Non c’¢ stata lezione il 18/11/2020)

Vediamo ora un’ultima famiglia di metodi iterativi per la risoluzione di sistemi
lineari Az = b.

Troviamo un modo per riscrivere il sistema lineare in modo da renderne piu facile
il calcolo della soluzione cercata. Partendo da y; := b, definiamo y; := Ay;_1
per ¢ = 2,...,n, e definiamo la matrice K = (yl ‘ ‘ Yn—1 ‘ yn) che ha per
colonne i vettori appena definiti. Osserviamo che per come abbiamo definito K
e i vettori y;, vale

AK =AWy | oo | Yt | yn) =

Ricordandoci che y; = Ke; (dove con e; intendiamo 1’i-esima colonna dell’iden-
titd), e definendo un nuovo vettore ¢ := K~ A"y, possiamo riscrivere

AK = (yg ‘ ‘ Yn ‘ A"yl) =
= (Keg ‘ ‘ Ke, ‘ ch) =
:K(eg ‘ ‘ €n ‘ —c) =
= KC
In particolare@
0 —C1
1 1
K TAK =C =
0
1 —c,

Tornando al sistema Ax = b, poiché vale Ke; = b, possiamo riscrivere il sistema
come
K1AKK 'z =K 'b=¢
| IS ) S—
C =

Risolvere questo nuovo sistema significa risolvere

_Cljn =1

3~?1 —Czin =0

Tp—1—Cn-1Zp, =0

23Una matrice C di questa forma si chiama ” companion matrix” o matrice compagna
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facilmente risolvibili. Per ottenere la soluzione del sistema originale basta poi
calcolare semplicemente r = K 7.

Il metodo per come & stato definito adesso, pero, comporta due grossi pro-
blemi:

e Calcolare il vettore ¢ comporta, di fatto, risolvere il sistema lineare K¢ =
A™y1, che non ha nessun motivo di essere piu facile da risolvere rispetto
al problema iniziale (anzi, nel caso di A sparsa, K & molto probabilmente
non sparsa, quindi questo nuovo sistema lineare potrebbe essere perfino
pit difficile del problema iniziale)

e La matrice K potrebbe essere molto mal condizionata. Infatti, le colonne
di K sono ottenute iterativamente moltiplicando la colonna attuale per una
matrice fissata per ottenere la colonna successiva. Per quanto visto nel me-
todo delle potenze, sappiamo che per N grande queste colonne convergono
all’autovalore relativo all’autovettore di modulo massimo, ovvero diventa-
no sempre piu parallele, cosa che comporta numero di condizionamento

alto@.

Per ovviare a questi problemi la famiglia di metodi che stiamo per descrivere,
che prendono il nome metodi di Krylov, utilizzano al posto di K una matri-
ce @ ortogonale costruita in modo che per ogni k = 1,...,n, le prime k colonne
della matrice ) siano una base dello spazio generato dalle prime k& colonne di K.

Definizione. Lo spazio generato dalle prime k colonne di K sara della forma
Span(yi, Ay1, ..., A¥"1y;). Uno spazio di questa forma si chiama spazio di
Krylov e si indica con Ki(A,y1)

Una tale matrice @) risolve i problemi dell’implementazione precedente. In-
fatti, per risolvere un sistema lineare che abbia lei come coefficienti basta usare
la sua inversa che corrisponde con la sua trasposta. Inoltre, & sicuramente ben
condizionata perché per @) ortogonale vale p2(Q) = 1.

La matrice ) che considereremo sara quella ottenibile dalla fattorizzazione
QR di K = QR. Vediamo ora come poter calcolare ) senza dover calcolare
esplicitamente K per poi doverne trovare una fattorizzazione QR. Cominciamo
osservando che

C=K''AKR'QTAQR
J
QTAQ = RCR™!

In particolare poiché R, R~! sono triangolari superiori e C & in forma di Hes-
senberg superiore, anche QT AQ ¢ in forma di Hessenberg superiore. Definiamo
H:=RCR'=QTAQ

24Non so davvero perché comporti un numero di condizionamento alto. Se qualcuno sa
spiegarmelo lo aggiungo
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Osservazione. Osserviamo che se A € simmetrica, anche H sarebbe simme-
trica. In particolare, poiché sappiamo gia che & in forma di Hessenberg, H &
tridiagonale.

Tra non molto faremo qualche approfondimento del caso A simmetrica (o sim-
metrica definita positiva), e in questo caso chiameremo la matrice T := H per
ricordarci che & tridiagonale e non solo in forma di Hessenberg.

Chiamiamo le colonne di @ = (q1 ‘ e ‘ qn) e vediamo come poterle ricavare
ricorsivamente questi vettori senza dover passare per K. Vale

QTAQ=H < AQ=QH

Leggendo l'ultima equazione sulla j-esima colonna, sfruttando la forma di H,

otteniamo:
j+1

Agj = qihi;
i=1

Allora, per 1 <m < j, vale

j+1
ahAG =Y amaihi; = hm;
i=1

poiché essendo le colonne di @ ortogonali tra loro e normalizzate, il prodotto
qr q; corrisponde al delta di Kronecker. Abbiamo quindi una strategia per cal-
colare gli h; ;. Per calcolare i vettori, invece, possiamo calcolari iterativamente
notando che, per trovare il j 4+ 1-esimo vettore, vale

J
hjt1iGi41 = Agj — Y aihi

i=1

Notiamo che anche se non abbiamo modo di calcolare h; 1 ; senza avere gia
il vettore ¢;41, questo non costituisce un problema per trovare il vettore q;41
utilizzando la formula appena trovata. Infatti sappiamo che g;41 € normalizzato,
quindi anche se lo troviamo a meno di scalare basta normalizzare il vettore
ottenuto per ottenere g;1.

L’algoritmo per calcolare tutti i vettori e:

a1 = b/Ibll;
for j =1to k do
z = Ag;

fori=1to j do
hij=qlz
z=2z—hi;q

end for

hivig =zl

Gj+1 = z/hj41
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end for

L’algoritmo utilizzato per calcolare @ si chiama algoritmo di Arnoldi. I vet-
tori g; vengono spesso chiamati vettori di Arnoldi.
Osserviamo che nel caso di A simmetrica e quindi 7' tridiagonale, 1’algoritmo
diventa 'algoritmo di Lanczos gia visto in passato, che € quindi un caso parti-
colare dell’algoritmo di Arnoldi.

Svolgendo n passi dell’algoritmo di Arnoldi otteniamo la matrice @) per poter
risolvere agevolmente il sistema e trovare la soluzione cercata. Tuttavia, svolgere
n passi € molto costoso. sarebbe comodo se, anche svolgendo k < n passi, si
riuscisse ad ottenere una soluzione approssimata sufficientemente vicina alla
soluzione cercata. Facciamo ora delle considerazioni su che approssimazioni di
x possiamo ottenere fermandoci al passo k-esimo dell’algoritmo di Arnoldi, che
chiameremo xy,.

Fermandoci al passo k-esimo, partizioniamo la matrice @ in Q = (Qk ‘ Qn)
dove Qp = (a1 | .- [ ) e Qr = (ars1 | - | qn)-

Osservazione. Ricordiamo che a questo passo, tutte le colonne di Q € qr+1
sono note, mentre tutte le colonne di @,, tranne la prima non sono note, e sono
quindi da considerare non utilizzabili per ottenere ’approssimazione xy,.

Con questa partizione, riscriviamo H:

_ _ QTAQk QTAQn . Hk: Hn,k
H=Q"4Q = [5ia0, Torag, ) = (e | 7.

Poiché sappiamo che H & in forma di Hessenberg superiore, sicuramente anche
Hj, ¢ in forma di Hessenberg superiore. Hj, ., invece, € quasi completamente
nulla eccezion fatta per I’elemento in alto a destra non necessariamente nullo
(per intenderci, elemento hyy1 di H).

Notiamo che Hy e Hy,, sono ricavabili con le informazioni che abbiamo, mentre
H, 1 e H, no.

Osservazione. Se A é simmetrica anche T lo €, per cui anche T, j € ricavabile
(poiché basta trasporre T}, ,, che & ricavabile).

Dopo k passi, le colonne di @ formano una base dello spazio Ky(A,b).
Hj, (o T}) viene detta la proiezione di A sullo spazio di Krylov. I metodi di
Krylov cercano approssimazioni di x nello spazio Ki(A,b). In base a come viene
scelta z si ottengono diversi metodi. Vediamo ora un teorema che mostra una
possibile scelta al passo k-esimo di .

Teorema 18.1. Sia A simmetrica e sia Ty, = QF AQy, ottenuta fermandosi al
passo k-esimo dell’algoritmo di Arnoldi. Data una soluzione candidata xp €
Ki(A,b), definiamo r, = b — Axy, il residuo.

Se Ty, e non singolare, allora scegliendo xy = Qka_161||bH2 si ha erk =0.

Se A é definita positiva, allora Ty ¢é necessariamente non singolare e, oltre al
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risultato precedente, si ha anche che questa scelta di xj, minimizza ||rg|| 4-1 .
Inoltre, sempre se A é definita positiva, vale r, = £||rg||ly gry1, ovvero ry €
parallelo a qi11 (che ricordiamo essere normalizzato per norma 2).

Dimostrazione. Per quanto riguarda il primo risultato del teorema, se suppo-
niamo 7}, non singolare e scegliamo xj; come sopra, vale

Qe = QL (b — Axy) =
= Qib —Qf Az, =
| I
=ei1l|b]ly
er||bll, — QFAQLTy Menlbll,) =
e1||blly =TT, e |lbll,) =
=0

Consideriamo ora il caso di A definita positiva. In tal caso, anche T}, & definita
positiva e in particolare non singolare.

Verifichiamo ora che tale scelta di z; minimizza ||| ,-.. Sia T € Ki(A,b)
un altro possibile candidato come soluzione che minimizza ||7|| ,—.. Poiché sia
x) che I stanno nello span delle colonne di ), possiamo esprimere Zj come
T = xp + Qz per un certo vettore z. Detto 7y := b — AZy, basta mostrare che
|7&]| 4—1 € minimo per z = 0. Infatti, osservando che

Pk =b— Az + Qrz) =1 — AQk2
otteniamo
75l = 7 ATy =
= (ry — AQy2)T A (ry — AQy2) =
=i A7y — (AQi2)T ATy — rff ATV AQuz + (AQr2) T AT AQ 2 =
=7kl -1 — 2(AQw2)"A™ ry +[|AQpz] 41 =

=|rkll -1 — 227 Qi +|AQr2] 41 =
=0
=7kl a1 +I1AQkzZ 41

e questo viene minimizzato se e solo se z = 0 (infatti viene minimizzato per
AQrz =0, con A invertibile e @}, di rango massimo).

Per concludere, osserviamo che se xy, € K (A, b) allorar, = b—Axy € Ki1(A,b).
Quindi 7, € combinazione lineare di q1,...,qg+1. Poiché pero Q{rk =0,7r; ¢
anche ortogonale a ¢q1,...,qr. In particolare, otteniamo che 7 appartiene allo
span di g1, e gli & quindi parallelo (e poiché gxy1 € normalizzato per norma
2, vale r, = £||ri ||y qrt1)- O

18.2 Gradiente coniugato come metodo di Krylov

E’ possibile esprimere il metodo del gradiente coniugato come un caso particolare
dei metodi di Krylov. Ricordiamo che il metodo del gradiente coniugato ¢ un
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metodo iterativo che parte da un sistema Az = b con A simmetrica definita
positiva e che & completamente identificato dalle seguenti relazioni ricorsive:

0 sek=0
€T =
4§ Th—1+ Qp_1Pk—1 altrimenti
70 sek=0
k= . .
b re + Bepr—1 altrimenti
o T%Tk
k =
pi Apx
o T%Tk
/Bk‘ - ’]"T r
k—1Tk—1

Mostriamo ora che utilizzando il metodo di Krylov che sceglie, al passo k-esimo
dell’algoritmo di Arnoldi, z;, = Q;T}, 'e1||b||, (come nel teorema precedente),
il metodo generato & equivalente al metodo del gradiente coniugato. Per farlo,
mostriamo che tra questi x; esistono le stesse relazioni ricorsive degli zj del
metodo del gradiente coniugato. Per evitare confusione, d’ora in poi parleremo
solo del metodo di Krylov: xj si riferira solo all’zy, del metodo di Krylov e non a
quella del metodo del gradiente coniugato. Torneremo a parlare di quest’ultimo
metodo alla fine quando mostreremo 1’equivalenza.

Data A simmetrica definita positiva, sappiamo che anche T} definita dal
metodo di Krylov e definita positiva. In particolare, modificando leggermente
la decomposizione di Cholesky, possiamo scomporla in

Ty = Ly Dy L}

dove L, & triangolare inferiore con elementi diagonali uguali a 1, e Dy, & diagonale
(con elementi diagonali positivi). Possiamo allora scrivere

z, = QT ter|bll, =
= Qr(LixDi L) er|lb]l, =
= QulLy," DLy teabl,

::P;C =Yk

Chiamiamo pq, ..., pr le colonne di P, = (131 ‘ ‘ ]Bk).

Proposizione 18.1. Le colonne di Py, sono A-coniugate.

25La notazione & un po’ infelice. Non si confondano gli y;, definiti adesso con gli y1,...,Yn
definiti nell’introduzione ai metodi di Krylov. Sono degli y; diversi. D’ora in poi quando
scriveremo vy, intenderemo quelli appena definiti.
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Dimostrazione. Dimostrare la proposizione equivale a dimostrare che la matrice
PI APy ¢ diagonale. Allora osserviamo che

PIAP, = (QeLy )" ALy ") =
= L, 'QrAQI LT =
= L' L; T =
= Dk:
]

Cerchiamo ora di esplicitare una relazione ricorsiva per zj per poterla poi
confrontare con quella del metodo del gradiente coniugato. Per farlo, esprimia-
mo una relazione ricorsiva per y; e Py con il vettore e la matrice ottenuti al
passo (k — 1)-esimo. Cominciamo osservando che possiamo scomporre T}, come

Ty, = Ly Dy LT =
1 1 i
dy
! _
. dk . lk*l
l—1 1 1
_ Ly_1 0 Dy 0 Ly lk—1€r—1
le—1éi_; |1 0 )\ 0o [ 1 )

dove con éj_; intendiamo la (k — 1)-esima colonna della matrice identita (k —
1) x (k—1) per distinguerlo dal vettore ej_; con cui intendiamo la (k — 1)-esima
colonna della matrice identita k x k. Riutilizzeremo questa notazione tra poco
per esprimere colonne della matrice identita (k — 1) x (k — 1).

Osserviamo, ricordandoci che T}, ¢ il k-esimo minore di testa della matrice T’
fissata, che le matrici Ly_1 e Di_1 sono effettivamente le matrici ”L” e ” D”
ottenute nel passo (k — 1)-esimo.

In particolare vale
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Possiamo quindi scrivere, per i, la seguente relazione con yx_1:

yp = Dy "Ly e ||b]], =

D71 —1
o e T R N I R P
-
o T4 )\ = [1)
1 1 ~
o R R (T
kl* d 1 0
_ | D L 11€1b2)
=)
_. | Y1
Nk

Per quanto riguarda P, rispetto a Py,_1, invece, vale:

Py =QuL; " =
=( Q-1 | ) =
= ( Qk—lLk_l

(e In)

Note queste equazioni di ricorrenza per y e per Py, possiamo scrivere per
x) la seguente relazione

xk:f)kyk:

:( Pp s ‘ﬁk) (]
Nk

= Pe1Yh_1 + P =
= Tp_1 + DrMk
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Possiamo trovare una relazione ricorsiva anche per pi. Infatti, riscrivendo Py, =
QkL,:T come Q) = PyL} e leggendo questa equazione sulla k-esima colonna,
otteniamo

qr = PrL ey, =

Lj—1 lp—16r—1

Il
—
?’pz

L
™
ES
N2
Il

=l 1P 161 +Pr =
= lp—1Pk—1 + D

da cul ricaviamo
Dk = qk — lk—1DPr—1

Per il teorema [18.1| sappiamo che r;_; € parallelo a g, che & normalizzato per

norma 2. In particolare possiamo riscrivere g come q; = Tl Th_1.
- 2

Sappiamo che zp = z;_1 + NP Moltiplicando a sinistra questa equazione per
A da entrambi i lati e ricordandoci che r, = b — Axy, otteniamo

Tk = Th—1 — N ADk

Nk

= possiamo riscrivere xrp = rp_1 +

Ponendo px_1 :=||rg—1ll, Pr € ag = H
NPk come ’

T = Tp—1 + QkPk

Per quanto riguarda px_1, vale

Pr—1 = ||Tk—1ll5 Pr =
=|re-1lly (qr — lh—1Pr—1) =

1
=|Irr—1ll5 ( The1 — lpm1———DPk—2) =
> Mrr-all k-2l
TE_—
=Tk_1 — lk—1Hk71”2pk—2 =
[re—2lly

= Th_1 + Br_1Pk—2

dove definiamo By := _lkW
k—1]|,

Ora che abbiamo definito x, px, ar e Bk, verifichiamo che corrispondono
agli stessi che avremmo ottenuto con il metodo del gradiente coniugato.
Abbiamo appena dimostrato che

Tk = Tp—1 + QkPk

Pr = Tk + BrPr—1
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Ad essere piu precisi, piu che averlo appena dimostrato abbiamo scelto oy, e [y in
modo da avere almeno queste due relazioni ricorsive gratuitamente. Verifichiamo
ora che ay, e By stessi rispettano le loro relazioni ricorsive. Cominciamo con ay.
Sappiamo che 1y = rx_1 — N Apr. Moltiplicando a sinistra questa equazione
per rkT_l da entrambi i lati, otteniamo

eyt = e lls — ki Apr =
Nk

T
r._1Ape_
Tr—1lly o '

2
= Hrk*1“2 - ”

e poiché r,{_lrk = 0 (perché ri_1, rgsono paralleli rispettivamente a qx € g1
che sono tra loro ortogonali) otteniamo

2
e lreally
Ire—ally Ty APk

Ak—1

che & esattamente come avevamo definito ay_1 nel metodo del gradiente coniu-
gato.

Con un po’ di conti, non svolti a lezione e lasciati per esercizio, si verifica che
anche la definizione di 8, appena data corrisponde alla definizione di £ del
metodo del gradiente coniugato.

Quindi, i due metodi sono equivalenti.

18.3 Sui metodi di Krylov

La scelta di x individua diversi metodi nella famiglia dei metodi di Krylov. Ne
elenchiamo ora alcuni:

e Scegliendo zj, che minimizzi ||ry||, otteniamo il metodo MINRES. Esiste
anche una versione piu generale, chiamata GMRES, applicabile nel caso
di A simmetrica ma non necessariamente definita positiva.

e Scegliendo z in modo da prendere 7 ortogonale allo spazio K (A, o), si
genera il metodo di Arnoldi, indicato anche con FOM.

e Scegliendo z, che minimizzi ||r4|| 4—., come abbiamo appena mostrato, si
ottiene il metodo del gradiente coniugato
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19 Appendici
19.1 02/10/2020 - det(I + wul) =1+ v w

Dimostrazione. Dimostriamolo per induzione su n, dove n ¢ la taglia delle ma-
trici considerate. Il passo base per n = 1 & vero in modo banale. Supponiamo
che sia vero per n — 1 e dimostriamolo per n.

Siaw = (w1,...,w,)T, u= (uy,...,u,)" edefiniamo i vettori w = (ws, ..., wy,)
e = (ug,...,u,)’. Vale

T

/(1 + wiug) ‘ wra?

Ty _
det(I, + wu') = det @ (In_1 + wilT)

T

= (1 + wlul) det(In,1 + ’lZJfLT) — wlﬂ Ul’lI) =

= (1 +wiw)(1 + a7D) — wywaT o =
=1+ wiu + 050 + wiu @0 — wyu @ W =
=14+ wiu —l—ﬂTﬁ):

=1+uTw

19.2 07/10/2020 - Esistenza di {5}

Il seguente fatto viene riportato con una traccia per la dimostrazione copiata
dal libro Metodi Numerici per I’Algebra Lineare@ ed e riportata qua solo per
completezza degli appunti, per non dover studiare da 7 fonti diverse.

Teorema 19.1. Sia {Ax} una successione di matrici tali che

lim Ak =1

k——+oo

e sia Ap = Qi Ry una fattorizzazione QR della matrice Ay.
Allora esistono matrici Sy diagonali e unitarie (cioé matrici di fase) tali che

lim QiSy = lim SpQr =1, lim SPR,= lim RySH =1
k—4o00 k—+oc0 k—+4o00 k—4o00

Dimostrazione (Traccia). vale

lim (QkRk - I) =0

k——+o00

e quindi, poiché gli elementi di @ hanno modulo limitato, si ha

li QM = 1 a —I)=
k_}riloo(Rk Qy) k—iTooQk (QrRr —1)=0

26http://people.cs.dm.unipi.it/bini/Metodi_Numerici_per_1’Algebra_Lineare.pdf
pagine 412-413, esercizio 6.30
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Poiché Ry, e triangolare superiore, segue che
I _(k) _ S
im ¢;;" =0, peri>j
Da cui, poiché @y € unitaria, si ottiene

lim g™ = o,

Wm g peri < j

Quindi qz(lk ) # 0 da un certo indice k in poi, e posto

6\
o*) 7 (k)

= k) — 4
Sk ’ [ (k)‘

4y

65"

si dimostri che

A, S0 = B @S =1

19.3 23/10/2020 - R, & diagonale

Proposizione 19.1. Sia Ry triangolare superiore tale che gli elementi diagonali
sono non negativi e ordinati in modo non crescente, di cui almeno uno non nullo.
Se R R, ¢ diagonale, allora anche Ry ¢ diagonale.

Osservazione. La richiesta di avere almeno un elemento diagonale non nullo
non e restrittiva poiché, applicando la tecnica del massimo pivot totale, 'unico
caso in cui R; abbia almeno gli elementi diagonali tutti nulli € il caso in cui la
matrice A di partenza € la matrice nulla. Possiamo supporre che A sia diversa
dalla matrice nulla poiché se lo fosse ci sarebbe ben poco da analizzare.

Dimostrazione. Si procede per induzione su n taglia della matrice. Il cason =1
e banale, poiché tutte le matrici di taglia 1 sono diagonali.

Supponiamo che la tesi sia vera per n — 1 e dimostriamola per n.
Scomponiamo R; nel seguente modo

T
R, = v
.

Considero allora il prodotto R Ry = A diagonale. Vale

RER, = -




Allora anche T} Ty & diagonale e, per ipotesi induttiva, T; deve essere diagonale.
Dall’ultima uguaglianza ricaviamo anche che T{Tv = 0. Poiché T} ¢ diagonale,
questa cosa puo accadere se e solo se almeno uno dei due ¢ nullo. Poiché per
ipotesi almeno uno degli elementi diagonali di R; € non nullo e poiché sono
tutti ordinati in ordine non crescente, sicuramente almeno il primo elemento
diagonale & non nullo, quindi 7} non ¢ la matrice nulla. Ne segue che v = 0.

Per come abbiamo scritto Ry, poiché v = 0 e poiché T e diagonale per ipotesi
induttiva, anche R; e diagonale. O

19.4 11/11/2020 - Il punto stazionario di ¢(z) &€ un minimo

globale
Proposizione 19.2. Sia A € R™"X" definita positiva e b € R™. Sia x* = A~'b.
1
O(x) = §xTAx — b

Allora x* non solo é un punto stazionario di ® (gia dimostrato nella lezione
11/11/2020) ma é un punto di minimo globale.

Dimostrazione. Mostriamo che per ogni = # z*, ®(z*) < ®(x).
Sia x # x*. Indichiamo con h := z — x* # 0 la differenza tra x e x*. Possiamo
riscrivere x = x* + h.

Vale
1
O(x) = §xTAx — bz =
1
= 5(95* +h)TA* +h) = b (" +h) =
1

1 1
*\T' * T *

1 1 1
=o(z*) + 5hTAa;* + 5(a:*)TAh + 5hTAh —bTh =

()T Ah + %hTAh —bTa* —bTh =

1 1 1
=o(z*) + 5(a;*)TAh + 5(gc*)TAh + 5hTAh —bTh =
=®(2*) + (") Ah + %hTAh —b"h

Poiché Az* = b possiamo riscrivere b7 = (2*)TAT = (2*)T A utilizzando la
simmetria di A. Sostituendo otteniamo

®(z) = ®(x*) + (%) Ah + %hTAh —bTh =
=®(2*) + (2")T Ah + %hTAh — ()T Ah =
= o(z") + %hTAh
Inoltre, poiché A e definita positiva, %hTAh > 0, quindi

d(z) = O(z*) + %hTAh > O(z*)
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