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1 Proprieta della gerarchia di Von Neumann

Proposizione 1.1. Siano x e y due insiemi, e sia o un ordinale. Se v Cy € V,, allora
x eV,

Dimostrazione. Per induzione transfinita su o.
e o = 0 : Vera a vuoto.

e o+ 1lsuccessore: x CyeVyy=axCyeP(V)=2CyCV,=>z2CV, =
=z eP(V,) =xe€ V.

e o= ) limite : Se x C y € V), allora esiste un ordinale v < X tale che y € V.. Per
ipotesi induttiva, x C y € V,, implica z € V,, e dunque z € V).



Cio conclude la dimostrazione. O

Proposizione 1.2. Sia § una famiglia di insiemi, e sia o un ordinale tale che § € V.

Allora, |JT € V.
Dimostrazione. Per induzione transfinita su o.

e o = (0 : Vera a vuoto.

e o + 1 successore : Sappiamo che Vi e transitivo, cioe X € § € V,,; implica
X € V,i1. Per come sono definite le gerarchie, cio implica che X C V,. Ora, se
y € X CV,, chiaramente y € V,,, e dunque |J§ C V,, da cui segue |J§ € Voqi1.

e o = ) limite : Se § € V), allora per definizione esiste un ordinale v < X tale che
§ € V,, e quindi per ipotesi induttiva |J§ € V, C V), che implica |J§ € V).

Cio conclude la dimostrazione. O

2 Chiusura transitiva di un insieme
Definizione 2.1 (Chiusura transitiva). Sia A un insieme. Allora, la chiusura transitiva
di A, TC(A), ¢ il minimo insieme transitivo che contiene A.

Proposizione 2.1. Per ogni insieme A, esiste la sua chiusura transitiva TC(A).

Dimostrazione. Usando la ricorsione numerabile e I'assioma di rimpiazzamento, definiamo

la successione
Ay =A
An—i—l = U An

E definiamo X = J,,_,, An. Mostriamo che X = T'C(A).

Innanzitutto, X e transitivo, dato che se x € y € X, allora esiste n € w tale che y € A,
da cui x € A, per costruzione, e dunque z € |J,,_, A, = X. Facciamo vedere che X ¢
minimale (per contenimento) tra gli insiemi transitivi che contengono A; sia Y un insieme
transitivo che contiene A.

Lo faremo provando che per ogni n € w vale A, C Y, per induzione su n.

e n =0 : Vero per ipotesi.

e n + 1 successore : Per ipotesi induttiva, A, C Y; dato che Y e transitivo, allora
anche (JA, = 4,1 CY.

Cio conclude la dimostrazione. O
Proposizione 2.2. Sia A un insieme, e sia « un ordinale. Se A € V,,, allora TC(A) € V,,.

Dimostrazione. O



3 Equivalenza dell’assioma di fondazione e dell’assen-
za di €-catene discendenti

Proposizione 3.1. Le sequenti proprieta sono equivalenti:
1. Assioma di fondazione
2. Per ogni insieme X, non esistono €-catene discententi infinite in X.

Dimostrazione. e (1) = (2) : Se per assurdo esistesse un insieme X contenente una
€-catena discendente, sia essa C' = g O 17 D ..., allora C sarebbe un controesempio
per l'assioma di fondazione, dato che banalmente per ogni ¢ € C, cN C # O.

e (2) = (1) : Se per assurdo esistesse x # () tale che per ogni t € z, tNx # O,
potremmo fissare una funzione di scelta f per P(z) e un elemento a € z, definendo
per ricorsione numerabile la successione

Top=a
Tpt+1 = f(xn ﬂl‘)

ottenendo cosl una €-catena discendente infinita.
O]

4 Sulla cardinalita dei livelli della gerarchia di Von
Neumann

Proposizione 4.1. Sia « un ordinale. Allora, |V,io| = Ja.
Dimostrazione. Per induzione transfinita su «:

e a =0 : Abbiamo mostrato a lezione che |V,,| = Ry = Ty, in quanto unione numera-
bile filtrante di insiemi finiti.

e a+ 1 successore : |V, (a+1)] = [Vieta)+1] = [P(Vara)| = 27 = Dot

e o = ) limite : Se A e limite, allora

Vsl = [ Viy €D 3, = max{|A,2,} = 2,

y<A y<A

Inoltre, dato che per ogni v < A vale |V, 41| > |Vous| = 3, allora [V,15| > 3. Si
conclude, usando il teorema di Cantor-Bernstein, che |V, ;5| = 3,.

]



5 Minimi livelli della gerarchia che contengono gli
insiemi numerici

In questo esercizio, vogliamo trovare i minimi livelli della gerarchia in cui si trovano gli
insiemi numerici Z, @, R e R x R.

Proposizione 5.1. I minimz livelli cercati sono:
1. Z € V4o
2. Qe Vo
3. ReV,3
4. RxR eV, 5

Dimostrazione. Ricordiamo come sono definiti gli insiemi di cui trattiamo: Z e un quo-
ziente di w X w, Q un quoziente di Z x Z e per R usiamo la costruzione canonica fatta
con i tagli di Dedekind di Q, dato che & quella meno ”costosa” da questo punto di vista.

1. Dato che w € V.1, per un esercizio che si trova piltt avanti sappiamo che w X w €
V1. Dunque, Z C P(w X w) € V49, che per la proposizione 1.1 implica Z € V5.

2. Dato che Z € V.5, abbiamo che anche Z x Z € V,.5. Ripetendo lo stesso
ragionamento di cui sopra, otteniamo che Q € V5.

3. Per costruire R a partire da Q, abbiamo fatto ricorso alla costruzione canonica
data dai tagli di Dedekind. Alla fine della costruzione, si riesce ad affermare che R
coincide con I'insieme dei tagli di Dedekind di Q, contenuto in P(Q). Ora, sappiamo
che Q € V.4, e dato che w+2 non & un ordinale limite, V5 non soddisfa I’assioma
delle parti, e dunque non possiamo dire che P(Q) € V5. Tuttavia, senza dubbio
P(Q) € Voi3', equindi R € V3.

4. Per poter avere R xR come oggetto dell'universo, dato che V,,, 3 non e chiuso per pro-
dotto cartesiano, dobbiamo andare almeno in V,,,4; tuttavia, RxR C P(P(IUR)) €
Va5, dato che nemmeno V.4 soddisfa I'assioma delle parti. Per la proposizione
1.1, concludiamo che R x R € V5.

La minimalita dei livelli trovati segue piuttosto facilmente dalla costruzione, le verifiche
sono semplici e non le riportiamo. 0

' semplice mostrare che ogni sottoinsieme di @ si ottiene come unione di singoletti contenuti in
Q C V41, ed essendo 'assioma dell’unione soddisfatto da ogni livello non vuoto si ottiene P(Q) C V,,15.



Osservazione 5.1. Notiamo che, per esempio, la costruzione di 7Z puo essere fatta sol-
tanto a partire da Vo, dato che P(w X w) € pit che numerabile, e dunque non puo
appartenere a V.1, il quale contiene soltanto insiemi al piu numerabili; tuttavia, la col-
lezione dei rappresentanti canonict delle classi di equivalenza é gia un elemento di V1.
C'io vale anche per Q, R e R xR; a seconda che si voglia poter costruire gli insiemi nume-
rict allinterno dell’universo o soltanto averli come oggetti, i risultati di questo esercizio
possono essere migliorati, abbassando di 1 il livello richiesto.

In realta, credo che il risultato principale dell’esercizio sia mostrare che si puo costruire
quast tutta la matematica usuale in lwelli prossimi a V,,.

6 Una congettura sui livelli della gerarchia

In questo esercizio, ci chiediamo se esistano livelli x della gerarchia di Von Neumann tali
che |V,| = k, e dove ogni insieme ha cardinalita strettamente minore di &.

Proposizione 6.1. Sia k un cardinale, kK > Ng. Allora, vale la proprieta di cui sopra se
e solo se k € un limite forte.

Dimostrazione. e = : Necessariamente, perché valga |V, | = k, k deve essere un limite
forte. Infatti, dato che tutti e soli i limiti forti sono i punti fissi della sequenza 3, e
che V| = 3, per ogni k > Vg, si ottiene |V,| = 3, = K, cioe k limite forte.

e < : Se k ¢ un limite forte, & un punto fisso della sequenza 3, e quindi |V, | = 3, = k.
Inoltre, essendo un limite forte chiuso per passaggio al continuo, se A € V,, allora
esiste un ordinale v < k tale che A € V,, da cui |[A| < |V,| =3, <3x =k = |V4|.

Cio conclude la dimostrazione. O]

7 Proprieta dei modelli naturali di ZFC

Proposizione 7.1. Sia o un ordinale. V, soddisfa l’assioma dell’infinito se e solo se
a>w.

Dimostrazione. e = : Sappiamo che w € V1, e che V.1 C V, per ogni ordinale
a > w. Si conclude per la proposizione 1.1.

e < : Supponiamo per assurdo che a < w, e che V,, soddisfi I'assioma dell’infinito.
Abbiamo due casi: se & = w, sappiamo che w ¢ V,,, dato che ogni ordinale o ha
rango p(a) = a. Essendo w il minimo insieme infinito, segue che V,, ¥ In finito,
assurdo. Se invece a < w, V,, e finito, e quindi se w vi appartenesse, avrebbe
cardinalita maggiore di quella dell’'universo, e questo e assurdo.

Cio conclude la dimostrazione. O



Proposizione 7.2. Sia o un ordinale. V,, soddisfa l’assioma delle parti se e solo se a ¢
limite.

Dimostrazione. e = : Se a = [+ 1 e successore, I’assioma delle parti non puo essere
soddisfatto. Infatti, se per assurdo lo fosse, prendiamo 3 € Vj4q;
allora, {#} C P(5) € Va41, che implica 8 € Vj, assurdo.

o <= : Se A e V), allora esiste 7 < X tale che A € V,. Allora, P(A) C V,, che implica
P(A) S ‘/74_1 C V), da cui P(A) € Vi.
L]

Proposizione 7.3. Sia o un ordinale. V, soddisfa 'assioma di scelta se e solo se o e
limaite.

Dimostrazione. Usiamo la formulazione classica di AC: sia X un insieme non vuoto. Al-
lora, esiste una funzione di scelta per X, f: P(X)\ {0} — X.

Innanzitutto, osserviamo che una tale funzione di scelta f € P(P((P(X) \ {0}) x X)).
Pertanto, V,, = AC se e solo se V,, |= Parti, cioe se e solo se «v & limite. Per quanto riguarda
I'esistenza, basta dire che V,, |= Separazione, e dunque (P(X) \ {O}) x X € V. O

Proposizione 7.4. Per quali ordinali « valgono le sequenti proprieta?

1. Se A, BeV,, Ax BeV,
2. Se A, BeV,, Fun(A,B) €V,

Dimostrazione. 1. Innanzitutto, se o € un ordinale limite, V,, soddisfa gli assiomi di
unione, coppia, parti e separazione, sufficienti a costruire il prodotto cartesiano di
due insiemi dell’'universo V,,. Se « e della forma o = A+ 1, con A limite, la proprieta
vale ancora: infatti, dati A,B € Vy,1, A,B C V), e allora per ognia € A, b € B
esiste un ordinale v < A tale che a,b € V. A questo punto, per definizione di coppia
ordinata (a,b) = {{a},{a,b}} € P(P(V,)) = V,12 C V). Dunque, (a,b) € V), e in
particolare A x B C V), da cui segue che A x B € V).

Mostriamo adesso che se « e della forma 3 + 2 la proprieta smette di valere. Dato
Vi = Va2, senza dubbio f41 € Vs, 9, mase valesse (5+1)x (5+1) € Vii9, che & vero
se esolose (B+1)x (B+1) C Vi, allora (5, 8) € Vsyr. Ma (5, 8) = {{b}} C Vi1,

e per transitivita varrebbe 8 € V3, assurdo.

2. Siano A,B € V,. Osserviamo prima di tutto che Fun(A,B) C P(A x B), cioe
perché un livello della gerarchia possa essere chiuso per funzioni, &€ necessario che
sia chiuso per prodotto cartesiano. Limitiamoci dunque a discutere i casi a = A
limite e « = A+ 1. Se « ¢ limite, V,, soddisfa ’assioma delle parti, e dunque si puo
costruire Fun(A, B) all'interno dell’'universo. Se a = A\ + 1, l'assioma delle parti
non ¢ soddisfatto, e dunque potrebbero esistere due insiemi A e B € V), tali che
Fun(A, B) ¢ Vyq1.

m



8 Una proprieta dei livelli della gerarchia con cofina-
lita non numerabile

Proposizione 8.1. Sia p(A,V,,Rg) =7(A CVLA|A] < Xg) = A e V,”. InV,, vale
©(A, V,,Ro) se e solo se Cof(a) > Ng.

Dimostrazione. Mostriamo che la proprieta p(A, V,, k) vale per ogni cardinale k > Ny:

e = : Se per assurdo fosse Cofa < k, allora posso considerare, se a = §+ 1 ¢
successore, Uinsieme A = {f}. A rispetta tutte le richieste, infatti |A| < &, e
A C V44, dato che 8 € Vii1. Dunque, dovrebbe valere che A = {8} € Vj44, da cui
B € V3, assurdo.

Se invece @ = A limite, Considero un A C X illimitato, e tale che |A| = Cof\ < k.
Dato che vale A C A\ C V), e quindi A C V), per ipotesi dovrebbe valere A € Vj.
Dato che V) = Unione, |JA = sup, 47 = A € V), e questo & assurdo.

e «: SeCofa > k, necessariamente « e limite, dato che se fosse successore, a = f+1,
{B} sarebbe un insieme illimitato in «, e dunque Cofa = 1. Sia ora A tale che
A CV,, e |A|l < k. Definiamo, per ogni a € A, §, := min{f < ala € Vs}; per
rimpiazzamento, dall’esistenza della mappa a — ¢, segue l'esistenza di A = {d,]a €
A}. A questo punto, mettiamo insieme i pezzi: vale che |A| < |A] < k, e dunque
A ¢ limitato in «, sia 6 = sup A. ¢ e tale che d, < § < a per ogni a € A, pertanto
a € Vs, C Vs implica A C Vy, cioe A € Vi C V.

Cio conclude la dimostrazione. O



