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Capitolo 1

Teoria sui Gruppi

1.1 Richiami di Aritmetica

DEFINIZIONE: Un insieme G dotato di un’operazione associativa, per cui esista un ele-
mento neutro e tale che per ogni elemento esista un inverso si definisce gruppo.

Se per ogni coppia di elementi vale la proprieta commutativa il gruppo si dice commutativo
o abeliano.

TEOREMA: Se G & un gruppo ciclico, allora

N/
G_{ Z/nZ conn>1
TEOREMA: Se G ¢ un gruppo ciclico allora & abeliano.

DEFINIZIONE: Sia S un sottoinsieme di G gruppo. Si dice che S genera il sottogrup-
po H se H ¢ il piu piccolo sottogruppo di G che contiene S, e si scrive H = (S5).

In particolare, se S = {s;},c;, S~ = {Si_l}‘el eT =SUS ! allora
(]
H = {H?:l ti|ti eT Vi,n> 0}

TEOREMA (TEOREMA DI LAGRANGE): Se |G| =ne H < G con |H| = d, allora d | n.

Dato G gruppo, |G| =n e d | n. Esiste H < G tale che |H| =d ?
e Se G ¢ ciclico, allora ne esiste uno e uno solo;
e Se GG ¢ abeliano, allora ne esiste almeno 1;
e Se d = p con p primo, allora esiste;
e Se G & un gruppo qualsiasi non & detto.

DEFINIZIONE: Un sottogruppo H < G si dice normale (e si indica con H < G) se per ogni
elemento x di G le classi laterali xH e Hx coincidono.

PROPOSIZIONE: Dato n gruppo G e un sottogruppo H di G,

HaG&VreGeHx ' CH



Osservazione. Se H < G allora G/H (I'insieme delle classi laterali) ¢ un gruppo, detto
gruppo quoziente, con operazione xH - yH := xyH.

DEFINIZIONE: Una funzione f : G — G’ si dice omomorfismo tra gruppi se f(zy) =
f(x)f(y) per ogni z,y € G.

TEOREMA: I sottogruppi normali di un gruppo G sono tutti e soli i nuclei di omomorfismi
di gruppi da G in un altro gruppo G'.

TEOREMA (TEOREMA DI ISOMORFISMO): Sia f : G — G', K = Ker f. Allora esiste
un’unica funzione ¢ : G/K — G’ iniettiva che renda commutativo il seguente diagramma:

Inoltre ¢ & surgettiva < f lo é.
Osservazione. Se K = Ker f, allora f(z) = f(y) & 2K = yK.

TEOREMA (TEOREMA DI ISOMORFISMO - VARIANTE): Sia f: G — G', K = Ker f,
H<aG e HC K. Allora esiste un’unica funzione ¢ : G/H — G’ (non necessariamente
iniettiva) che renda commutativo lo stesso diagramma (con H al posto di K) di cui sopra.

ESEMPIO: Studiare come sono fatte tutte le f : Z — Z/nZ dato un omomorfismo
¢ : Z/mZ — Z/nZ che rendano commutativo il seguente diagramma:

Consideriamo H = mZ. H C Ker f. Essendo mZ = (m) le f cercate sono tutti gli omo-
morfismi tali per cui m € Ker f, cioe f(m) = 0.

TEOREMA (CORRISPONDENZA TRA SOTTOGRUPPI): Sia f: G — G’ un omomorfismo
surgettivo. Allora:

e H<G= f(H) <G;

e H' <G = fY(H) <G,
e HaG = f(H)<G;

e H'uG' = f~YH)<G.

Inoltre se K = Ker f, i sottogruppi H < G che contengono K sono in corrispondenza
biunivoca con i sottogruppi H' < G'.
Analogamente vale per gli H < G.



1.2 Teoremi, Proposizioni, Esercizi sui Gruppi

In questa sezione sono raccolti sia teoremi che esercizi sui gruppi svolti durante le lezioni
e le esercitazioni. E quindi possibile che una dimostrazione qui proposta necessiti di defi-
nizioni, risultati e proposizioni analizzate in altre sezioni e capitoli.

DEFINIZIONE: In un gruppo G, definiamo una relazione di equivalenza detta coniugio,

taleche z ~y < 3g€ G : y=grg L.

Osservazione. La classe di equivalenza di un elemento x per coniugio sara cl(z) =
lyeGlIgeGy=grg™'} ={gzg™' | g€ G}.

CARATTERIZZAZIONE SOTTOGRUPPI NORMALI: Sia N < (. Allora:

N«G & N ¢ nucleo di omomorfismo

< N e invariante per coniugio con el. di G

& N & unione di classi di coniugio di G
G= |_| cl(z) quindi N = |_| cl(x)
TER z€eR/

TEOREMA: Sia G gruppo e siano H, K due sottogruppi normali di G tali che:
e HNK = {e};
e G=HK ={hk|he H ke K}.

Allora G = H x K.

Dimostrazione. Definiamo f : H x K — G tal che f(h, k) = hk. Dimostriamo che si tratta
di un isomorfismo di gruppi.

e Linearita:
F((h k)R K)) = F(hR kK'Y = hh'EK'
f(h,k)f(h' K" = hkh'E.
Basta dimostrare quindi che W'k = kh/ Vh/ € H,Vk € K.
Wk =kh < (kb HE 1 =e
& (kKR =

Ma W'kh/~! € K, poiché K <G, e analogamente kh'~'k~! € H. Quindi Wkh/~1k~! €
HNK = {e}, cioe Wkh'~'k~! =e.

e Iniettivita:
Ker f = {(h, k)| bk = e} = {(h, )| h = k~1} = {(e.e)}.
L’ultima uguaglianza deriva dall’ipotesi che H N K = {e}.

e Surgettivita:
Ovvia per la seconda ipotesi (G = HK ={hk|h € H,k € K} =Im f).



O

Osservazione. Se |G| < oo, come seconda ipotesi del teorema precedente ¢ sufficiente

avere che |G| = |H| - |K|. Infatti HK C G e |HK| = {18 = |G|, quindi G = HEK.

Esempio: G =C*, H =R*", K = {z € C*||z| = 1}.
= C* = HK e quindi C* & H x K, con 'isomorfismo z = pe'® — (p, 0).

PROPOSIZIONE: Sia G un gruppo abeliano finito, H < G ciclico, G/H ciclico e siano |H| e
|G/H]| coprimi. Allora G & ciclico.

Dimostrazione. Sia H = (y), ord(y) = m.

Sia |G/H| =n, G/H = (z) con ord(x) = n.

Sia z € G tale che x = zH.

Allora z" =eH = H =2"H,= 2" € H = 2" = y°.

Poiché n e coprimo con m (I'ordine di y), allora per Bézout esistono s e ¢ tali che ns+mt =
c. ])unque yc — ynermt — ynsymt — yns (ym)t — yns'

Sia 2/ = zy~°. Allora (2/)" = 2"y~ = yy~
Vediamo che ord(z’) = n. Infatti x e 2/ stanno nella stessa classe laterale, che ha ordine
n; quindi (2')' ¢ H Vi < n.

Per concludere la dimostrazione bisogna dimostrare che ord(z'y) = mn.

Sia ord(z'y) = k:

—ns C

= €.

(z'y)F = (2")ryk = e = (2/)F = y7F, cioe (2/)F € H. Allora (z/)¥ = e e y* = e, e dunque
n|k,m|k.
= nm | k. Ma dato che l'ordine di G & mn, si ha I'uguaglianza. O

PROPOSIZIONE: Sia G un gruppo finito tale che per ogni g € G g% = e. Allora G ¢ abeliano
e G=(Cy)" conn e N.

Dimostrazione. Per induzione su n.
Intanto vediamo che G & abeliano, poiché ¥V a,b € G (ab)? = e = a?b* e dalle regole di
cancellazione segue che ba = ab.

Sia poi g € G, g # e ¢> = e = H = (g) = Cy. Quindi per ipotesi induttiva
G/H = (Cy)" .

Costruiamo un omomorfismo iniettivo f:

che associ ad ogni classe un rappresentante di tale classe. Allora Im f = K = (Co)" ! e

K«G.
Dato che HaG, HNK = {e} e |H|-|K| = |G| allora G = Hx K = Cyx(C)" 1 = (Cy)". O

PROPOSIZIONE: Sia G' un gruppo tale che |G| = 2p con p primo dispari. Allora G = Cy,
oppure G = D,

Dimostrazione. Sia g € G, ord(g) = p, e sia H = (g) = C). Allora H <G (ha indice 2).
Jk € G tale che ord(k) =2, e quindi K = (k) = Cs.



e Se gli elementi di Cy commutano con quelli di Cp: allora Z(C3) O Cy U C), e per
motivi di cardinalita di sottogruppi Z(Cs2) = G. Quindi Co<G. Poiché CoNC), = {e}
e |G| = |Cy| - |Cp| allora G = Cy,.

e Se gli elementi di C3 non commutano con quelli di C}: prendiamo 'azione di co-
niugio di Ca, ¢ : Co — Aut(Cp) = Cp_; che associa a g 'omomorfismo ¢, : C,, = Cp.

ord(g) =2 = ord(¢y) | 2 =

N pg=1id = ghgt=h = G = Oy, gia visto
qbg:id = ghgt=h"! =G=D,

O
PROPOSIZIONE: Sia G un gruppo finito di cardinalitd maggiore di 2. Allora |Aut(G)| > 1.

Dimostrazione. Se G non ¢ abeliano allora G # Z(G), quindi 9g ¢ Z(G) e questo elemento
determina un automorfismo interno non banale.

Se invece G & abeliano, prendo G 3 ¢ — ¢~ ' € G, che & un automorfismo banale se e
soloseg=9g'VgelG =g¢g>=eVgeG = G=(Cy)". Ma allora posso creare
esplicitamente un automorfismo non banale, ad esempio quello che manda (a, b, ...) in

(b, a, ...). O

PROPOSIZIONE: Sia G un gruppo di cardinalita 2n tale che esattamente meta degli elementi
ha ordine 2 e tutti gli altri elementi formano un sottogruppo H. Allora n & dispari e H &
abeliano.

Dimostrazione. Sia a € G\ H. Dunque a® = e.

Sia ¢, tale che ¢,(g) = aga™!. Se g € H, allora ga ¢ H e quindi gaga = e.
= aga = g~' = ¢4(g). Dunque ¢, agisce su H mandando ¢ in g~ !
91,92 € H:

91951 = ba(91)da(92) = Pal9192) = (9192) " = 95 ' 97" = 9201 = 9192 = H ¢ abeliano.
H non contiene elementi di ordine 2, |[H| = n = n ¢ dispari per il Teorema di Cauchy

per gruppi abeliani. O

Siano adesso

1

Osservazione. G ¢ abeliano se e solo se g — ¢~ ¢ un omomorfismo (e quindi un auto-

morfismo).

1.3 Teorema di Cauchy

TEOREMA (TEOREMA DI CAUCHY): Sia G un gruppo di cardinalita n e sia p un primo
tale che p | n. Allora 3 x € G tale che ord(z) = p.

Dimostrazione. Per la dimostrazione utilizziamo un’induzione su n (n = mp, quindi un’in-
duzione su m) e la conoscenza del teorema nel caso di G abeliano.

Passiamo direttamente al passo induttivo: sapendo che

Gl =12@) + T |Z'(G')|

TzER’!



e Se 3z € R tale che p||Z(x)|, poiché Z(z) < G allora si conclude grazie all’ipotesi
induttiva;

e Se non esiste z € R’ tale che p||Z(z)|, allora tutti gli addendi della sommatoria
sono multipli di p. Allora p||Z(G)|. Essendo Z(G) abeliano, allora grazie al teorema
nel caso abeliano si trova un z € Z(G) di ordine p.

O

1.4 Sottogruppi in Gruppi Finiti

PROPOSIZIONE: In un gruppo G abeliano di ordine n per ogni d | n esiste un sottogruppo
di ordine d.

Dimostrazione. Sian =p{* ... -p* esiad= p‘fl . -pi"‘ con 0 < §; < ay.

Sia inoltre = 41 + ...+ 0. Procediamo per induzione su 4.
Il passo base (6 = 1) ¢ dato dal teorema di Cauchy.
Passo induttivo:

Consideriamo un divisore m = pfl o -pik cond+1=201+...4 0.
Sg,nzla perdita di generalitd possiamo supporre 0 > 0. Prendiamo quindi m’ = p‘il .
pkk_ .

Per ipotesi induttiva esiste un sottogruppo (n_ormale) H di G di ordine m/. Nel gruppo
quoziente G /H esiste K < G/H tale che ord(K) = py (per Cauchy), dunque K = 7~ 1(K)
ha ’ordine cercato. O

PROPOSIZIONE: In un p-gruppo G di cardinalita p™ esiste un sottogruppo (normale) di
ordine p® per ogni 0 < a < n.

Dimostrazione. Induzione su n.

Il caso n = 1 & banale.

Passo induttivo:

Poiché G & un p-gruppo, allora Z(G) # {e}. Sia quindi |Z(G)| = p*.

e Se a < k, allora trovo il sottogruppo all’interno di Z(G) (che & abeliano) grazie alla
proposizione precedente;

e Se a > k allora considero G' = G/Z(G) che ha cardinalita < p”. Quindi per
ipotesi induttiva in G esiste un sottogruppo (normale) K di ordine p®>~ k. Allora
H = 7~ }(K) & un sottogruppo di ordine voluto.

O

In generale pero non € vero che esiste sempre un sottogruppo di un certo ordine in un
gruppo G. Infatti, prendendo il gruppo alterno (delle permutazioni pari) A4 che ha ordine
12 si dimostra che non esiste un sottogruppo di ordine 6.

Ay € costituito dall’identita, 8 3-cicli e 3 2-2-cicli.
Poiché, scelta una o € S,

|54l = [Z(0)] - |CL(o)]



allora
|Aa| = |Z(0) N Asl - |Cla,(0)]

con Cla, (o) la classe di coniugio di o per elementi di Ay.

1Z(0)| se Z(0) € An
LEMMA: Data o € S, |Z(O’)0An|:{ |Z(20)| o Z(o‘) SZATL .

Dimostrazione. Se Z(c) C A, la tesi € ovvia.
Se Z(o) € A, sapendo che |[H|-|K|=|HNK]|-|HK]|, allora

1Z(0)] - |An| = [Z(0) N Anl - |Z(0) An]
=|5n|

Da cui si giunge alla tesi. O

Poiché |Ay| = 1520 = 1.1 Z(0)| - |Cl(0)|, allora Z(0) C Ay = |Cla,(0)] = 19U e

invece | Z(o) N Ay = 29l allora [Cla,(0)] = |Cl(0)).

Dunque:
|ICl((a, b, ¢))| = (g) 20=8=1Z((a, b, ¢))|=1Z((a, b, ¢)) N Ayl =3

= [Cla, ((a, b, )| =4

Cioe in A4 (essendoci 8 cicli di ordine 3) ci sono 2 classi di coniugio diverse da 4 elementi
ciascuna.

C((a, b)(ed))| = (;‘) 5 =3=1Cla, (@, D), d)| =
= 1Z ((a, b)(c, d)) N Ay =4

Cioe in A4 ¢’¢ un unica classe di coniugio per i 2-2- cicli con 3 elementi.

Si ha quindi 12 = |A4| = Usera, |Cla,(0)] = 1+ 4+ 4+ 3. Dato che un sottogrup-
po di ordine 6 in A4 ha indice 2 e quindi & normale, allora & unione di classi di coniugio.
Ma ¢ impossibile ottenere 6 sommando 1, 4, 4 e 3 e quindi non esiste un sottogruppo di
ordine 6 in Ay.

Osservazione. Si ha che Z(0) ¢ A, quando:
1. La decomposizione in cicli di o contiene almeno un ciclo di ordine pari;

2. o contiene 2 cicli della stessa lunghezza:
Ad esempio, in Sg 0= (123)(456), Z(c) 2 (14)(25)(36) ¢ As.

3. Esistono 2 elementi di {1,...,n} fissati da o.

10



1.5 Teorema di Struttura per Gruppi Abeliani Finiti

TEOREMA (TEOREMA DI STRUTTURA PER GRUPPI ABELIANI FINITI): Se A ¢ un gruppo
abeliano finito, allora ¢ isomorfo a un prodotto diretto di gruppi ciclici.

Dimostrazione. La dimostrazione si articola attraverso vari lemmi.

LEMMA 1: Per ogni m € N la funzione f : A — A tale che f(z) = maz ¢ un endomorfismo
di A.

Dimostrazione. Poiché A & abeliano, si ha che f(z +vy) = m(z +y) = mz + my =

fla) + f(y). O
Vediamo che Ker f = A, = {x € A| ma =0} e che Im f = mA = {mz| z € A}.

Osservazione. A,, e mA sono sottogruppi caratteristici di A.

LEMMA 2: Se |A| = mn con (m,n) =1 allora A = A, x A, e anche A = mA x nA.

Dimostrazione. A = A, x A,:
Verifichiamo che A,, N A4,, = {0}. Infatti, se x € A,, N A, allora mz = nz = 0, e cioe¢
ord(z) | m, ord(x) | n. = ord(z) | (m,n) =1= 2 =0.

A @A, = A: (il simbolo di somma diretta equivale, per gruppi finiti, a quello di prodotto
diretto)

Un’inclusiione € ovvia, per 'altra utilizziamo Bézout che afferma che esistono s,t tali che
sm + tn = 1. Quindi smx + tnx = x. Notando che smx € A, e thx € A,, si ottiene la
tesi.

Dato che entrambi i sottogruppi sono normali (A & abeliano), allora A = A,, x A,.

L’altro isomorfismo e analogo. O

Osservazione. In realta si ha che 4,, = nA e A,, = mA.

COROLLARIO: Sia [A|=n=p{"-...-p*. Allora A= A a1 X ... xX A a.
Py Py,

Dimostrazione. Induzione su k.
Il passo base (kK =1 o 2) & banale o deriva dal LEMMA 2;

Per il passo induttivo si ha A =2 A o7 apo1 X A ap 2 A a1 X ... X A ay O
Py P Py Py Py,

= p{". Infatti Ap"li < A, e quindi ’Ap‘_li

Osservazione. ‘Ap"li < p*. Ma poiché

|A| = ‘Apal e ’A aj, | allora vale I'uguaglianza.
1 Py

LEMMA 3: Sia A un p-gruppo abeliano. Allora A ¢ isomorfo ad un prodotto diretto
di gruppi ciclici.

Dimostrazione. Utilizziamo un ulteriore lemma:

LEMMA 4: Sia A un p-gruppo abeliano. Sia z di ordine massimo in A e sia H =< x >.
Allora per ogni y € A/H esiste y € A tale che 7(y) =y e ord(y) = ord(y).

11



Dimostrazione. Sia z € A tale che w(z) = y. Cerchiamo y € z+H, e cioeé della forma z+kzx.

Sia ord(z) = p® e ord(y) = p’ con b < a.
Allora p°y = 0, ovvero p°(z) = 7(p°2) = 0 = p®z € H. Chiamiamo p’z = su.
D’altronde poiché z ha ordine massimo possibile allora anche p®z = 0, e quindi p*z =

p?pPz = p@bsz = 0. Allora p’ | s = s = pPt.

Dunque p?z = p’tx, e quindi dovendo avere ordine p® y avra come proprieta che p®(z+kz) =
0.

pb(z + kx) = PPz + plkx = plte + pPkr = 0= k = —t
Siamo quindi riusciti a trovare 'y cercato. O
Dimostriamo adesso il LEMMA 3 per induzione su |A|:
Passo induttivo: Prendendo x € A di ordine massimo possibile e H =< x >, per ipotesi

induttiva B B
A/H = By X ... X By

con B; ciclici.

Siano %1, ...,y i generatori canonici di A/H (cio¢ 41 = (1, 0,...,0) e analogamente gli
altri). Per il LEMMA 4 esistono yi,...,y; € A tali che ord(y;) = ord(y;) e 7(y;) = 4V i.
Consideriamo K =< yj,...,y; >. La proiezione 7|x da un isomorfismo tra K e By %
oo X Bk = A/H

Infatti di sicuro € un omomorfismo, in pilu € surgettivo poicheé nell’immagine di 7 ci stan-
no tutti i generatori di A/H e iniettivo per ragioni di cardinalita dovute ai generatori

yl?"'?yk'

Concludiamo dunque la dimostrazione del LEMMA 3 dimostrando che

A= HxK

HNK ={0}: sia HNK > miy1+. . .+myyx — m(miy1+. . .+mgyx) = miyi+. . .+mpyx =
(my,...,mp)=0. =m; =0V 1.

He K = A: siate A n(t) = miys + ... + mpye = m(mayr + ... + miyr). Dunque
t— > myy; € H, cioe t = Az + > m;y;.

Essendo A abeliano, tutti i sottogruppi sono normali, per cui A = H x K. H é ciclico e
K ¢ prodotto di gruppi ciclici, dunque A ¢ isomorfo ad un prodotto di gruppi ciclici. [

La dimostrazione del Teorema di Struttura consiste dunque nell’applicazione dei LEMMI
1,2, 3ed. O

TEOREMA (UNICITA DELLA DECOMPOSIZIONE IN GRUPPI CICLICI): Sia A un p-gruppo
abeliano. La decomposizione di A nella forma A 2 Z/p"Z X ... x Z/p™Z con ay > ... >
ag > 0 & unica.

Dimostrazione. Sia A= Z/pMZ x ... x L|p™ 7 2 L/p"Z x ... x Z/p*»Z con by > ... >
bn, > 0.
Osservando che A, = {z € A| px =0} e
Ay = pal_lZ/p‘“Z X ... X pa’“_lZ/p“kZ
~ 177 x L x Pz i
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ha cardinalita p* secondo la prima decomposizione e p* per la seconda decomposizione si
ha h = k.

Dimostriamo adesso che a; = b; V ¢ per induzione sull’ordine di A:

AJAy = Zfp" T T x X T p LR LT T x L X T/ L

Per ipotesi induttiva tale decomposizione ¢ unica, dunque per ogni 1 < j < kaj; —1 =
bj—1:>aj:ijj:1,...,k:. O

PROPOSIZIONE: Sia G = H x K con H, K caratteristici. Allora Aut(G) = Aut(H) X
Aut(K).

Dimostrazione. Creiamo un isomorfismo da Aut(H) x Aut(K) in Aut(G):

f: Aut(H) x Aut(K) — Aut(G)
(0, 9) = A

con A(z,y) := (p(z),¥(y)). Sitratta banalmente di un omomorfismo iniettivo. Vediamone
la surgettivita:

Sia A € Aut(G), allora ¢ = Mg € Aut(H) e v = Ng € Aut(K). Dunque A(z,y) =
Az, e)A(e,y) = (p(2), ¥ (y))- [

1.6 Abelianizzato di un Gruppo
DEFINIZIONE: Si dice derivato o sottogruppo dei commutatori il sottogruppo
G = {ghgilhfll g,h € G}

Osservazione. G’ ¢ caratteristico. Infatti, per ogni ¢ € Aut(QG),

$(ghg™ ™) = e(9)e()d(g~)e(h™)

Osservazione. Se G ¢ abeliano allora G’ = {e}.
Osservazione. G/G' ¢ abeliano.
DEFINIZIONE: Il gruppo quoziente G /G’ si dice abelianizzato di G (G).

PROPOSIZIONE: Se N <G tale che G/N ¢ abeliano allora N D G'.

Dimostrazione. Considerando la proiezione 7 : G — G/N, poiché G/N ¢ abeliano si ha
cheV g,h € G n(ghg 'h™!) =e.
Dunque ghg~'h™! € Kerm = N. O

Osservazione. G’ ¢ il piu piccolo sottogruppo normale tale per cui il quoziente risulti
abeliano. Di conseguenza, G/G’ & il piu grande quoziente abeliano di G.

PROPOSIZIONE: Se G < H < G allora H < G.

Dimostrazione.
T G — G/_G'
H — H
Poiché G/G’ & abeliano, H <G /G’, e quindi H < G. O
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1.7 Teoremi di Sylow e Cayley

TEOREMA (1° TEOREMA DI SYLOW): Sia G un gruppo di ordine n = p*m con (p,m) = 1
e k > 0. Allora esiste un sottogruppo di cardinalita p* detto p-sottogruppo di Sylow oppure
p-Sylow di G.

Dimostrazione. 1.

Induzione sull’ordine di G (|G| = pl, induzione su I).

Passo induttivo: se G possiede un sottogruppo di ordine p¥m’ con m’ < m allora la tesi
segue per ipotesi induttiva. Se GG & abeliano la tesi & banalmente vera.

Supponiamo G non abeliano e che non esista in G' un sottogruppo di ordine p*m’ con
m’ < m.

Dalla formula delle classi

G|
| ()]

Gl =12(G)+

T€ER

si ha che p* 1 |Z(z)| ¥V € R, ovvero p | 32 % Allora p| |Z(G)|, e quindi 3 g € Z(G)
di ordine p. H =< g > € un sottogruppo normale di G.

ord(G/H) = p*~'m, e per ipotesi induttiva esiste un sottogruppo K in G/H di car-
dinalita p*~'. Chiamando 7 la proiezione canonica al quoziente, si ha che 7~!(K) ha
cardinalita |H| - |K| = pF. O

Dimostrazione. 2.
Sia X = {A C G‘ |A| :pk}. Dunque |X| = ().

G agisce su X tramite moltiplicazione a sinistra:

p: G — SX)
g — Ty

con 1Tg(ar:) = gz, e pitl in generale T,(A) = gA. T, & surgettiva; infatti Vo € G T,(¢ 'z) =
g9 "xr =2x.

LEMMA 1: (pr,”e) =m (mod p).

Dimostrazione. Cerchiamo il coefficiente di :rzn_pkyplC in (z + y)™. Poiché n = p*m allora
(x+y)" = (@ +y)"" = (@ +47" )" (mod p).
(2P 4 yPym = gp'm 4 (T)xpk(m_l)ypk =2 ma Py O

Poiché p  m allora esiste un’orbita di cardinalita non divisibile per p.
Sia A € X tale che pt|Orb(A)|. Allora, chiamando H = Stab(A), si ha |H| - |Orb(A)| =
|G|
Quindi p* | |H|, e cioe p* < |H|.
Vediamo che, dato a € A, H C Aa~!. Infatti, poiché H = Stab(A),V 2 € H zA = A.
Cioe Vo € H za =a; =z =aja '
Dunque |H| < |Aa~!| =pF = |H| = pF. O

COROLLARIO: Sia G un gruppo di cardinalitda p*m con (p,m) = 1. Allora contiene
sottogruppi di ordine p* per ogni i < k.

Dimostrazione. Per il Primo Teorema di Sylow esiste un sottogruppo H di ordine p*. Per
Iesistenza di sottogruppi nei p-gruppi si ha che contenuti in H ci sono sottogruppi per
ogni ordine possibile. O
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TEOREMA (2° TEOREMA DI SYLOW): Sia |G| = p*m con (p,m) = 1. Se P & un p-Sylow
di G e H & un p-sottogruppo di G (ovvero di cardinalitd p’ per un certo ¢) allora H &
contenuto in un coniugato di P, cio¢ 3 g € G tale che H C gPg™".

Dimostrazione. Osservazione preliminare:
Osservazione. Se H C N(P) allora H C P. Infatti, HP & un sottogruppo di G di ordine
una potenza di p che contiene P: ma allora HP = P, e cioe H C P.

Consideriamo S = {ng_1| g € G} T'insieme dei coniugati di P. G agisce su S trami-
te coniugio.

E una buona definizione: V h € G h(gPg~')h~' = (hg)P(hg)~' € S.

Osserviamo che Stab(P) = N(P). Dato che N(P) D P e [G : Stab(P)] = |Orb(P)| = |S]
allora la cardinalita dell’orbita di P & coprima con p.

Restringiamo 'azione di coniugio al p-sottogruppo H: se un’orbita ha piu di un elemento
allora ha cardinalita divisibile per p (poiché |H| = |Staby (P)|-|Orbm(P)|). Dunque esiste
un’orbita di cardinalita 1.

Sia P’ € S tale che abbia orbita banale; allora Staby(P') = H. Cioe ¥V h € H hP'h™! =
P’ = H C N(P’). Quindi per l'osservazione preliminare H C P’. O

COROLLARIO: I p-Sylow di un gruppo G sono tutti coniugati tra di loro.

Dimostrazione. Basta applicare il Secondo Teorema di Sylow nel caso H = P, con P; un
p-Sylow. O

TEOREMA (3° TEOREMA DI SYLOW): Sia |G| = p*m con (p,m) =1 e sia P un p-Sylow
di G. Allora

HP' <G ’ |P'| :pk}’ = Hng_l ‘ gEGH =[G:N(P)]=1 (mod p)

Dimostrazione. Consideriamo 1’azione di coniugio di P sull'insieme S = {gPg~! | g€ G}
dei coniugati di P.

Sia P’ un punto fisso, cioé un elemento la cui orbita ¢ banale; allora Vo € P zP'z~' =
P = x e N(P).

Ma allora per l'osservazione preliminare del 2° Teorema di Sylow, essendo P C N(P'),
allora P C P/, e cioé¢ P = P'.

Dunque esiste solamente un’orbita banale (Orb(P)), mentre tutte le altre hanno cardi-
nalitd potenza di p (poiché divide 'ordine di P).
Allora
1S|]= > |Orb(P')]=1+p-R=1 (mod p)
PerR
O

TEOREMA (TEOREMA DI CAYLEY): Ogni gruppo finito ¢ isomorfo ad un sottogruppo di
un gruppo di permutazioni (S, per un certo n € N).

Dimostrazione. Consideriamo ’azione di G su se stesso tramite moltiplicazione a sinistra:

p: G = S(G)
g = T,

con Ty(x) = gx. Banalmente ¢ ¢ iniettiva. Dunque G = Im¢ < S(G) = S, con n =
|G]. O
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COROLLARIO: Sia H < G, [G : H] = n. Allora esiste K <G tale che [G : K] | n! .

Dimostrazione. Sia X = {gH | g € G} I'insieme delle classi laterali sinistre di H.
G agisce su X tramite moltiplicazione a sinistra ¢ : G — S(X) = S,,. ¢ & un omomorfismo,
dunque ha un nucleo K che completa il seguente diagramma:

G ¢ s,
- >

~
-
N -

T Ny .-~ iniettiva

G/K

Osservazione. K =\, gHg™'. Dunque K C H.
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Capitolo 2

Gruppi Diedrali

2.1 Definizione e Costruzione

DEFINIZIONE: Dato un n-agono regolare, 'insieme delle isometrie del piano che mandano
I'n-agono in se stesso formano un gruppo, detto gruppo diedrale (e si indica con D,,).

Osservazione. Il gruppo non & abeliano.

Poiché le isometrie che mandano I'n-agono in se stesso mandano vertici in vertici e il
centro nel centro (¢ un punto fisso), tutte le isometrie in D,, sono:

e Rotazioni intorno al centro di angolo %T’T;
e Riflessioni con asse passante per il centro e per un vertice o per il punto medio di

un lato.

In totale esistono 2n isometrie distinte perche, scelto un vertice, esso puo essere mandato
in n vertici, mentre i 2 vertici consecutivi ad esso possono essere scambiati 0 meno (2
possibilita).

Dunque |D,| = 2n.
D, = R U S
~~ ~—
rotazioni riflessioni

Rl=|S|=n, R<D,

Poiché R ha indice 2, allora R < D,,. In piu, R ¢ ciclico e R = (ry con r" = e. Quindi
R = 7Z/nZ tramite I'isomorfismo %TW k.
Possiamo riscrivere D, = RU Rs; con R = {rks\r € R ke Z} scelta una s € S, e quindi

D,, come o
Dn:{rls]]0§i<n0§j§1}

2.2 Regola di Scambio

Chiamando r una rotazione per lorigine (di angolo «) e s una riflessione (simmetria)
rispetto ad una retta passante per l'origine e avente angolo 3 con ’asse x si ha la seguente
relazione:

sr=r"1s
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Infatti, usando le oordinate polari per un punto P = (p, 0):

HP)=(p.0+a) = s(r(P)=(p,28—(0+0))
S(P)=(p.28-0) = 1\ (s(P)) = (p28—0—a)

Quindi
srs=srs t=pr"1
n
ro=e€ Y I ]
9 ri(rtsl) =ttt gl
Allora s“=ce e dunque i il 14
o — r—1g ris(rts?) =Tt gt

Adesso possiamo avere quindi una presentazione completa del gruppo D,,:

D, = {rzsj|r" —e, s2=¢, srs = r_l}

2.3 Sottogruppi di D,

Sicuramente {e} e D, sono sottogruppi (banali).
I1 gruppo delle rotazioni ¢ un sottogruppo normale di D,, (chiamiamolo convenzionalmente
Ch, ciclico di ordine n).

PROPOSIZIONE: Se C), < C, (in particolare Cy, < Cy,) allora C, < D,,.

Dimostrazione. Poiché C, <Cp, m | n ed 3 h € N tale che n = mh. Quindi C), = <rh>.

k
Siaz € Cpy, x = (rh) . Verifichiamo che (), sia normale.

(seri)rhk(seri)_l _

see=0 — rhk
hk

see=1 — priThhti = o
Dato che r="* ¢ C,,, tesi. O

Osservazione. In generale non ¢ vero che H <K <G = H<G@G.
In questo caso pero oltre ad essere normale C,, ¢ anche 1'unico sottogruppo di ordine m.
Cio significa che e caratteristico in C,,.

DEFINIZIONE: Un sottogruppo H di G si dice caratteristico se per ogni automorfismo
¢:G— G
¢(H) = H

Quindi possiamo mostrare una dimostrazione alternativa alla proposizione precedente.

Dimostrazione. Sia x € D,,. Vogliamo dimostrare che zCp,z~" = C,.

Sia ¢, : G — G 'omomorfismo coniugio (con x € G), tale che ¢,(g9) = zgz~!.
Allora ¢, : D, = D,, & un automorfismo che fissa C,.

Dunque ¢,|¢c, : Cp, — C, & un automorfismo che fissa C,, cioe ¢z|c, (Cpn) = 2Cpat =
Co. O
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Tutti i sottogruppi di C,, sono quindi sottogruppi di D,,.
Cerchiamo adesso gli H < D,, tali che H £ C,,.

H contiene un elemento non appartenente a C),, cioé contiene una riflessione di ordine
2 del tipo sr¥. Una possibilita & che H = {e, srk} = (5.

E perd possibile che H N C),, # {e}. In questo caso H N C,, = Cp,, m | n, Cp, = (r%>
(Iintersezione di gruppi ¢ un gruppo).

Quindi H = (sr*, rm> X Dp.

Dimostrazione. Evidentemente (sr* rm) < H.

Dimostriamo che H C (sr* rm)

Se per assurdo Ip € H \ (sr¥ rm), allora per costruzione p ¢ H N C,, quindi p & una
riflessione.

Notiamo che il prodotto di 2 riflessioni di H €& una rotazione, e dunque sta in C,,. Ri-
scrivendo p = sr¥(sr¥p) si ha che sr® € (sr* rw) e srfp € Cp C (srF,rm). Quindi
p e (srk, rm). Assurdo. O

Abbiamo quindi visto:

PROPOSIZIONE: I sottogruppi di D,, sono:
e Un unico di tipo Cy, per ogni m | n;
e  di tipo D, per ogni m | n.

EsEmpP1O: 1 sottogruppi di Dg sono:

—C1 ={e}; —6 di tipo Dy = {e, srk} conk=0,...,5;
—Co = (13); —3 di tipo Dy = (r® ,srk> con k=0, 1,2
—C3 = (r?); —2 di tipo D3 = (r2, s7*) con k =0, 1;
—Cp = (1); —II sottogruppo banale Ds.

Osservazione. Tra tutti i sottogruppi di D,, gli unici ad essere abeliani sono quelli di tipo

Cy, e quelli di tipo Dy (che ha ordine 2) e Dy (poiché Dy = {risi|r? =e,s*> = ¢,srs™ ! =r~1}

esrs l=r"l=r=sr=rs).

Osservazione. I gruppi di tipo D; sono isomorfi a Cs.

PROPOSIZIONE: Ogni gruppo finito G in cui ogni elemento # e ha ordine 2 & abeliano.

Dimostrazione. Siano a,b € G, a # e, b # e.

Allora ci sono due possibilitas:

—ab=e=b=a"", e quindi ab = ba = ¢;

—ab # e = (ab)? = abab = e = aabb = a’b* = ab = ba. O
2.4 Sottogruppi Normali di D,

Usando la caratterizzazione per i sottogruppi normali

N 4G < N ¢ unione di classi di coniugio di G
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possiamo studiare le classi di coniugio di D,, per studiarne i sottogruppi normali.

h h,.—1

Le classi di coniugio per una rotazione r'* sono costituite dagli elementi ottenuti da xr"x~

al variare di x € D,,:
o {e} se h=0;

° {rh,r_h} con h=1,...,5 —1sen pari, conhzl,...,"Tf1 se n dispari;

n .
° {7“2} se n pari.

k

Le classi di coniugio per una simmetria sr® sono costituite dagli elementi ottenuti da

xzsrFz—1 al variare di x € D,,:

e Se n pari {sr?"} al variare di i (cio¢ tutte le simmetrie con rotazione ad esponente
pari sono coniugate);

e Se n pari {erzH} al variare di i (cioé tutte le simmetrie con rotazione ad esponente
dispari sono coniugate);

e Se n dispari tutte le simmetrie sono coniugate.
Dunque tutti gli N < D,, sono:
- Gli N < Cy;
— Se N £ C,,, allora contiene una riflessione e almeno tutta la sua classe di coniugio:

— Se n dispari allora N contiene tutte le riflessioni, in particolare s, sr e ssr =r
= N = (s,r) = Dy;

— Se n pari allora N contiene almeno meta delle riflessioni (se le contiene tutte
allora N = D,,) e cioe una delle 2 classi di coniugio. Quindi N ¢ un sottogruppo
del tipo Dz (che sono 2).

2.5 Gruppi di Ordine 8
Quanti e quali sono i gruppi di ordine 87

Classifichiamo dapprima tutti i gruppi abeliani di ordine 8. Sia G un gruppo abeliano
tale che |G| = 8.

1. Se contiene un elemento di ordine 8 allora G = Cs;

2. Se non contiene un elemento di ordine 8, ma un elemento di ordine 4, allora C4 < G.
Sia g € G\ Cy e sia Cy = (¢'). Allora:

e ord(g) =2 = G = Cy x Cy;
e ord(g) =4:
—Seg? ¢ Cy= (¢?) =Cy = G = Cy x Oy;
— Se g? € Oy = ord(gg’) =2 e gg’ ¢ Cy. Quindi (gg') = Cy = G = Cy x C.

3. Se G contiene solo elementi di ordine 1 e 2 allora G = (C)>.
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Classifichiamo adesso i gruppi non abeliani:

e G non contiene elementi di ordine 8 (altrimenti sarebbe ciclico);
e G non contiene solo elementi di ordine 1 e 2 (altrimenti sarebbe abeliano);

= G contiene Cy, e poiché Cy4 ha indice 2 allora ¢ normale.

Sia g € G\ Cy e prendiamo I'omomorfismo di coniugio ¢4 : Cy — Ci. E ben definito
poiché Cy & normale (e quindi gCyg~' C C4) ed & iniettivo e surgettivo. Dunque & un
isomorfismo e 'immagine di un generatore € un generatore.

Dato che il numero di generatori di Cy4 & 2, abbiamo 2 possibilita:

1. ¢4 = idc, (cioe ogni generatore viene mandato in se stesso). Consideriamo il cen-
tralizzatore di Cy, Z(C4) = {h € G|hk = kh ¥ k € C4}, che risulta essere un sotto-
gruppo di G.

Poiché Cy C Z(Cy) e Cy4 ha indice 2, allora Cy = Z(Cy4) o G = Z(C4). Ma essendo
g € Z(Cy), g ¢ Cy, allora Cy # Z(Cl).

Dunque G = Z(Cy). Ma allora non ¢ difficile dimostrare (studiando come sono fatti
gli elementi h € G\ C4) che il gruppo ¢ abeliano e quindi G = Cy x Cs.

2. ¢, scambia i generatori, cioé ghg™t = h™! ¥V h € Cy. Se ord(g) =2 allora g> = e e
gh = h™1g, cioé G = D4 con Cy il gruppo delle rotazioni e g una simmetria.
Se invece ord(g) = 4 allora G = {g'h’|g* = e, h* = e, ghg™' = h™1} = Qs e si dice
gruppo dei quaternioni.

Qs = {£1, i, +j, £k}

2.6 Omomorfismi tra Gruppi Diedrali

Quanti sono gli Hom(D,, Dy)?
Per rispondere a questa domanda consideriamo il Teorema di Isomorfismo:

. S — > Dy,
\ Attlv&
D,/ Ker ¢

Grazie al diagramma, trovare tutte le ¢ € Hom(D,,, D,,) & equivalente a cercare tutte le
7 surgettive e tutti gli omomorfismi iniettivi da D,,,/ Ker ¢ a D,,.
Le proiezioni al quoziente 7 sono tante quante i sottogruppi normali di D,,, i quali sono:

e Uno di tipo C,,,» per ogni m’ | m;
e Se m & pari allora 2 sottogruppi del tipo D%.
= Tutti i gruppi quoziente D,/ Ker ¢ sono del tipo D,,,/C,,r & Dm (la verifica di questo

isomorfismo ¢ semplice) con m’ | m e (se m ¢ pari) 2 diversi gruppi isomorfi a Cs.

Poiché a questo punto dobbiamo cercare gli omomorfismi iniettivi da D,,/Ker ¢ in D,
calcoliamo quanti sono i sottogruppi di D,, isomorfi ai gruppi quoziente D,,/ Ker ¢:

e H < D, tali che H = Dm: ne esistono se e solo se ™, | n; in tal caso ce ne sono
m

/ .
esattamente ™ (+1 se n pari nel caso m = m/).
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e H < D, tali che H = C5: ce ne sono sempre n (+1 se n & pari nel caso m = m’).

Per concludere basta notare che un omomorfismo iniettivo da D,,,/ Ker ¢ in D,, puo essere
scritto come composizione di un automorfismo ¢ € Aut(D,,/Ker ) con l'inclusione in
D,,. Nel caso in cui il quoziente abbia la forma di un Cs il gruppo degli automorfismi &
banale, quindi ¢ = id. Nell’altro caso:

Dy, —>— D,

Jﬂ Tinclusione

Dm —— Dm
m/ P

m!

Dunque, ponendo h = -7 riepiloghiamo:

e Se m dispari e n dispari:

n
Hom(Dp, D)l = 37 o(h)-h - & = 3 () n
Mmn)  FaaDy) S, lm)

e Se m dispari e n pari:

|Hom(Dim, Dn)l = > (¢(h) -n) +1
h|(m,n)

e Se m pari e n dispari:

[Hom(Dy, D) = 30 (6(h)-m)+ 20

l(m.n) inetper

e Se m pari e n pari:

|Hom(Dy, Dy)| = > (¢(h)-n) +1+2(n+1)
h|(m,n)
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Capitolo 3

Automorfismi e Azioni di Gruppi

DEFINIZIONE: Un automorfismo di un gruppo G & un omomorfismo f : G — G bigettivo.

DEFINIZIONE: Sia G gruppo. Si definisce
Aut(G) = {¢ : G — G isomorfismo di gruppi}

il gruppo degli automorfismi di G. E un gruppo rispetto alla composizione.

3.1 Esempi di Gruppi di Automorfismi
e G ciclico (G=7Z o G =7Z/mZ):

— Caso Z.
Z
a

8 = N
USRS
3

f & iniettiva se e solo se a # 0 ed & surgettiva se e solo se a = £1.
Dunque Aut(Z) = {+id}.

— Caso Z/mZ.
f ¢ iniettiva se e solo se & surgettiva, e cioe se e solo se (a,m) = 1.
Dunque Aut(Z/mZ) = (Z/mZ)*.

Costruiamo esplicitamente un isomorfismo v tra i 2 gruppi: V f € Aut(Z/mZ)
sia (f) == f(1) = a.

B un omormorfismo in quanto (£ o g)(1) = f(g(1)) = £(b) = ab = f(1)g(1) con
a=f(1) eb=g().

E iniettivo e surgettivo per costruzione. Quindi € un isomorfismo.

e G=Q:
Sia f € Aut(Q) e sia a = f(1).

Poiché — + ...+ = = m, allora f(m> +...+f(m) = f(m) = am e quindi
n n n n
n volte n volte
()=

= f(x) = ax ¢ bigettiva < a ¢ invertibile, cio¢ a # 0.
Dunque Aut(Q) = Q*.
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o G=(Z/pZ)" =Z/pZ x ... x L]pZ.

n volte
Definendo un prodotto per scalari (usando la somma) si ottiene uno spazio vettoriale

con campo degli scalari Z/pZ.

Quindi un omomorfismo ha anche la proprieta che f(mv) =mf(v) con m € Z/pZ.
Sapendo che lo spazio delle applicazioni lineari ¢ isomorfo allo spazio delle matrici
si ottiene che Aut ((Z/pZ)") = GL (n,Z/pZ).

Osservazione. Aut ((Z/pZ)") non ¢ abeliano per ogni n > 2.

Studiamo |Aut ((Z/pZ)")|:

ai,1
1¢ colonna v = : #0 — p"—1 possibilita
Qn,1
ai,2
2% colonna vg = : # A\ — p" —p possibilita
an,2
a3
3% colonna w3 = : £ A\ 4+ dovg  —  p" —p? possibilita
an,3

Con \; € Z/pZ. '
= [Aut (Z/p2)")| = 1= " — p').

e G=2G,.
Aut(S,) = S, per n # 2 e per n # 6.
Nel caso n = 2, dato che I'identita deve andare nell’identita esiste un solo automor-
fismo, mentre Sy ha 2 elementi.
Nel caso n = 6 vedremo in seguito che |Aut(Ss)| = 2 - 6.

e G=D,.
Dato che D,, = (r, s), vediamo come puo essere fatta 'immagine di un generatore:
ord(r) =n = ord(f(r)) = n, dunque f(r) deve essere una rotazione (di ordine n).
ord(s) =2 = ord(f(s)) =2, ma f(s) non puo essere una rotazione perché altrimenti

(f(r), f(8)) # Dy. Quindi f(s) = srhcon h=0,...,n—1.

= |Aut(Dy)| = p(n) - n.

3.2 Automorfismi Interni

DEFINIZIONE: Un elemento f € Aut(G) si dice automorfismo interno di G se esiste g € G
tale che f(x) = grg~! per ogni z € G.

Osservazione. V g € G la funzione ¢ : G — G tale che ¢(z) = grg~!' & un auto-
morfismo di G.

Infatti € un omomorfismo poiché ¢(zy) = gryg™
¢ iniettiva: grg™!

V= gzg~lgyg™ = ¢(z)9(y);

—e= g lgrglg=g g =e cioe x = e;
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1

& surgettiva: Yy € G trovo x € G tale che gzg~! =y, ovvero z = g~ lyg.

DEFINIZIONE: Definiamo Int(G) l'insieme degli automorfismi interni di G.

DEFINIZIONE: Dato un gruppo G si dice centro di G
Z(G)={zeGlay=yx Vy € G}
PROPOSIZIONE: Z(G) <G e Int(G) = G/Z(G).

Dimostrazione. Dato ¢, un automorfismo interno (¢4(z) = grg™'), consideriamo la fun-
zione ¢ : G — Int(G) tale che ¢(g) = ¢y.
Verifichiamo che si tratti di un omomorfismo surgettivo:

e E un omomorfismo: V z € Gogn(z) = ghah g™ = gop(x)g™! = (dg 0 ¢p)(2);
e E surgettivo per definizione.

Quindi per il teorema di isomorfismo

G ¢ Int(G)

-1
s -

G/ Ker ¢

RN

Cerchiamo Ker ¢ = {g € G|p, = id} = {g € Glgrg ' =2z V2 e G} =
={g € Glgr =29V z € G} = Z(G). Allora essendo un nucleo di un omomorfismo Z(G)<
Ge G/Z(G) = Int(G). O

COROLLARIO: Int(G) < Aut(G).

Dimostrazione. Le verifiche che Int(G) < Aut(G) vengono tralasciate. Dimostriamo che
YInt(G)yY~t C Int(G) V ¢ € Aut(Q).
VY g,z € G abbiamo

(vodgov™) (@) =v (s (v @) =¥ (907 @)g ") = v(g)relg™") € Int(G)
O
PROPOSIZIONE: Se G non ¢ abeliano allora G/Z(G) non ¢ un gruppo ciclico.

Dimostrazione. Se G/Z(G) fosse ciclico, allora
G/Z(G)=(zZ(G)) =G/Z(G)={2"Z(G) | meZ}
Siano g,h € G, g € 2™Z(G) e h € 2" Z(G). Allora g = 2™z e h = 2"z5 con z1, 29 € Z(G).
gh = xmlzl_x"IZQ :ﬂ@,: x”&zl =a"292™ 21 = hyg

= @ ¢ abeliano. Assurdo. O
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Ricordiamo la definizione di sottogruppo caratteristico:
DEFINIZIONE: Un sottogruppo H di G si dice caratteristico se p(H) = H V ¢ € Aut(Q).

Osservazione. Questa condizione & piu forte dell’essere un sottogruppo normale, per-
ché K aGse ¢(K) =KV ¢ € Int(G).

Osservazione. Dunque H < G, H caratteristico = H < G.

EsERciIzio: Siano K < H < G. Se H <G e K ¢ un sottogruppo caratteristico di H,
allora K < @.

3.3 Azioni di Gruppo

Sia S(X) il gruppo delle permutazioni degli elementi di X.

DEFINIZIONE: Un’azione di G su X € un omomorfismo ¢ : G — S(X) che associa a
g € G una permutazione ¢, : X — X.

Preso un elemento z € X, possiamo studiare 2 oggetti ad esso correlati: un sottogruppo
di G e un sottoinsieme di X.

DEFINIZIONE: Sia ¢ : G — S(X) un’azione e sia z € X. Si dice stabilizzatore di z il
sottogruppo di G
Stab(z) = {g € G | 6y(x) = x}

Osservazione. In generale tale sottogruppo non ¢ normale.

DEFINIZIONE: Sia ¢ : G — S(X) un’azione e sia z € X. Si dice orbita di x il sottoinsieme
di X

Orb(z) ={ye X |FgeG : ¢4(x) =y}
PROPOSIZIONE: Sia ¢ : G — S(X) un’azione e siano x,y € X. La relazione z ~ y <
3 g € G tale che ¢4(x) = y & una relazione di equivalenza.

PROPOSIZIONE: Sia ¢ : G — S(X) un’azione e sia z € X.
¢g(z) = ¢p(x) < gStab(x) = hStab(x)

Dimostrazione. =.

pg(x) = ¢p(x) = dp-14(x) = x = h7'g € Stab(z) = g € hStab(x) = gStab(zx) =
hStab(x).

La prima implicazione deriva dall’applicazione ad entrambi i membri dell’omomorfismo

dp-1 = (o). O

Dimostrazione. <.

gStab(x) = hStab(x) = g € hStab(x), cioe g = hk con k € Stab(x).

Og(2) = dni(@) = Sn(Pr(2)) = dn(). =
Osservazione. L’ultima proposizione permette di mettere in corrispondenza biunivoca
le classi laterali sinistre di Stab(z) con gli elementi dell’orbita di .
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COROLLARIO: Se G ¢ un gruppo finito (e quindi Stab(x) ¢ finito) allora
[G : Stab(z)] = |Orb(x)|

Dunque |G| = |Stab(z)| - |Orb(x)|.

3.4 Azione di Coniugio
Sia G gruppo e X =G.
p: G — S(X)
g = ¢g

con ¢4(z) = grg~! lautomorfismo interno associato a g.

Ker¢p = Z(G)

Stab(x) = {9 € G | dy(x) =2} = {g € G| gag™ =2} = {9 € G | gz = g} = Z(x)

Osservazione. Z(z) prende il nome di centralizzatore di x.
Osservazione. Z(r) =G & z € Z(G).
Osservazione. Z(z) 2 Z(G) V z € G.
Osservazione. Se G ¢ abeliano Z(z) =G =Z(G) V z € G.

Orb(z) = {¢4(x) | g€ G} = {gxg_1 | g€ G} = classe di coniugio di x

3.5 Coniugio sui Sottogruppi di G
Sia G gruppo. Sia X = {H | H < G}. Prendendo ¢ azione di coniugio abbiamo che
Stab(H) = {g € G | 6,(H) = H}

Osservazione. Se H <G allora Stab(H) = G e Orb(H) = {H} (anche se G non ¢ finito);
se H # G, allora Stab(H) # G.

DEFINIZIONE: Dato un gruppo G, si definisce normalizzatore di un sottogruppo H il
suo stabilizzatore secondo l'azione di coniugio Stab(H) = N(H) = {g € G | gHg™' = H}.

Osservazione. Il normalizzatore di H ¢ il piu grande sottogruppo N di G tale che
HaN.

Orb(H) = insieme dei sottogruppi coniugati ad H
Osservazione. Se G ¢ finito, si ha |Orb(H)| =[G : N(H)].
Osservazione. Normalizzatore e centralizzatore di un sottogruppo sono due sottogruppi

distinti secondo azioni distinte: il normalizzatore infatti € lo stabilizzatore di un elemento
secondo 'azione di coniugio sui sottogruppi di G, il centralizzatore di un sottogruppo &

27



I'intersezione dei centralizzatori dei suoi elementi (e I’azione in considerazione ¢ il coniugio
sugli elementi di G).

EsEmMPIO: G = Dy.

Escludendo i sottogruppi banali, si ha che D4 ha 3 diversi sottogruppi di ordine 4 e 5
sottogruppi di ordine 2. I sottogruppi di ordine 4 (avendo indice 2) sono tutti normali.
Z(Dy) ha certamente non piu di 2 elementi, altrimenti Dy/Z(D,) sarebbe ciclico e qunidi
Dy abeliano. Assurdo. E semplicemente verificabile che Z(D,) = {e,r?}.

Se un sottogruppo H = {e, 2} di ordine 2 & normale allora = € Z(Dy); quindi tra i sotto-
gruppi di ordine 2 1'unico ad essere normale & (r?).

Come ¢ fatto il normalizzatore di un altro generico sottogruppo K = (gx) di ordine 27
Sappiamo che N(K) 2 K, N(K) 2 Z(G) e N(H) # G. Allora N(K) = (r?,gk) e
Orb(H) = {gx,rgrxr—'}.

Esercizio: Sia X = Z/mZ, G = Aut(Z/mZ) = (Z/mZ)*. Se x € Z/mZ allora Orb(z) =
{y € Z/mZ | ord(z) = ord(y)}.

3.6 Automorfismi di Gruppi Abeliani Finiti

Studiamo il gruppo degli automorfismi di un gruppo finito G abeliano. Per il Teorema
di Struttura G = G, X ... x Gp, con p;| |G| e ogni G, ¢ caratteristico. Dunque studiare
Aut(G) ¢ equivalente a trattare gli automorfismi di ogni Gp, = Z/p;*Z x ... x Z/pi"Z.

Sia dunque G = Z/p“'Z X ... X Z/p"Z con p primo e 1 <e; < ... <e,.
Sia x; un generatore di Z/p“Z v j.
Sia ¢ € Aut(G), o(xj) = > i ajjz; con a;; € Z/pi .

Condizione necessaria (e sufficiente) affinché ¢ sia un omomorfismo (e quindi un endo-
morfismo di G) & che ord(yp(z;)) | ord(z;) = p%.
Poiché ord(z;) = p® Vi, se p* | a;j e pFtly a;j con k < e; allora I'ordine di a;jx; ¢ uguale
a pcik.

:> pei—k é pEj <:>p€i—ej | a/ij

Dunque se per ogni ¢, j tali che ¢ > j si ha che p®~% | a;; allora ¢ € End(G) e possiamo
rappresentarlo matricialmente (grazie all’isomorfismo tra applicazioni lineari e matrici).
Definiamo

R = {(aij) € M(’I”L,Z)’ p&iTe ‘ ai; Vi >j N a;j € Z/peiZ A Z,]}
Con semplici verifiche possiamo notare che (R, +,-) ¢ un anello non commutativo.

Prendiamo 1'omomorfismo di anelli 7 : R — End(G) che associa ad un elemento di
R P’endomorfismo di G associato a tale matrice. Tale omomorfismo ¢ surgettivo per
come ¢ stato definito R e iniettivo perché I’endomorfismo nullo 0(z;) = > it ajjz; =
(alj, agj, .., anj):O@aij:OVi,j.

Dunque 7 ¢ un isomorfismo di anelli.

Studiamo quando A = (a;j) € R definisce un elemento di Aut(G):

Sia A € M(n,F,).
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Dimostriamo che:

PROPOSIZIONE: 7(A) € Aut(G) & A € GL(n,F,).

Dimostrazione. =.
Se m(A) € Aut(G) = 3 n(B) € Aut(G) (e di conseguenza, vista la surgettivita di m,
3 B € R) tale che m(A)n(B) = idg. Dunque 7(AB) = idg. Vista la bigettivita di ,

segue che AB = idp e quindi AB = idGL(nF,), Cloe A & invertibile. O

Dimostrazione. <. - -
A ha inversa in GL(n,IF'p_). Sia B l'inversa. Poiche GL(n,F,) é finito, A ha ordine finito.
Quindi 37 € N tale che A = gLy, = B= A=l = B = A1 & un elemento di R.

Quindi AB = idgr + pM per una certa matrice M.

(ABY" = idg + pN*t'M' con N > ¢; V i e M’ una certa matrice. Chiamando C =
B(AB)*" ! si ha che m(AC) = n(idg + pN T M') = n(idg) + 7 (pN M) = idg. Le ulti-
me uguaglianze derivano dal fatto che 7 & un omomorfismo di anelli e che 7(p™V 1 M’) = 0.
Dunque 7(AC) = 7(A)7(C) = idg = w(A) ¢ invertibile in End(G). O

3.7 Automorfismi di Qg

Ricordando che Qg = { g'hi|gt =e, h*=e, ghg™! = h_l}, studiamone gli automorfismi.
Il primo generatore deve andare in un elemento di ordine 4 (per un totale di 6 modi); il
secondo generatore deve andare in un altro elemento di ordine 4, ma non deve appartenere
al sottogruppo generato dall’immagine del primo generatore. Dunque per h ci sono un
totale di 4 possibilita di scelta.

Dunque |Aut(Qg)| < 24.

Cerchiamo adesso una limitazione nell’altro verso. Poiché gli elementi di ordine 4 vanno
in elementi di ordine 4 (che sono 6), potremmo analizzare Aut(Qg) — Sg, cioe le permu-
tazioni degli elementi di ordine 4. In realta pero tali elementi vengono permutati a coppie
{i,—i}, {4, =7}, {k,—k}. Quindi possiamo considerare 'omomorfismo 1 : Aut(Qg) — Ss.
Prendendo ¢1 : ¢ j— k ,siha che ¥(p1)=(1, 2, 3).

k1

1=
Prendendo ¢y : ¢ j~— @ ,siha che ¥(p2) = (1, 2).

k— —k
Dunque Im % ha almeno 4 elementi (il sottogruppo generato da (1, 2, 3) e (1, 2)), e quindi
Imw = 53.

Cerchiamo Ker): poiché iji~! = —j e iki~' = —k, allora Int(Qg) < Ker. Essendo
Int(Qs) = Qs/Z(Qs) = Qs/ {11y = Z/27 X L./,

|Aut(Qs)| = [Ker ¢ - [Im ¢ = [Ker ¢ - |Sy] > 4-6 = 24

Quindi |Aut(Qs)| = 24.

29



Dimostriamo che Aut(Qg) = Sy.
Prendiamo un cubo in R? = (i, j, k):

i-j+k i+j+k
i-j-k k
i+j-k
> J
-i-j+k -iHj+k
-i-j-k -i+j-k

Un automorfismo di Qg ¢ una isometria di R? che permuta i vertici del cubo (la base
ortonormale {i, j, k} subisce una trasformazione che permuta +i, +7, £k) pur conservando
gli inversi. Possiamo quindi limitarci a osservare come si permutano le diagonali del cubo.

Sia ¥ : Aut(Qg) — Sy e siano:
1. Diagonale 1: {i +j+k,—i —j —k};
2. Diagonale 2: {i+j —k,—i —j+ k};
3. Diagonale 3: {i —j — k,—i+j + k};
4. Diagonale 4: {i —j+ k,—i+j —k};

i
Prendendo ¢ : { j+— k  si ha che la prima diagonale resta fissa, la seconda va nella
(k1)
terza, la terza nella quarta e la quarta nella seconda. Poniamo dunque ¥ (¢1) = (2 3 4).
A=
Prendendo I'automorfismo di coniugio rispetto a i, o : ¢ j — @51~
(k— —k)
gonali 1 e 3 si scambiano cosi come le diagonali 2 e 4. Poniamo dunque 9 (p2) = (1 3)(2 4).

' = —j sihachele dia-

Analogamente gli altri automorfismi di coniugio generano i 2-2-cicli. Dunque Int(Qg) —
K 2 7./27 x 7./27 detto gruppo di Klein.
Allora Im 1) contiene tutte le permutazioni pari, cioe A4, e quindi [Im | > 12.
17
Prendendo infine @3 : ¢ j+— 4 si ha che le prime 2 diagonali si scambiano, mentre
(k— —k)
le altre 2 restano fisse, cioe 1¥(p3) = (1 2).

Im contiene A, e almeno una permutazione dispari (contiene cioé almeno 13 elemen-

ti), quindi Imvy = Sy.
Da qui per cardinalita si conclude che 1 € un isomorfismo.
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Capitolo 4

Gruppo delle Permutazioni 5,

Sia G = S, e X ={1,...,n}. Parlando dell’azione di G su X abbiamo che ¢ : G — S(X)
¢ l'identita, e per ogni x € X Orb(z) = X e Stab(zx) = S,_;.

Restringiamoci invece a lavorare su un sottogruppo di G.
Siaoc € Ge H = (o).
L’azione di H su X determina una partizione di X in orbite

X = |_| Orb(x)

TER

Sia Y un’orbita: Y = Orb(x) con z € X.

Poiché H é ciclico, Y = {o™(z) | m € Z}.

Y ¢ finito, quindi esistono m, m’ (m > m/ tali che 0™ (z) = o™ (z); = o™ " (2) = . Sia
h il pilt piccolo esponente positivo tale che o”(z) = x.

PROPOSIZIONE: ¢%(z) = 0®(x) < a =b (mod h)

Dimostrazione. =.
Supponiamo a > b

o%(z) = o(z) = ( ) D1V1dendo per hsihachea—b=qh+r

o4 (z) = (0" oaqh ( ) x)=o0"(z) =z =r=0. O
Dimostrazione. <.
Supponiamo a = b+ th. 0%(x) = (¢® 0 0™)(z) = 0°(x) O

Abbiamo quindi dimostrato che Orb(z) = {:L’, o(x),... ,ah_l(:l:)} ha h elementi.

DEFINIZIONE: Un ciclo ¢ una permutazione che ha una sola orbita non banale (con piu di
un elemento).

Osservazione. Dunque ogni permutazione o € S, si decompone in modo unico (a meno
dell’ordine) come prodotto di cicli disgiunti.

COROLLARIO: I cicli sono un insieme di generatori di S,.
DEFINIZIONE: Si definisce lunghezza di un ciclo la cardinalita dell’orbita del ciclo.

DEFINIZIONE: Una trasposizione € un ciclo di lunghezza 2.
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Osservazione. E sempre possibile scrivere un ciclo come prodotto di trasposizioni.

ESEMPIO: o = (1234 5) = (15)(1 4)(1 3)(1 2)
In generale (a1 ag ... ai) = I(al ag) -+ (a1 a2)I

k—1 trasp.

Osservazione. Dunque ogni permutazione si puo scrivere come prodotto di trasposi-
zioni (ma in generale non in modo unico).

COROLLARIO: Le trasposizioni sono un insieme di generatori di S,.

PROPOSIZIONE: Data una permutazione o € S, per ogni scrittura ¢ = 71 ... - 7, con
T; una trasposizione V ¢, k ha sempre la stessa parita.

Dimostrazione. Consideriamo la funzione ¢ : S,, — {£1} data da

Sicuramente |¢(o)| = 1 poiché sia al numeratore che al denominatore appaiono tutte le
coppie {a,b} C{1,...,n}.

Dimostriamo che ¢ ¢ un omomorfismo:

oo o) :H (Uor)(a()l:l()aor)(b) _

{a,b}C{1,...,n}
o) —olr®) Tl —rh)
{a,b_}CE[l,...,n} @) —7(0) Ly~ Plo) ()

Consideriamo la trasposizione 7 = (z y) e calcoliamo quanto vale ¢(7).
Distinguiamo le coppie {a,b} in 3 casi:

1. {a,b} N {x,y} = 0;
2. {a,b} N{z,y} = {z} oppure {y};
3. {a,b} ={z,y}

Caso 1:

or)= ]

{a,b}n{z,y}=0

Caso 2: Ci sono due possibilita.

c- [ TWotw ey

{a,e}C{l,...n} a—-T {ax}C{l,.ny ¢ 7T
7(a) — 7(y a—x

PACTI § AU | I
{ay}{L,m} y {ay}C{L,n} Y
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Moltiplicando tra loro i risultati derivanti da questi tipi di coppie si ha
7(a) — 7(b
o(r) = 11 W-r_,

{ab}n{z,y}={z} oppure {y}

Caso 3: ¢(1) = r@-tly) _y—z _ _q

T—y T—y
= (1) =—1.
Prendendo quindi una ¢ € S,,, 0 =71 - ... - 7 allora @(c) = p(11) - ... - (1) = (=1)*.
Quindi se ¢(0) = (—1)* allora la parita di k & determinata. O

4.1 Classi di Coniugio di Permutazioni

Prendiamo un ciclo ¢ = (a1 ... aj) e studiamone la classe di coniugio secondo elementi

di Sy,.
olay ... ap)o !

Poniamo o(a;) = b; per ogni i.
Dividiamo il problema in 2 casi:

e oco(z) con x € {by,...,b;}. Allora

—1
ag C g
b —— a; —— aj11 — bip1

e gco Y (x) conz ¢ {by,...,bx} e o(y) =x. Alloray ¢ {ai,...,ax} e

g C g

=o(ay ... ap)o L= (b1 ... by)

Quindi la classe di coniugio di un ciclo di lunghezza k & formata da tutti e soli i cicli di
lunghezza k.

Di conseguenza, poiché V «, 3 cicli si ha cafo~! = cac™ ofo~"! allora i coniugati di una
permutazione 7 sono tutte e sole le permutazioni che si decompongono in prodotto di cicli
della stessa lunghezza dei cicli di 7.

1

4.2 Formula delle Classi e p-gruppi

Sia G un gruppo; 'azione di coniugio permette di identificare lo stabilizzatore di un ele-
mento con il centralizzatore.

Abbiamo gia visto che

e Se G ¢ infinito, possiamo soltanto dire che G & unione (disgiunta) di orbite di elementi

di G;
e Se GG & un gruppo finito, allora |G| = |Z(x)| - |Orb(z)].
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Possiamo pero riscrivere la relazione per i gruppi finiti utilizzando proprio che G & unione

di orbite: |G\
Gl= 3 1om@) = 3 17
TER ‘TER
Suddividiamo adesso la somma in 2 casi distinti:
L. 2 € Z(G), cioe Z(x) =G. = \z@n =1L
2. x ¢ Z(G), cioe Z(z) # G. = \z‘%;'n 7 1.
Quindi
G
G| = Z 1+ 21y el '
meZ Z‘GR/ GR,

DEFINIZIONE: Sia p un primo. Un p-gruppo & un gruppo finito di ordine p™ per un
certo n € N.

La formula delle classi ha un’immediata applicazione nel caso dei p-gruppi. Infatti

P =1Z2(G

(G)| + multiplodip = p||Z(G
xER/

Ovvero Z(QG) # {e}.

COROLLARIO: Se |G| = p? con p primo, allora G & abeliano.

Dimostrazione.
1 — impossibile, visto sopra

Se |Z(G)| = p, allora il quoziente G/Z(G) & ciclico perche di cardinalitd p. Ma allora G &
abeliano, e quindi G = Z(G). Assurdo.

= |Z(G)| =p* =G| = G = Z(G) = G & abeliano. O
PROPOSIZIONE: Sia G un p-gruppo e sia H < G con H # G. Allora N(H) 2 H.

Dimostrazione. Suddividiamo la dimostrazione in 2 casi:

o H 2 Z(G). Allora 3 z € Z(G) tale che z ¢ H. Ma z € N(H), quindi abbiamo la
tesi;

e H D Z(G). Procediamo per induzione sull’ordine di H.
Consideriamo

T G — G/Z(G)
H — H
Poiché in un p-gruppo Z(G) non ¢ mai banale, allora |H| < |H|, e quindi per ipotesi
induttiva N(H) 2 H e N(H) v H.
Ma allora H< 7! <N(ﬁ))
Guardando le cardinalita di H e di 71 (N(FI)) si ha dunque che H ¢ 71 (N(I:I)) -
N(H) (perché N(H) ¢ il piu grande sottogruppo in cui H ¢ normale).
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PROPOSIZIONE: Sia G un p-gruppo e H <G con H # {e}. Allora H N Z(G) # {e}.

Dimostrazione. Utilizzando la caratterizzazione di un sottogruppo normale come unione
di classi di coniugio possiamo riscrivere la formula delle classi restringendola ad H.

G|
H|=HNZ(G)|+ Y 70|
T€Ry
Dato che p divide tutta la sommatoria e p divide anche |H|, allora p| |H N Z(G). O

4.3 Cardinalita del Normalizzatore di un Sottogruppo Ci-
clico

Ricordiamo la definizione di normalizzatore:

DEFINIZIONE: Dato un gruppo G, si definisce normalizzatore di un sottogruppo H il
sottogruppo N(H) = {g € G | gHg™' = H}.

Osservazione. La differenza tra N(H) e Z(H) sta nel fatto che il centralizzatore fis-
sa gli elementi di H puntualmente, mentre il normalizzatore fissa l'insieme H in generale.

PROPOSIZIONE: Per ogni o € S,

IN(< o >)|=|Z(0)] - |Aut(< o >)|
Dimostrazione. Costruiamo un omomorfismo

p: N(<o>) — Aut(<o>)

T — Or

con (0% = To%r L.
Si puo notare immediatamente che Ker ¢ = Z(o). Per giungere alla tesi dobbiamo verifi-
care che 'omomorfismo sia surgettivo.

Sia a € Aut(< o >). Sia a(o) = ¢? con (ord(c),d) = 1.

Se g =ci- ... ¢, decomposizione in cicli allora % = ¢§ - ... - cg ¢ una decomposizione in
cicli di lunghezze uguali a quelle di o.

Cerchiamo quindi una permutazione 7 che coniughi ¢ con ¢¢. Ma, una volta stabilito
il primo elemento di ogni ciclo, 7 esiste ed ¢ unica (poiché esplicitamente determinata a

partire da o e o?).

Abbiamo quindi trovato che per ogni o € Aut(< o >) esiste una 7, tale che ¢, = a, cioe
© € surgettiva.

Per il teorema di isomorfismo, infine, |N(< o >)| = |Ker ¢|- [Im | = |Z(0)]-|Aut(< o >)|.
0

Osservazione. Se ¢ ¢ un ciclo di ordine n, allora

g4 ] se (d,n) =1 & un n-ciclo
se (d,n) =m ¢ prodotto di m ,--cicli
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4.4 Semplicita di A,
DEFINIZIONE: Un gruppo si dice semplice se non ha sottogruppi normali non banali.

PROPOSIZIONE: A, & semplice per ogni n > 5.

Dimostrazione. Per induzione su n:

Passo base n = 5.

As e costituito dall’identita, dai 5-cicli, dai 3-cicli e dai 2-2-cicli.
Sia H < A5.

e Se H contiene un 3-ciclo, allora per normalita i contiene tutti (20 elementi). Ma
allora, poiché (a b ¢)(b d a) = (b d)(a c), contiene anche tutti i 2-2-cicli (altri 15

elementi), e quindi per cardinalita genera tutto As.

e Se H contiene un 2-2-ciclo, allora per normalita li contiene tutti (15 elementi). Ma
poiché (a b)(c d)(c d)(a e) = (a e b), contiene tutti i 3-cicli (20 elementi) e quindi

genera As.

e Se H contiene un 5-ciclo, allora per normalita contiene tutta la sua classe di coniugio
(212 elementi). Ma poiché (a bcde)(acbde) = (ad)(be),allora contiene anche
tutti i 2-2-cicli (ulteriori 15 elementi); inoltre (a bcde)(abe dc) = (a cb) e dunque

contiene altri 20 elementi (i 3-cicli). Quindi genera As.

Dunque H = As, cioe As ¢ semplice.
Passo induttivo n > 5.

Sia A, > G;:={oc€ A, | o(i) =1} = A,_1. Per ipotesi induttiva G; & semplice per ogni

1.
Sia N < A,. Allora NNG; 4G, quindio NNG; =G; 0 NNG; = {6}

e Se esiste ¢ tale che G; N N = G; allora N contiene i 3-cicli e i 2-2-cicli di G;; allora

per ipotesi di normalita contiene tutti i 3-cicli e i 2-2-cicli, che generano A,,.

e Se NN G; = {e} per ogni i, allora nessun elemento di N fissa un elemento di
{1,...,n}. Quindi se o(i) = 7(i), con o, 7 € N, allora o~ !7(i) = i, cioe 0 = 7.
Preso N >0 =cy-...- ¢ cicli disgiunti di ordini 1 > ... > ry:

— Se 1 23, C1 :(il ir1):

Coniugando o con p = (ig j k) tale che (j k) # (i1 i2). N € normale, quindi il

coniugato sta in N.
T =pop~t; 7(i1) =iz e o(i1) = i2. Ma 7(i2) = j e o(iz) = i3. Assurdo.

— Se r; = 2 per ogni i:
Allora ¢ ¢ composizione di trasposizioni disgiunte o = (i j)(k [)....

Coniugando o con p = (I p q) tale che p,q # {i, j, k, [}, si ottiene un elemento

7 = pop~ ! tale che 7(k) =1, o(k) = p # 1, ma 7(i) = o(i) = j. Assurdo.

Dunque N = A,, cioé A, & semplice.

36

O]



Capitolo 5

Prodotti Semidiretti

Siano Gy, G4 gruppi. Sia X = G x G4. Sia

(T G2 — Aut(Gl)
g2 = Pg2

Definiamo una moltiplicazione in X in questo modo:

(l‘l,xz)(yhm) = ($180x2(91),l‘2y2)

Allora X € un gruppo con questa operazione.
Infatti:

e L’operazione & associativa:

(w1, 22) (Y1, 42)) (21, 22) =

e (e1,e2) & I'elemento neutro;
e Elemento inverso:

—1
Y2 = Ty

_ =
Pao(y1) = 27

(z1,22)(y1,92) = (€1, €2) = (10, (Y1), T2y2) = {

v2 =Ty 1 1
1 =95, (@1) = ¢, (ay)
Tale gruppo si dice prodotto semidiretto di G1 e G e si denota con G1 X, Ga.

Osservazione. Il prodotto diretto & un caso particolare del prodotto semidiretto, quando
¢ associa l'identita ad ogni elemento di G2 (ovvero ¢ 'omomorfismo nullo).

Osservazione. G X, {e} < Gp X, Go. Infatti ¢ il nucleo dell’omomorfismo di pro-
iezione m : G1 Xy, Ga — Ga.

Osservazione. {e} x, G2 in generale non ¢ normale. Infatti:

(21, 22) (e, 92) (w1, 02) 7" = (21, 2290) (95, (27 1), 25 1) = (219,12 (27), 22gp3 )
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-1

Scegliendo (z1,x2) in modo tale che ¢ -1 sia non banale e che z; ~ non sia un punto

T2Y2Ty
fisso si ottiene la tesi.

Osservazione. GG X, G2 non ¢ un gruppo abeliano.

ESEMPIO: G1 = Z/nZ =< x >, Go = L/2L =<y >.

o: Z)2Z — Aut(Z/nZ) = (Z/nZ)*
€9 — id
y = (z—a2l)

Siano g = (z,e) e h = (e,y). Allora ord(g) =n, ord(h) =2 e
(e,y)(@,e)(e,y) ™ = (27" e) = (a,¢) 7"

ciot hgh™' = g7 = Z/nZ %, Z/27 = D

PROPOSIZIONE: Sia G un gruppo e siano H, K due sottogruppi di G tali che:
1. H«G;
2. HN K = {e};
3. HK = G (o equivalentemente |H| - |K| = |G| nel caso in cui |G| < 00);
Allora G = H x, K con pg(h) = khk™!.

Dimostrazione. Sia f : H x, K — G tale che f((h,k)) = hk. Dimostriamo che ¢ un
isomorfismo.

e E un omomorfismo:
F((h k)W K)) = f ((RERE RK)) = RER'K
F((h k) f (W' K)) = hkh'k
o B surgettivo per l'ipotesi 3.
o E iniettivo:

Ker(f) = {(h, k)|hk = e} = { (h, h—l)]h €HNK}={c}

Esempio: G = {f : Z/nZ — Z/nZ|f(x) = ax + b, a € (Z/nZ)*, b€ Z/nZ}
G ¢ un gruppo (il gruppo delle affinita) con l'operazione di composizione.

Prendiamo
P G — (Z/nZ)*
(x—=ax+0b) — a

H=Keryp={fecG|f(x) =x+0b, b€ Z/nZ} =7Z/nZ ¢ il sottogruppo delle traslazioni.
Un K tale che K N H = {e} ¢ il sottogruppo delle omotetie

K ={feqG|f(x)=ax, a € (Z/nZ)"'} = (Z/nZ)"
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Essendo G = HK allora G = H %y K con ¢g(h) = ko fok™t

Vediamo che, ponendo h(z) = z + b e k(x) = cx, Yp(h) = c((c'z) +b) = v +cb e
quindi
(Z/nZ)" — Aut(Z/nZ)

~ * P
G =7Z/nZ xy (Z/nZ)" con A o I

con k € Aut (Z/nZ) intesa come la moltiplicazione per k.
Quindi 1 & I'isomorfismo identico.

PROPOSIZIONE: Sia G un gruppo di ordine pg con p, ¢ primi e p < ¢q. Allora G =
7./qZ %, Z/pZ dove ¢ : Z/pZ — Aut(Z/qZ) = 7./(q — 1)Z.

Dimostrazione. Per Cauchy esiste un elemento di ordine p e uno di ordine ¢, quindi esi-
stono K e H di quelle due cardinalita.

Dimostriamo che il sottogruppo di ordine ¢ & unico.
Se per assurdo esistessero Hy # Ha, |H1| = |H2| = ¢ allora

|Hy| - |Ha|

H{Hy| =
| ! 2| ‘H10H2’

= |Hi| - |Hz| = ¢* > pg = |G|

che & assurdo.

Dunque H ¢ caratteristico in G e anche normale.

Inoltre, poiché p e ¢ sono primi, HNK = {e}. Allora G = H x, K = Z/qZ %, Z/pZ dove
0 L)pZ — Aut(Z/qZ) = 7./(q — 1)Z. O

Osservazione. Il prodotto diretto (ovvero con ¢ banale) esiste sempre; in questo caso G
é ciclico di ordine pq.

Osservazione. Un prodotto semidiretto non banale esiste se e solo se p | ¢ — 1. Tutti
questi semidiretti sono isomorfi tra loro, a prescidere dalla definizione di .

5.1 Gruppi di Ordine p?

Sia p un primo diverso da 2. Cerchiamo di caratterizzare tutti i gruppi di ordine p?.

Per il Teorema di Struttura se G' ¢ abeliano allora ¢ della forma
7/p3Z Z./p*Z x 7./ pZ Z./pZ x L]pZ x L) pZ

Se invece G non ¢ abeliano, cerchiamo 2 sottogruppi di ordine p e p? per poter applicare
il teorema di decomposizione in prodotto semidiretto.

Essendo G un p-gruppo allora di sicuro esiste un sottogruppo H < G di ordine p?, quindi
abeliano (H = Z/p*Z v H = 7./pZ x 7/pZ) e normale poiché H C N(H).

Dimostriamo che, quando p # 2, & sempre possibile trovare un K < G, |K| = p e ta-
le che HN K = {e}. Sia z € G\ H; se ord(zx) = p allora abbiamo concluso prendendo
K = (x). Se ord(z) = p?, consideriamo R = (z) = Z/p*Z.

Osserviamo che in questo caso possiamo supporre H = 7 /p?Z poiché in H = 7./pZ x 7. pZ.
ci sono p + 1 sottogruppi distinti di ordine p e quindi se ne troverebbe almeno uno con
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intersezione banale con R e dunque avremmo concluso la ricerca.

Consideriamo adesso 'omomorfismo ¢ : H — Aut(R) tale che ¢(h) = ¢y : r — hrh~L.
Notiamo dapprima che Im ¢ = ¢(H) # {id}: se per assurdo cosi fosse allora Vh € H, Vr €
Rhr=rh=HCZr),RCZ(r)=G=HRC Z(r)Vr € R= R C Z(G). Ma allora
|Z(G)| = p® (assurdo perché G non & abeliano) o Z(G) = R (assurdo perché G/Z(G)
sarebbe ciclico).

Dunque [6(H)| | |H| = 52 A l6(H)| | [Aut(R)| = p(p — 1) = [6(H)| | p e [6(H)| # 1 =
|p(H)| = p. Dal momento che Aut(R) ¢ ciclico si ha che ¢(H) & 'unico sottogruppo di
ordine p di Aut(R). Sia y € H un generatore di H e prendiamo un generatore del sotto-
gruppo di ordine p di Aut(R), ¢y : © — 2P (possiamo considerare questo senza perdita
di generalita).

Ricapitolando, abbiamo queste relazioni: G' = (x, y), 2P’ = pr =e, yry~ ! = 211P,
Cerchiamo adesso, se esiste, un j tale che zy/ ¢ H e ord(zy’) = p. Se trovato, ponendo
K = (zy’) allora HK =G e HN K = {e}.

n(n

2

Dimostriamo per induzione su n che (xy/)" = 2"*P /" il passo base & ovvio;
per dimostrare il passo induttivo utilizziamo prima altri 2 risultati.

o yz" = z"(17P)y Dimostriamolo per induzione su n.
Il passo base deriva dall’identitd yzy~! = z17P.
Passo induttivo: yz"t! = yama = 2P yg = gn(4P)gpl4py — g (nt1)A4p)y,

o y"z = x+"Py" . Dimostriamolo per induzione su n.
Il passo base deriva dall’identitd yzy~! = z!7P.
Passo induttivo: yn+1x =yyz = yx1+npyn _ w(1+np)(1+p)yn+1 _ x1+(n+1)pyn+1.

Dimostriamo adesso il passo induttivo della prima uguaglianza:

(2g?)" = (ay? )"y’ = "I iy =
. n(n—1) . .
= g i gy =

n(n—1)

= " tiP (gHTIPgy I Y —

. n(n+l) .
— pntltip—5— yj(nH)

; 2= L .
Dunque (zy’)P = aP™7 2 9IP; cio significa che se p # 2 si ha p ovvero

(xy?)P = 2Py/P. A questo punto 2P, y? € HNR, e in particolare 7P € HNR = (y?). Quindi
esiste j € {1,...,p—1} tale che (y?)? = 7P da cui (axy?)? = aPy’? = 2P (yP)) = 2Pz P =e.

2| p2(1;—1)

Abbiamo cosi dimostrato 1'esistenza di due sottogruppi H <G, K < G tali che |H| = p?,
|IK|=p, G= H x K.

e Caso 1: G = 7Z/p*Z x, Z/pZ. L'omomorfismo ¢ : Z/pZ — Aut(Z/p*Z) = (Z/p*Z)"
¢ definito da p(y) = ¢, : = — yzy~ . Se H = (z), K = (y) allora possiamo

considerare ¢, : x — yry L = 1P,

o Caso 2: G = (Z/pZ x L/pZ) X, Z/pZ. Vediamo come & fatto 'omomorfismo ¢ :
Z/pZ — Aut(Z/pZ x Z/pZ) = GL(2,F,). Definiamo ¢,(z) = MYz con M €
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GL(2,F,) di ordine p. Ad esempio, possiamo prendere M = ( 1 (1) )

01
0 0
(I4+NP=I"+p-...+NPdatochep| () Vi=1,...,p—1. Ma poiché N? =0
allora anche NP =0 = MP =P =], e cio¢ ord(M) = p.

Verifichiamo che ord(M) = p: sia N = ( ); allora M = I+ N = MP =
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Capitolo 6

Teoria degli Anelli

DEFINIZIONE: Si definisce anello un insieme A dotato di 2 operazioni (+ e -) tale che:
1. (A,+) & un gruppo abeliano;
2. La moltiplicazione & associativa;
3. Valgono le proprieta distributive della moltiplicazione con ’addizione e viceversa.

DEFINIZIONE: In un anello A si dice divisore di zero un elemento x € A tale per cui esiste
y € A\ {0} tale che zy = 0 oppure yz = 0. Poniamo D l'insieme dei divisori di zero.

T1IPI DI ANELLI:

e Anello commutativo: V z,y € A xy = yx;

e Anello con unita: 31 € AtalecheVae e Ax-1=1-z = x;

e Anello privo di divisori di zero;

e Dominio di integrita: anello commutativo con 1 privo di divisori di zero;

e Campo (o corpo commutativo): anello commutativo con 1in cui V2 # 0 dz~1 € A
tale che zz~ ! =z 1z = 1;

e Corpo non commutativo (o anello di divisione): anello non commutativo con 1 in
cuiVr#03Jz e Ataleche zz ! =71z =1

Osservazione. Se A & un corpo A\ {0} & un gruppo con la moltiplicazione.
Osservazione. Se |A| >2e 1€ A allora 0 # 1.

Osservazione. Se 1 € A, allora A* = {x € A| z ¢ invertibile} & un gruppo con la
moltiplicazione.

PROPOSIZIONE: Sia A un anello commutativo con unitda. Sia D linsieme dei divisori
di zero. Allora:

1. DN A* =
2. Se A é finito, D U A* = A.

42



Dimostrazione. 1.
Sia x € DN A*: allora, poiché x € D, Jy # 0 tale che xy = 0, e poiché z € A* 3z tale che
zr =1. Dunque y = 1-y = zay = z - 0 = 0 assurdo. O

Dimostrazione. 2.
Se z ¢ D vale la proprieta di cancellazione:
ra=zb=za—xb=0=2(a—0)=0=a=0.

Supponiamo quindi « ¢ D e consideriamo l'insieme {1, 2, xn ™ .}. Poiché
|A| < oo allora esistono n,m (con m > n) tali che 2™ = 2". Ma allora ™™™ = 1, e cioe
xz-z™ "t =1, ovvero 7! = gm "1, ]

COROLLARIO: Un dominio di integrita finito € un campo.

TEOREMA (TEOREMA DI WEDDERBURN): Un anello di divisione finito privo di divi-
sori di zero € un campo.

DEFINIZIONE: Un ideale I di un anello A & un sottoinsieme di A tale che:
1. I & un sottogruppo di A per I'addizione;
2. Ya € AVi € I ai € I (ideale sinistro) oppure ia € I (ideale destro).

Osservazione. Se A ¢ un anello commutativo ogni ideale ¢ bilatero.

PROPOSIZIONE: Sia A un anello commutativo con unita e sia I un ideale di A. Allora A/I
e un anello commutativo con le operazioni:

e (z+ D)+ (y+1):=(x+y +1I;
o (x+I)(y+1):=xy+1.

Dimostrazione. Per la somma non c’e niente da dimostrare, dato che vale per i gruppi.
Dimostriamo che si tratta di una buona definizione per la moltiplicazione:
Sex+I=2'"+1ey+1I=1y +1I allora vediamo che xy + I = 2’y + I. Infatti z € 2/ + I,
equindi x =2’ +i1; y €y + I, e quindi y = ¢ + is.

xy = (&' + i)y +i2) =2y + i1y + 2lig +ivie €Y +1 = axy+I=2y + 1.

L’operazione ¢ associativa perché lo ¢ in A.

L’operazione & commutativa perché lo € in A.
Le proprieta di distributivita valgono perché valgono in A. O

Osservazione. A/I ¢ con unita (14 I), a meno che I = A e quindi A/I = {0}.
Osservazione. L’intersezione di 2 ideali di A € un ideale di A.

DEFINIZIONE: Sia S un sottoinsieme di A anello commutativo con unita. Si dice ideale
generato da S (notazione: (S) ) il piu piccolo ideale di A contenente S.

Primo caso: S = {z}.
(S) = () = Az = {ax | a € A}. Infatti Az C (S) per la proprieta di assorbimento;
(S) € Az poiché Ax e un ideale (semplice verifica).

DEeFINIZIONE: Un ideale si dice principale se & generato da un solo elemento.
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Osservazione. (z) = {0} < 2 =0.
Osservazione. (z) = A<z € A*.

Secondo caso: S = {x1,...,z,} finito.
(S) = (z1,...,2p) = Ax1 +... + Axy, = {a121 + ... + ap®y | a; € A Vi}. Le due inclusioni
sono analoghe a sopra.

Caso generale: S qualsiasi. S = {Zx},cx-
(S) = combinazioni lineari finite degli z) =
={azy, +... +apxy, | nENN €A a; € AVi}
PRrOPOSIZIONE: Gli ideali di Z sono tutti e soli gli ideali della forma mZ = (m) con m > 0.
mZNnZ = [m,n|Z
S=mZUnZ= (S)=(m,n) =(d) =mZ+nZ

Osservazione. Un anello A ¢ un campo se e solo se i suoi unici ideali sono {0} e A.

6.1 Operazioni tra Ideali

Sia A un anello commutativo con unita, e siano I, J due ideali di A.
Allora possiamo definire delle operazioni tra ideali come segue.

DEFINIZIONE: I N J é il piu grande ideale contenuto in [ e in J.
DEFINIZIONE: [ +J ={i+j |i€ I,j € J} ¢ il piu piccolo ideale che contiene I e J.

DEFINIZIONE: [ - J = {aji1ji+ ...+ apingn | n € Nyap € A,iy, € I,j; € J} & un ideale
(banale verifica). Possiamo anche scrivere I - J = (if);cr je -
Osservazione. La definizione di I - J ¢ diversa da quella naturale perché se fosse stata
{ij | i € 1,j € J} non sarebbe stato un ideale.

Esemp1O: Nell’anello Rlz,y], I =J = (z,y) ={f-z+9g-y | f,g9 € Rlz,y]}.

22 el-J,y*eI-J, maz?+ y? non & prodotto di un elemento di I per un elemento di
J; dunque nella definizione di I - J c’é la necessita di aggiungere le combinazioni lineari in
generale e non i singoli prodotti elemento per elemento.

Osservazione. [-J C I N J. Infatti un insieme di generatori di I - J ¢ dato dagli
tjconi €l jeJ. Maije€lIndJ,edunque vale I'inclusione.

DEFINIZIONE: I, J si dicono relativamente primi se [ +J = A = (1).

PROPOSIZIONE: Se I +J =Aalloral-J=1nNJ.

Dimostrazione. C. Ovvia. OJ
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Dimostrazione. O. Per ipotesi 3 x € I,dy € J tali che x +y = 1. Sia a € I N J; allora
a=a-1l=alx+y)=ar+ayecl- J. O

DEFINIZIONE: [ :J ={z € A | xJ C I} & un ideale.

Esempio: In Z, I = (m), J = (n).
m=p{t ... pit conai>0;n:p?1-...'pzk-qfl-...‘qgs con b; >0, ¢; > 0.
Allora I : J = (p{* -...-pp*) con z; = max {a; — b;,0}.

DEFINIZIONE: Ann(I)= {z € A | I = (0)} ¢ un ideale bilatero se I ¢ un ideale bilate-
ro o sinistro di A.

Verifica:

E banalmente un sottogruppo additivo; vediamo la proprieta di assorbimento.

x €Ann(I), b € A; (zb)a = x(ba) = 0 perché a € I = ba € I (essendo I un ideale sinistro).
Dunque zb €Ann(I). (bx)a = b(za) =b-0 =0, quindi bx € Ann(T).

DEFINIZIONE: I = {x € A | 3In € N: 2" € I} & un ideale. Verifichiamolo:

E un gruppo additivo abeliano: infatti 0 € V/I; se z € v/T allora ™ € I, dunque (—x)™ e
- - L A

I = —x € VI; se 2™ y" € I allora (z + y)m =t = et (mhn=l)giymin—i=i ¢ T

poiché per ogni monomio i > m oppure m+n—1—14 > n.

La regola di assorbimento & banale.

Osservazione. /(0) = {elementi nilpotenti di A}.

EsEmMPIO: In Z/mZ con m = p{* - ... pi¥ /(0) = (p1-...-pk) =p1- ...  prZ/mL.

6.2 Omomortfismi di Anelli

DEFINIZIONE: Una funzione f: A — B con A e B anelli si dice omomorfismo di anelli se
vengono conservate le operazioni, cioé:

o fle+y)=fz)+ fy);
o flzy) = f(2)f(y).
EseEmpio: Gli unici omomorfismi f : Z — Z sono quello nullo e 'identita, infatti:
b=f(1) = F(1-1) = F(1)F(1) = b2

Osservazione. E sempre vero che f(0) = 0, ma non & vero che f(1) = 1. Infatti:
ESEMPIO: f:Z/6Z — Z/6Z tale che f(x) = 3z. Allora f(zy) = 3zy e f(x)f(y) = 323y =
32xy = 3zy.

Come deve essere fatto dunque f(1)?

Se f(1) = b, allora f(x) = f(1-z) = f(1)f(z) = b- f(x). Quindi b deve essere unita

in f(A), ovvero nell'immagine dell’omomorfismo.

PROPOSIZIONE: Se B ¢ un dominio di integrita e f # 0 allora f(1) = 1.
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Dimostrazione. Sia b = f(1). Allora per come visto sopra b = b?, cioe b(b—1) = 0. Poiché
B € un dominio di integrita, b =0V b= 1. O

Osservazione. Se f(1) = 1 allora f(x~1) = f(z)~L.

PRrROPOSIZIONE: Sia Ker f = {x € A | f(z) = 0}. Allora:
1. Ker f & un ideale di A;
2. f(x)=f(y) & z+Kerf=y+Kerf.

Dimostrazione. 1.
x € Ker f= flax) = f(a)f(x) = f(a)-0=0= ax € Ker f. O

Dimostrazione. 2. Deriva dal fatto che f € un omomorfismo di gruppi. O

Osservazione. Gli ideali di A sono tutti e soli i nuclei di omomorfismi f: A — B con B
un anello qualsiasi.

TEOREMA (TEOREMA DI ISOMORFISMO PER ANELLI): Sia f : A — B un omomor-
fismo di anelli, sia I = Ker f. Allora esiste un unico omomorfismo ¢ : A/I — B che rende
commutativo il seguente diagramma;:

© ¢ iniettiva. Inoltre & surgettiva < f lo e.

Dimostrazione. Se ¢ esiste, allora & unica perche deve essere in particolare un omomor-
fismo di gruppi. Quindi, dato il teorema di isomorfismo per gruppi, resta da vedere che
¢ conserva il prodotto. ¢(x + 1) = f(z) = e (z+ Dy + 1)) = p(ay + 1) = f(zy) =
f@)f(y) =@+ ey +1). 0

PROPOSIZIONE: Siano I, J ideali di A con I C J. Allora
AlJ = (A/T) [ (J/T)

Dimostrazione. Siano w1 : A — A/l e my : A/I — (A/I)/(J/I) le proiezioni canoniche
tali che m(2) = x+1 e mo(z+ 1) = 2 + I. Allora 7y 07 & surgettiva perché composizione
di funzioni surgettive; inoltre Ker(mpom) = J, datoche s + I =0z + 1€ J <z € J.
Quindi per il teorema di isomorfismo si conclude. O

PROPOSIZIONE: Siano I, J due ideali di A. Allora
I/)(InJ)={I+J)/J

Dimostrazione. Sia f : I — (I +J) /J tale che f(z) = z+J. E un omomorfismo surgettivo
eKerf={zel|z+JCJ}={axecl|zel}t=INJ.
Dunque si conclude per il teorema di isomorfismo. O
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TEOREMA (CORRISPONDENZA BIUNIVOCA TRA IDEALI): Sia f: A — B un omomorfi-
smo di anelli surgettivo. Sia I = Ker f. Allora esiste una corrispondenza biunivoca tra gli
ideali di A che contengono I e gli ideali di B.

Osservazione. Per dire che J ideale di A = f(J) ideale di B serve che f sia surget-
tiva.
ESEMPIO: i : Z < Q l'inclusione. i ((2)) non ¢ un ideale, dato che Q & campo.

DEFINIZIONE: Siano A e B anelli, con A sottoanello di B e sia b € B. Si definisce
omomorfismo di sostituzione 'omomorfismo ¢y : Alx] — B tale che ¢y(f) = f(b).

TEOREMA (TEOREMA CINESE DEL RESTO PER ANELLI): Sia A un anello commutativo
con unita, siano I, J ideali di A relativamente primi. Allora

AJTT= A/ (INT) = AJTx A)J

Dimostrazione. Consideriamo 'omomorfismo f : A — A/I x A/J tale che f(z) = (x +
Ix+J).

Kerf={zecAlz+I=1c+J=J}={zcA|lzeclzcecl}t=INnJ=1J.

Per vedere che sia surgettivo & sufficiente mostrare che (1,0) = (1+1,J) € Im f e (0,1) =
(I,1+J) € Im f.

Poiché I +J = A, esistono x € I, y € J taliche x +y = 1. Dunque x = 1—y, ecioe x € [
ex € 1+ J; analogamente y =1—x € JN(1+1).

= f(z) =(0,1) e f(y) = (1,0). o

6.3 Ideali Primi e Massimali

DEFINIZIONE: Si dice caratteristica di un anello A (char(A)) il minimo intero positivo m
(se esiste) tale che mx =0V z € A.
Se non esiste nessun intero positivo con questa proprieta, allora definiamo charA = 0.

Osservazione. Se A ¢ commutativo con unita allora

_J ordi(1) se e finito
char(4) = { 0 se ord4 (1) = +oo

Osservazione. I multipli di 1 (sottogruppo additivo generato da 1) & un sottoanello di A
che si dice sottoanello fondamentale.
m-D)(n-)=Q+...+)(1+...+1)=1+...+1=mn- 1.

1. IL ]
m volte n volte mn volte

Osservazione. Chiamando F' il sottoanello fondamentale, si ha che ' = Z o F = Z/mZ.

Osservazione. Se A ¢ un dominio di integrita allora char(A)= 0 oppure char(A4)= p
con p primo.

DEFINIZIONE: Sia A un anello commutativo con unita e sia P un ideale proprio di A
(P # A). Psidice primosexy € P=x € PVye€P.

DEFINIZIONE: Sia A un anello commutativo con unita e sia M un ideale proprio di A
(M # A). M si dice massimale se, per ogni ideale I tale che M C I C A, allora
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I=MvI=A.

Osservazione. A/P ¢ dominio di integrita se e solo se P ¢ un ideale primo. Infatti

al quoziente vale Ty =T -y =0=T =0V 7y = 0 se e solo se P ¢ un ideale primo.

Osservazione. A/M & campo se e solo se M ¢ un ideale massimale. Infatti, grazie
alla corrispondenza tra ideali possiamo dire che gli unici ideali nel quoziente sono I = {0}
e I = A/M se e solo se M ¢ un ideale massimale.

COROLLARIO: Se I € un ideale massimale allora e anche un ideale primo.
Osservazione. A ¢ un dominio di integrita se e solo se {0} ¢ un ideale primo.
Osservazione. A ¢ un campo se e solo se {0} ¢ un ideale massimale.

DEFINIZIONE: Un elementop € A, p# 0 e p ¢ A* si dice primosep |zy=p|xzVp|y o,
equivalentemente, se (p) & un ideale primo.

DEFINIZIONE: Sia A un dominio di integrita. Un elemento m € A, m # 0 e m ¢ A*
si dice irriducibile se m = xy = x € A*Vy € A*.

Osservazione. m irriducibile NON & equivalente a M = (m) massimale. Invece € equiva-
lente alla proprieta che M = (m) & massimale all’interno dell’insieme degli ideali principali.

PrOPOSIZIONE: Sia A un dominio di integrita. Se p & un elemento primo allora p e
irriducibile.

Dimostrazione. p=xy=p|lay=p|lzVp|y.
Se p | x allora = pa, e quindi p = pay = ay =1 =y € A*.
Se p | y allora y = pb, e quindi p = zpb = xb=1=x € A*. ]

Osservazione. p irriducibile # p primo.

ESEMPIO: A = Z[/=5]. 6 =2-3 = (14 /=5)(1 — v/-5).

Vediamo che 2 ¢ irriducibile: 2 = (a + bv/=5)(c + dy/—5) = passando alle norme al qua-
drato 4 = (a® + 5b%)(c> +5d%) =1-4=2-2.

Ma 2 # a? + 5b® Va,b € Z. Se invece 1 = a? +5b% ¢ 4 = ¢®> + 5d?, alloraa =1,b=0,c =
2,d =0. Ma allora 2=1-2, e 1 ¢ invertibile.

Dunque 2 ¢ irriducibile.

Vediamo pero che 2 non € primo: 2 |6 = (14++/—5)(1 —/—5) ma 21 (1 £+/-5).

DEFINIZIONE: Sia A un anello commutativo con unita. Un ideale Q) si dice primario
sexy € Q= x € QVIn € N tale che y" € Q.

DEFINIZIONE: Sia A un anello commutativo con unita. Un ideale @ si dice quasi pri-
mario se xy € Q = In € N tale che 2" € Q Vy"™ € Q.

PROPOSIZIONE: Sia A un anello commutativo con unita. ) primario = /) primo.

Dimostrazione. ab € \/Q = (ab)™ € Q per un certo n € N.
Se a ¢ 1/Q allora a™ ¢ Q Ym € N = b" € Q. Dunque /@ & primo. O
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PROPOSIZIONE: Sia A un anello commutativo con unita. ¢ € primario se e solo se i divisori
di zero in A/Q sono nilpotenti.

Dimostrazione. <.
Ovvia utilizzando la definizione di ideale primario. O

Dimostrazione. =.

Sia @ € A/Q un divisore di zero, cioé¢ 3b € A/Q, b # 0 tale che ab = 0. Dunque ab € Q.
Ma a ¢ Q, dato che @ # 0. Quindi b" € @ per un certo n € N = b =0.

Ma poiché A & un anello commutativo ab = ba, ed essendo b ¢ @ allora deve essere a” € Q
per un certo n € N e dunque @ nilpotente. ]

PROPOSIZIONE: Sia A un anello commutativo con unita. 4/ massimale = ) primario.

Dimostrazione. Sia M = /@) massimale (e dunque primo).

A/Q D M = +/0. Dunque M & l'intersezione di tutti gli ideali primi di 4/Q, ma essendo
massimale si ha che A/Q ha un solo ideale primo, M.

Quindi in A/Q ogni elemento & invertibile o nilpotente. Cio significa che i divisori di zero
in A/Q sono nilpotenti. Allora per la proposizione precedente ) ¢ primario. O

Osservazione. In generale /@ primo % @ primario. Infatti:

Esempio: A = Klx,y, 2]/ (vy — 2%), P = (z, 2).

A/P = K[y] ¢ un dominio di integritd = P ¢ primo.

Sia Q = P? (ovvero P = /Q). @ non ¢& primario. Infatti zy = 22 € Q, = ¢ Q ma
y" ¢ Q Vn € N.

6.4 L’anello S~ 'A

DEFINIZIONE: Un sottoinsieme S di A si dice moltiplicativamente chiuso se s1,s9 € S =
§189 € S.

DEFINIZIONE: Sia A un dominio di integritda e S un sottoinsieme moltiplicativamente
chiuso tale che 0 ¢ S e 1 € S. Allora si definisce S™'A l'anello {¢ | a € A,s € S} /~ con

la relazione di equivalenza definita come ¢ ~ % < at = bs e le seguenti operazioni:

a b __ at+bs.
.s+t_ st )
a b __ ab
® st T wt

Osservazione. Occorre verificare che le operazioni siano ben definite. Lasciamo come

esempio la dimostrazione della buona definizione dell’addizione:
a ., a %

/
2 bt Dunque as’ = d's e bt' = V't.
s s’ t

at+bs 2 a't' +b's
st s't!
(at + bs)s't’ L (a't' +b's")st
gl A (P
|a£,tt —i-‘li,ss = a'stt + b'tss
a'stt’ +b'tss' = a'stt’ + b'tss’
PROPOSIZIONE: La funzione ¢ : A — S~'A definita da ¢(z) = § ¢ un omomorfismo
iniettivo di anelli.
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Dimostrazione. Verifichiamo le proprieta di omomorfismo:
p(r+y) =" =T +1 =) +e).

pley) = F =71 =e@)ey).
Verifichiamo l'iniettivita: p(z) =2 =%« 2.-1=0-1=0< 2 =0. O

Osservazione. Se S = A\ {0} allora S™!1A4 & un campo detto campo dei quozienti di A
(o campo delle frazioni).

Osservazione. Se I ¢ un ideale di A allora S™!'I & un ideale di S~'A. Inoltre S~!I #
ST'As SNI=10.

Osservazione. Se J ¢ un ideale di S~1A allora esiste un ideale I di A tale che J = S~11.
Basta infatti prendere

I = {numeratori degli elementi di J} = {x cA ‘ djeddsel 5= $}
s

PROPOSIZIONE: Siano A, B domini di integrita e sia f : A — B un omomorfismo di anelli.
Sia inoltre S C A un sottoinsieme moltiplicativamente chiuso tale che f(S) C B*. Allora
esiste un’unica f : S™'A — B che estende f.

A ! B

Dimostrazione. Se tale f esiste allora & unica perché deve commutare il diagramma.

Poiché f — f o, allora Va € A, Vs € § f(a) = (%) = F(22) = F()F(2) = F(5) (L),
Dunque definiamo f(%) := f(s)~'f(a).
Si verifica facilmente che si tratta di una buona definizione e che ¢ un omomorfismo. O

SCELTE USUALI DI S:
e S = A\ {0}; implica che S™'A & un campo (campo dei quozienti).
e S=A\ P con P un ideale primo;
e S =A\Uer P con P; ideale primo Vi.

PROPOSIZIONE: Sia A un dominio di integritd, P un ideale primo e S = A\ P. Allora
S~LP & un ideale proprio di S~ A ed ¢ I'unico ideale massimale di S~'A.

Dimostrazione. S™'P & un ideale proprio perché S NP = ().

Ogni elemento £ ¢ S™!'P & tale che s € S, 2 ¢ P = x € S. Dunque £ ¢ invertibile.
Allora S~'P ¢ massimale perché ogni elemento nel suo complementare & invertibile, ed &
unico perché S~ A ¢ unione disgiunta di S™!P e dell’insieme degli elementi invertibili. [

DEFINIZIONE: Un anello commutativo con unita si dice anello locale se possiede un unico
ideale massimale.

TEOREMA (LEMMA DI ZORN): Sia X un insieme con una relazione d’ordine parzia-
le, tale che ogni catena ascendente di X ammette un maggiorante. Allora X ammette un

50



elemento massimale.

Osservazione. Equivalentemente, possiamo dire che il Lemma di Zorn afferma che
Vo € X 94 m massimale in X tale che m > x.

COROLLARIO: In un anello commutativo con unita per ogni ideale proprio esiste un ideale
massimale che lo contiene.

Dimostrazione. Utilizziamo il Lemma di Zorn con X = {ideali propri di A}. L’unione
degli elementi di una catena {I)},c, ¢ ancora un ideale proprio perché 1 ¢ I\VA ed ¢ un
maggiorante. Dunque si giunge alla tesi tramite la seconda formulazione di Zorn. O

Osservazione. In un anello locale A, I'ideale massimale M ¢ I'unione di tutti gli elementi
non invertibili.

EsERrCIZ10: Sia A un dominio di integrita e sia S un insieme moltiplicativamente chiu-
so tale che 0 ¢ S e 1€ S. Allora gli ideali primi di S~ A sono in bigezione con gli ideali
primi di A contenuti in A\ S.

PROPOSIZIONE: Sia A un dominio di integrita, P un ideale primo e S = A\ P. Sia
S I'immagine di S in A/P attraverso la proiezione canonica. Allora

ST1A/ST'P =S (A/P)
Dimostrazione. Consideriamo 'applicazione:

fi S7ta/slp - ST (4/P)

HEC AN
E una buona definizione: siano {ﬂ = [4], cioe %—% = = con c € P. Allora aut—bsu = cst.
Voglio dimostrare che % = %, cioe at — bs € P.

Dall’'uguaglianza sopra si ha che aut — bsu = (at — bs)u = cst € P dato che ¢ € P. Allora,
poiché u ¢ P, at — bs € P. Tesi.

La surgettivita della funzione f e facilmente verificabile.

Ker f={[2] | £([2]) = fi}}, dunque [¢] e Kerf s ae P& 2 e 51P e [ = [9].

Quindi la funzione f € anche iniettiva, ed ¢ I’isomorfismo cercato. O
6.5 Estensione e Contrazione di Ideali
DEFINIZIONE: Siano A C B due anelli commutativi.

e [ ideale di A genera un ideale in B chiamato estensione di I che si denota con I¢;

e J ideale di B; AN J ¢ un ideale di A chiamato contrazione di J che si denota con
JC.

PROPRIETA CON OPERAZIONI TRA IDEALI

L. (I1+ )¢ = IT + I3;
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10.

11.

12.

. (J1 4+ J2)¢ D I + J5;

Controesempio altra inclusione: prendiamo K[z] — K[z,y| e gli ideali di K[z, y]
Ji=(z+y) = Jf=(0), Jo = (y) = J5 = (0); allora J{ + J§ = (0) D (J1 + J2)°¢ =
(z,y)° = ().

(L ND)ECIENTs;

Controesempio altra inclusione: prendiamo Z[z?, 23] < Z[x] e gli ideali di Z[z?, 23]
I = (22) = If = (2%), I = (23) = I§ = (23); allora (I} N [5)¢ = (25,25)¢ = (2°) 2
IfnlIs = (2?) 0 (2°) = (2°).

(N T)E = JEN IS
- (LIp)¢ = IT1S;

- (JiJa)¢ D JEJS:

Controesempio altra inclusione: prendiamo Z[zy] — Z[z,y] e gli ideali di Z[z,y]
No= () = Jf = (xy), Ja = (y) = J§ = (wy); allora (J1)2)" = (xy)" = (zy) £
JiJs = (zy) (zy) = (2%y°).

(I : Ir)® C If . IS;

Controesempio altra inclusione: prendiamo Z[z?, 23] — Z[x] e gli ideali di Z[z?, 23]
I = (23) = If = (23), I, = (2%) = I§ = (2?); allora (I : [)¢ = (23,2%)" = (23) 2
I IS = (23) @ (22) = (2).

- (J1 s Jp)¢ CJf TS

Controesempio altra inclusione: prendiamo Z[zy] — Z[z,y| e gli ideali di Z[z,y]
Ji = () = Jf = (zy), Jo = (y) = J§ = (ay); allora (J; : Jo)¢ = (2)° = (zy) 2 Jf:
Js = (zy) : (zy) = (1),

LT C ey

Controesempio altra inclusione: prendiamo Z — Q e l'ideale I = (2); I°¢ = (2)“ =

=g @)=

J D Jee:
Controesempio altra inclusione: prendiamo Z — Z[z| e l'ideale J = (z); J =

() =(0)"=(0) 2 (x) = J.
JC — JC(:‘C;

I@ — IECC;

ALTRE PROPRIETA PER OPERAZIONI TRA IDEALI:

13.

14

15

16

17.

18.

ﬁz\/ﬁ;
VIJI=VINJT =vVInVJ2VIVI;
VI+ VT C VT +T;

VI + VT = VT+7;
VI = (ﬂpy P) con P ideale primo;

v/ (0) = (N P) con P ideale primo;
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19. ICT:J;

(IL:J)J
(I:J):K=1:JK=(:K):J;

22. (ML)« T = (L = J);

23. 1: () =N, (I:Jy);

20.
21.

6.6 ED, PID e UFD

DEFINIZIONE: Un dominio di integrita A si dice dominio euclideo (spesso abbreviato in
ED) se esiste una funzione "grado" d : A\ {0} — N con le seguenti proprieta:

L. d(z) < d(zy) Yo,y € A\ {0};
2. Vx,y € A,y # 0,3 ¢,r tali che z = qy + r con d(r) < d(y) oppure r = 0.

Osservazione. In un dominio euclideo esiste 'MCD tra 2 elementi non entrambi nulli
che puo essere determinato da un algoritmo di Euclide.

PROPOSIZIONE: In un ED A* consiste in tutti e soli gli elementi di grado minimo.

Dimostrazione. d(1) < d(1-z)=d(x) Vz € A\ {0}. Dunque 1 ha grado minimo.

Se a € A* allora esiste b tale che ab = 1, quindi d(a) < d(ab) = d(1) = d(a) = d(1), cioé
gli invertibili hanno grado minimo.

Viceversa, se x ha grado minimo: 1 = gz + r = r = 0 poiché non puo essere d(r) < d(z).
Dunque 1 = gz = z € A*. O

DEFINIZIONE: Un dominio di integrita si dice dominio ad ideali principali (abbreviato in
PID) se tutti i suoi ideali sono principali.

PROPOSIZIONE: In un ED tutti gli ideali sono principali (cioe ED = PID).

Dimostrazione. Sia I un ideale di A.

Se I = (0) allora ¢ principale.

Se I # (0) allora esiste almeno un elemento in I diverso da 0. Scegliamo un elemento di
grado minimo z € I e dimostriamo che I = ().

Banalmente I O (x). Invece,sey € [, alloray =qr+r=I1>y—qr=r=recl=r=0
dato che non puo essere d(r) < d(x). Quindi y = gz e cioe y € (x). O

Osservazione. In un ED esiste un algoritmo di Euclide per determinare 'MCD tra 2
elementi non entrambi nulli. In un PID esiste ’'MCD poiché esiste Bézout ma non c’¢ un
algoritmo esplicito per calcolarlo.

PROPOSIZIONE: In un PID ogni catena ascendente di ideali (principali) e stazionaria.
Ovvero
VL ClL,bC...CI,C... dng taleche]n:InOVnzno

Dimostrazione. Siano I; = (a;) Vi e sia I = U, ey In = (x). Allora 3ng tale che z € I,
cioe I, 2 (z). Ma I,y € UpenIn = I, e dunque (x) C Iy C Ing41 € ... €1 = ().
Quindi sono tutte uguaglianze. O
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PrOPOSIZIONE: In un PID ogni elemento irriducibile & primo.

Dimostrazione. x ¢ irriducibile < (x) ¢ massimale all'interno degli ideali principali = (z)
¢ massimale = (z) & primo = z & primo. O

COROLLARIO: In un PID gli ideali primi sono (0) (deriva dall’essere dominio di integrita)
e gli ideali massimali.

DEFINIZIONE: Un dominio di integrita A si dice dominio a fattorizzazione unica (ab-
breviato in UFD) se ogni elemento # 0 si puo scrivere in modo unico (a meno di riordi-
namento e di elementi invertibili) nella forma x = Ap1ps-...-p, con A € A* e p; irriducibili.

Osservazione. In un UFD ogni ideale principale si scrive in modo unico (a meno dell’or-
dine) come prodotto di ideali principali primi.

TEOREMA: Se A & un dominio di integrita tale che:
1. Ogni catena ascendente di ideali principali & stazionaria;
2. Ogni elemento irriducibile ¢ primo.

Allora A € un UFD.

Dimostrazione. Esistenza di una fattorizzazione.

Sia x # 0; se x € invertibile o & irriducibile non c’¢ niente da dimostrare.

Supponiamo quindi z non irriducibile. Allora x = a1b; con a1,b; ¢ A*. Se sia a; che
b1 sono irriducibili abbiamo concluso. Altrimenti supponiamo aq non irriducibile. Sup-
poniamo inoltre per assurdo che a; non sia prodotto di irriducibili. Allora a; = asbs con
ag,bs ¢ A*. Dunque almeno uno tra ag e b non & prodotto di irriducibili (supponiamo
senza perdita di generalita as). ag = aszbs con asz,bs ¢ A*.

(al)g(ag)g(ag)g...C...

Iterando il procedimento si ottiene una catena ascendente infinita non stazionaria di ideali

principali. Assurdo per la proprieta 1. O
Dimostrazione. Unicita della fattorizzazione.

Sia x = Apipa ... -Pr = Uq1qg2 - ... gs con A\, i € A* e p;, ¢; irriducibili.

Ma irriducibile = primo per la seconda proprieta. Quindi p; | pqige - ... ¢s = p1 | @1
(senza perdita di generalita). Allora ¢; = p1 - s, ma ¢ ¢ irriducibile, quindi s € A*.
Dunque = Asp2 - ... pr = g2 - ... - gs € da qui si conclude per induzione. O

TEOREMA: Se A & un UFD allora A possiede le 2 proprieta del teorema precedente.

Dimostrazione. 1.

Sia x € A\ {0}, = = A\p{* - ... plr.
dlz=d= Mpcfl -o..-p% con 0 < §; < a;. = i divisori sono un numero finito (a meno di

invertibili), e ogni catena ascendente di ideali principali
(x) C(dy)C...C ...

ha d; | © Vi. Ma allora ¢ stazionaria. O
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Dimostrazione. 2.

Sia z irriducibile. = | ab = zy =ab= (Ap1 ... pr)(pqr ...+ gs).

Per la fattorizzazione unica, x irriducibile = x = p;, V & = ¢ per un certo k.

Dunque z |a V z | b. O
Osservazione. z = \p{'-...-p%, y = up? r = MCD= mm lavbiy  prin {anbr},

PROPOSIZIONE: Negli interi di Gauss, se I = (a + b) allora |Z[i]/I| = a® + b?.

Dimostrazione. Sia J = (a — ib).

E facile osservare che Z[i]/I = Z[i]/.J tramite l'isomorfismo di coniugio.

Inoltre [Z[i] : I.J] = [Z]d] : I][I : I.J].

Prendiamo adesso f : Z[i] — I/IJ tale che f(x) = (a + ib)x. Si nota che Ker f = J, e
quindi Z[i|/J = I/IJ.

Dunque possiamo riscrivere [Z[d] : I.J] = [Z[i] : I][I : IJ] [Z[i] : N[Z]d] : J] = [Z]d] : 1)>.
Ma, poiché IJ = (a® +b%) e Z[i]/ (a®> +b?) = (Z/(a® + b*)Z)[i], allora [Z[i] : IJ] =
(a? + )2, da cui [Z[i] : I] = a® + b. O

Osservazione. ED C PID C UFD C Domini di Integrita. Infatti:
e Abbiamo gia visto che Z[y/—5] non ¢ un UFD;

e K[z,y] ¢ un UFD ma non & un PID.
Infatti K campo = K]z, y] un UFD.
Sia I = (x,y). Vediamo che non & un ideale principale.
Se lo fosse, allora I = (f)e flaAnf|ly=f=1 Mal={fi-z+ fo-y}, quindi
valutati in (0, 0) si annullano tutti. Poiché f = 1 non si annulla in (0,0) allora f ¢ I.
Assurdo.

o Z[@] ¢ un PID ma non & un ED.
La dimostrazione che sia un PID viene tralasciata (difficile).
Osserviamo preliminarmente che in un dominio euclideo, preso y di grado minimo
tra tutti gli elementi non invertibili (escludendo lo 0) allora A/(y) ha al massimo
|A*| + 1 elementi, dato che Vz € A si puo scrivere x = qy + 7 con r € A* Vr = 0.

1++v-1 1++v-1

{7’4—32—19 ‘ r,s€ZAr=s (mod 2)}

A* = {£1}: infatti 1 = “F5Y=19 21"#?19 5, ma in A un denominatore puod essere

solamente 1 o 2. Dunque s = 0 e 7 = £2 (deve essere pari) = Y= = £1.
T+S\/—19) i
2

Supponiamo che A sia euclideo e sia I = ( ideale generato da un elemento

di grado minimo in A\ {+1,0}. Allora |A/I] <|A*|+1=3.

_ r2419s2
- 4

Per la proposizione sopra se A fosse euclideo allora |A/I| e risolvendo la

disuguaglianza si otterrebbe s = 0, 7% < 12 con r pari = r = £2 = H=y=19 =19 — 41,
Assurdo dato che era stato scelto in A\ {£1,0}. Quindi A non ¢ un ED

DEFINIZIONE: Sia A un dominio di integrita e sia K il campo delle frazioni di A. A si dice
integralmente chiuso in K se vale la seguente implicazione: «a € K radice di p(z) € Alz]
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monico = o € A.

ProPOsIZIONE: Sia A un UFD. Allora A ¢ integralmente chiuso nel campo delle frazioni
di A.

Dimostrazione. o = § ¢ radice di p(x) € Afz] monico.
Dunque a divide il termine noto di p(z) e b divide il coefficiente del monomio di grado
massimo (che ¢ 1) = a € A. O

PROPOSIZIONE: Z[v/4n + 1] non & un UFD con 4n + 1 # a% e a € Z.

Dimostrazione. Sia o = H‘/@.

a & radice di 22 — z — n. Sia K il campo delle frazioni di Z[/4n + 1].

{1,v/4n + 1} & una base di K visto come spazio vettoriale su Q, dunque o € K si scrive
in modo unico come sopra.

Poiché invece Z[v4n + 1] = {a+ by/An + 1 | a,b € Z}, a ¢ Z[/An + 1] = Z[\/4n + 1] non
¢ integralmente chiuso = Z[v/4n + 1] non & un UFD. O

PROPOSIZIONE: Z[/—a] non & un UFD Va € Z,a > 3, a square-free.

Dimostrazione. Sia w = v/—a.

N(z +wy) = 2% + ay®. N & moltiplicativa, N(2) = 4. Dimostriamo che 2 & irriducibile.
N(z +wy) = 22 + ay? > 2% + 3y>. Se 2 non fosse irriducibile, si scriverebbe come pro-
dotto di 2 elementi di norma al quadrato uguale a 2. Ma non esistono elementi con tale
caratteristica, quindi 2 ¢ irriducibile.

Vediamo pero che 2 non ¢ primo: sia [ = (2). w ¢ I.

Se a ¢ pari, allora w? = —a € I = I non & primo.

Se a ¢ dispari, allora (1 4+ w)(1—w)=14a€ I, ma (1 +w)¢ I = I non & primo.

Dunque se I non ¢ primo allora 2 non & primo. Quindi Z[y/—a] non & un UFD. O

6.7 Anelli di Polinomi

LEMMA DI GAUSS:

LEMMA 1: Sia ¢(f) :=contenuto di f =MCD dei suoi coefficienti. Se ¢(f) = c¢(g) =1
allora ¢(fg) = 1.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo ¢(fg) # 1. Allora 3p primo tale che p | ¢(fg).

Alz]/ (p) = A/ (p) [x] e 'anello dei polinomi a coefficienti in un dominio di integrita & un
dominio di integrita, quindi (p) ¢ primo in A[z]. Prendiamo quindi 7 : A[z] — A[z]/ (p) la
proiezione canonica. Per ipotesi abbiamo ¢(f) =1 e ¢(g) = 1, quindi 7(f) # 0 e w(g) # 0.
Ma 7(fg) = 0. Assurdo perché il quoziente ¢ un dominio di integrita. O

LEMMA 2: ¢(fg) = c(f)e(g)-

Dimostrazione. Siano f = c(f)f1 e g =c(g)g1 con f1 e g1 primitivi.
c(fg) = c(f)el(g)e(frgr) = e(f)e(g) per il lemma precedente. O

LEMMA 3: Siano f,g € Alz] con f primitivo. Se f | g in K[z], con K = campo dei
quozienti di A, allora f | g in A[x].
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Dimostrazione. Supponiamo g = fh con h(x) = e + Z:—:llznn_l + ...+ Z—g.

! n / n—1 /
h(z) = In? +a"*15 totay _ % (cpx™ + ... 4 co) con cpz™ + ... + ¢ primitivo.
Dunque g = f - % - h1, ovvero bg = afh;. Passando ai contenuti b - c(g) = a. Poiché
c(g) € Aallorab|a= ¢ € A
Allora g = fh con h € K[x] = g = fh con h € Alz]. O

LEMMA 4: f € Alz], f = gh con g,h € K[z]. Allora esistono ¢’,h’ € A[z] tali che
deg(g) = deg(g'), deg(h) = deg() e f = g'I".

Dimostrazione. h = ¢h’ con h' € Alz].
Dunque f=g-%-h = h'| fin K[z] = h'| fin Afz].
Ma allora ¢’ = g € Alx]. O

TEOREMA (CARATTERIZZAZIONE ELEMENTI IRRIDUCIBILI IN A[z]): f € A[x] ¢ irridu-
cibile se e solo se:

1. deg(f) =0, f = a (costante) e a & un elemento irriducibile di A;

2. deg(f) > 0, f & primitivo e f & irriducibile in K[z] (con K il campo dei quozienti di
A).

Dimostrazione. 1.
Se deg(f) = 0 e f = gh tutti costanti. Dunque a = bc. Poiché A* = (A[z])* allora a
irriducibile < f irriducibile. O

Dimostrazione. 2.
Se deg(f) > 0, e f irriducibile allora ¢(f) = 1 perché f = ¢(f)f1 a meno di invertibili.
Inoltre, se fosse riducibile in K[z] allora lo sarebbe anche (non banalmente) in A[x].

Viceversa, sia f = gh. f irriducibile in K[x] = i gradi di g e h non sono entrambi
minori stretti, cioé g & costante.
Ma ¢(f) =1=¢(g) =1= g=1= f irriducibile in A[z]. O

TEOREMA: Se A ¢ un UFD allora A[x] ¢ un UFD.

Dimostrazione. Per la caratterizzazione degli UFD occorre dimostrare le 2 proprieta:
1. Ogni catena ascendente di ideali principali € stazionaria;
2. Ogni elemento irriducibile ¢ primo.

Dimostriamo la prima proprieta.

(fi)C(f2)C...C...

Vi fi = c(fi)fi con f] primitivo.
Dunque ho due catene ascendenti:

(c(f1)) C (e(f2)) ... C ...

che ¢ una catena di ideali di A (che ¢ un UFD) e quindi ¢ stazionaria;

(f)S(f)c...C...
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che & una catena di polinomi primitivi tali che 0 < deg(f/) < deg(f!_;) e dunque & stazio-
naria.
Allora anche la catena (f1) C (f2) C ... C ... ¢ stazionaria.

Dimostriamo adesso la seconda proprieta.
f irriducibile. Dunque per la caratterizzazione precedente ci sono 2 possibilita:

e deg(f) = 0 e f = a costante con a irriducibile in A = a primo in A. Quindi
a=c(f) | clg)e(h) = a|clg) Valclh), ovvero f gV f|h;

e deg(f) > 0, f ¢ primitivo e irriducibile in K[z]. f | gh in Alz]. Dunque f | gh in
K[z], ma essendo f irriducibile in K[z] ed essendo K[z] un UFD (poiché ¢ un anello
di polinomi a coefficienti in un campo) allora f & primo in K[x] e dunque f | gV f | h
in K[z]. Per il Lemma di Gauss allora f | gV f | h in Afz].

O
PROPOSIZIONE: Se I C Z[x] é un ideale principale, allora I non ¢ massimale.

Dimostrazione. Sia I = (f).

Se f =0 allora I = (0) non ¢ massimale.

Se deg f = 0 allora I = (n) = Z[z]/ (n) = Z/nZ|z] che non & un campo, dunque [ non ¢&
massimale.

Se deg f > 0 allora Z NI = {0}, quindi Z C Z[x]/I.

Se Z[z]/1 fosse un campo allora anche Q C Z[z]/I (poiché ogni elemento di Z avrebbe un
inverso).

Ma allora 3 € Z[z]/I, cio¢ Z[z] ¥ 3 = g(z) + f(z)h(z) € Z[z], che & assurdo. Allora
Z[z]/I non & un campo, ovvero I non ¢ massimale. O

PROPOSIZIONE: Sia A un UFD e sia K =Frac(A) il campo delle frazioni di A. Sia p(x) €
Alz]. Allora le radici in K di p(z) = an2™ + ... + ag sono del tipo § (ridotta ai minimi

termini) con a | ag e b | ay.

Dimostrazione. Sia § = z € K una radice di p(z) tale che MCD(a, b)=1.

0 = p(z) = (%)nan + ... 4+ay = bp(z) = a"a, +ba" ta,_ 1+ ...+ by = 0 =
ba" tay,_ 1+ ...+ b tag) = —a"ay.

Ma b{a = b | a, Analogamente portando al membro destro il termine b"aq si ha che
atb=al ap. O

PROPOSIZIONE: z € Z[i] ha norma al quadrato pari < z € divisibile per (1 + 7).

Dimostrazione. <.
Ovvia, dato che la norma e una funzione moltiplicativa. O

Dimostrazione. =.
Sia z =m+in, m?*+n? =0 (mod 2) = m+in = (1 +14)(u+iv) = (u—v) +i(u+0v) =

_ m+4n _ n—m
u =" Nv =15, ]

PROPOSIZIONE: z € Z[i] ¢ un elemento primo < |,z|2 = p con p un primo di Z tale che
p =1 (mod 4) o p = 2, oppure a meno di invertibili z = p con p un primo di Z tale che
p =3 (mod 4).

Dimostrazione. <.
LEMMA: Sono fatti equivalenti:
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l.p=1 (mod4) op=2;
2. 22 4+ 1 =0 ¢ risolubile in Fp;
3. Ja,b € Z tali che a® + b? = p.

Dimostrazione. 3 = 1.
2=12+12eVz € Z 2> = 0,1 (mod 4). Dunque poiché ogni primo diverso da 2 & congruo
a 1 0 3 modulo 4, si ha che p=a? +b? =1 (mod 4). ]

Dimostrazione. 1 = 2.
22 +1=0 (mod 2) & risolubile. Vediamo che 22> —1 =0 (mod p) & risolubile:
Prendiamo zP~! — 1 = 0 (mod p); il polinomio ha p — 1 radici distinte. zP~! —1 =
(a:p%l — 1)(3:1%1 + 1) e dunque anche T + 1 =0 (mod p) é risolubile e ha % radici
distinte. .

.

2
Poiché p =1 (mod 4), esiste z € F, tale che ( T) = —1 (mod p). O

Dimostrazione. 2 = 3.

Se a? = —1 (mod p) allora p | a®> +1 = (a +i)(a —4). Se p fosse primo in Z[i] allora
dovrebbe dividere uno dei due, ma p | m+in = p | mAp | n. Dato che cio non & possibile,
p non & primo in 7Z[i].

Dunque p = (a + ib)(c + id) = passando alle norme p? = p-p = (a® + b?)(c% + d?), cioe
p=a’>+b>=c+d> O

Se |z[2 = p allora z ¢ primo grazie al fatto che ’anello Z sia un UFD. Vediamo che non
esistono z € Z[i] tali che |z[* = p =3 (mod 4) (p primo di Z). Infatti se z = a + ib, allora
1212 = a® + b2 = p e la tesi segue dal lemma.

Sia addesso z = p = 3 (mod 4) (con p primo di Z). Se z non fosse primo in Z[i] al-
lora esisterebbero x,y € Z[i] non invertibili tali che z = zy. Ma quindi passando alle
norme al quadrato si avrebbe che p? = p-p = |z|*- |y|* = |z|* = p = 3 (mod 4) che risulta
impossibile. O

Dimostrazione. =.

Sia z = a +1b. Se a =0V b = 0 allora a meno di invertibili z € Z. Dunque z primo
= z = p con p primo congruo a 3 modulo 4.

Se a # 0 A b # 0 allora sia p un primo di Z che divide |z|?.

p # 3 (mod 4) perché essendo primo in Z[i] si avrebbe p | a? + b? = (a + ib)(a — ib) = p |
atib=p|laAp|b= z=p(d +ib) non sarebbe primo. Assurdo.

Dunque p =1 (mod 4) o p =2, p = (c+id)(c—id) | a>+b> = (a+1ib)(a — ib) con (c+id)
primi in Z[i]. Ma allora, essendo z primo, si deve avere (a meno di invertibili) z = ¢ & id,
e quindi |z|* = p. O
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Capitolo 7

Teoria dei Campi

In questa sezione tratteremo solamente campi con caratteristica nulla o campi finiti. Cio
perché sotto tali ipotesi vale che un polinomio irriducibile ha radici distinte.

DEFINIZIONE: Siano K C F campi. Un elemento o € F si dice algebrico su K se
3f € Klz] \ {0} tale che f(«) = 0.

DEFINIZIONE: Siano K C F campi. Un elemento a € F si dice trascendente su K se
Af € K[z] \ {0} tale che f(a) = 0.

Osservazione. Equivalentemente, possiamo definire o« € F trascendente (algebrico) se
I'omomorfismo di sostituzione ¢, : K[z] — F ha nucleo (non) banale.

Osservazione. Se a € [ ¢ algebrico, allora Im ¢, € un sottocampo di F.
DEFINIZIONE: Un’estensione di campi F O K si dice finita se [F : K] = dimg F < oo.
DEFINIZIONE: Un’estensione F O K si dice algebrica se Va € F « € algebrico su K.

TEOREMA (ESTENSIONE FINITA = ESTENSIONE ALGEBRICA): Siano K C F campi.
[F: K] < oo=VaeF a ¢ algebrico su K.

Dimostrazione. Sia [F : K] = n.
Essendo F in modo naturale uno spazio vettoriale di dimensione n su K, allora Va € F

gli elementi 1, a, o2, ..., " sono linearmente dipendenti. Ovvero esiste una combinazione
lineare non nulla su K. Abbiamo dunque trovato un polinomio in K[z] non nullo che si
annulla su a. O

DEFINIZIONE: Un campo K si dice algebricamente chiuso se per ogni f € K[z] non costan-
te esiste o € K tale che f(a) =0.

TEOREMA (TEOREMA FONDAMENTALE DELL’ALGEBRA): C ¢ algebricamente chiuso.

Dimostrazione. Sia f(x) € C[x], deg f > 1 e sia inoltre p : C — R™ tale che p(z) = |f(2)].

Poiché
C - C — Rt

z = flz) = [f(2)]
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¢ & continua perché composizione di funzioni continue (la funzione polinomiale e il mo-
dulo). Inoltre lim,|_, . [f(2)| = +oco. Dunque esiste un compatto in cui la funzione
ha minimo. Supponiamo per assurdo tale minimo sia diverso da zero. Possiamo allora
normalizzare la funzione per poter considerare min|s;) = 1 e traslarla per avere senza
perdita di generalita f(0) = 1.

Dunque f(z) = 1+ azz* + ... e per Taylor, in un intorno di zero vale f(z) ~ 1 4 azz*.

Essendo su C, sappiamo risolvere a;z¥ = —1: sia zg una radice, allora per t € R si ha
che ay(tz)* = —t*.
Quindi |f(z)] ~ 1 —tF < 1. Assurdo. O

TEOREMA: Sia p un primo. F = U,cn o} Fpr € algebricamente chiuso.

Dimostrazione. F ¢ un campo perché le operazioni sono sempre effettuate tra un numero
finito di elementi di F x, per certi k; = tutti gli elementi stanno in F mem ;) -

Sia adesso f(x) € Flz], deg f = d > 1; esiste n € N tale che f(z) € Fyn[z]. Poiché f si
scompone in un numero finito di fattori irriducibili di grado d; < d, allora f(x) si spezza
in fattori lineari in Fjmems;; € F. O

Osservazione. Se char(K) = 0 oppure K ¢ finito allora i polinomi irriducibili in K[z]
hanno radici distinte (in una chiusura algebrica).

Dimostrazione. char(K) = 0.
Sia f(z) € K|z] irriducibile. Se avesse radici multiple allora MCD(f(z), f'(z))# 1, e
dunque f(z) non sarebbe irriducibile. O

Dimostrazione. K = Fpn.

Sia f(z) € Fpn[z] irriducibile. Se avesse radici multiple e f’ # 0 allora si conclude come

sopra. Se invece f' =0 = f(x) = apsaP® + ... + apa? + ap.

Fprn — Fpn
—  aP

automorfismo (detto automorfismo di Frobenius), dunque a; = b per certi b; € Fyn.

Allora f(z) = bhaP® + ... 4+ baP + b = (bpsz® + ... + by + by)” e dunque f(x) non era

irriducibile. O

Notiamo adesso che poiché [F,» ha caratteristica p ’applicazione € un

Osservazione. Detto p, () il polinomio minimo di « in K[z], si ha che K(«) = K[z]/ (1q)
¢ un campo (la piu piccola estensione di K che contiene «).

PROPOSIZIONE: Sia  un campo algebricamente chiuso (C o F = |, Fpn), sia K C Q
e sia a € Q algebrico su K. Se degpuq(x) = n allora esistono n omomorfismi (iniettivi)
distinti p1,..., @, con ¢; : K(a) —  tali che ¢;|x =inclusione.

Dimostrazione. Consideriamo il seguente diagramma:

K|z] Vi Q

Esistono tante applicazioni ¢; quante sono le possibili ¢; : K[x] — € tali che Ker); =
1 —
esattamente n. O

(o (x)). Dunque 1; : con f; tutte e sole le radici di pq(z), che sono
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PROPOSIZIONE: Siano K C E C € campi (£ algebricamente chiuso) e sia [E : K] = d.
Allora esistono esattamente d omomorfismi (iniettivi) distinti ¢1,...,94 con ¢; : E — Q
tali che ¢;|g =inclusione.

Dimostrazione. Poiché E & un’estensione finita, allora ¢ anche algebrica e dunque E =
K(aq,...,om).

Sia K = Ko e poniamo Ki-H = Ki(ai+1), di = [Kl : Kz‘_l].

Dunque d=dy -ds - ... dp.

Per la proposizione precedente, data ¢ : Ko = K — €, possiamo estenderla a @ : Ky =
K(a1) in di modi diversi.

LEMMA: Ogni omomorfismo ¢ : K; — € tale che 9|g, =inclusione si puo estendere a
Kit+1 = Ki(a;+1) in esattamente d;; modi.

Dimostrazione. Poiché 'omomorfismo ¢ iniettivo, si ha che ¢(K;) = K 2 K.

Allora K;[z] = Ki[z], e considerando tale isomorfismo pia, () = pq,,, () con pyg, (@)
irriducibile, dello stesso grado, monico e con le stesse radici. Su questo polinomio ¥ puo
lavorare in d;; modi differenti (tanti quante le radici di s, .)s € quindi ¢ si estende
naturalmente in d; 1 diversi modi. O

Utilizzando il lemma si conclude la dimostrazione per induzione. O

7.1 Teoria di Galois

DEFINIZIONE: Sia E/K un’estensione finita. E/K si dice estensione normale se per ogni
omomorfismo ¢ : E —  con ¢|g = id si ha p(E) = E.

DEFINIZIONE: Sia E/K ¢ un’estensione finita e normale. Allora 'insieme G = Gal(E/K) =
{0 :E — E | 0 omomorfismo, o|g = id} & un gruppo e si dice gruppo di Galois dell’esten-
sione.

PROPOSIZIONE: Sia f(z) € K[z] e sia E C Q il campo di spezzamento di f(z). Allora E/K
¢ un’estensione normale.

Dimostrazione. Siano aj,...,a, le radici di f(z) = E =K(aq,...,an).

per mostrare che ¢(E) C E basta vedere che ¢(«;) € E Vi, poiché generano E.

a; radice di f;(x) fattore irriducibile di f(z); dunque «; — f; radice dello stesso fattore
irriducibile = g; € E. O

PRrOPOSIZIONE: Sia E/K il campo di spezzamento di un polinomio f(z) € K[z] di grado
n. Allora Gal(E/K) ¢ isomorfo ad un sottogruppo di Sp,.

Dimostrazione. Costruiamo un omomorfismo ¢ : G = Gal(E/K) — S,,.

Sia E = K(ai,...,a,) con o; le radici di f(z).

Allora E = K(f4,...,0m) con §; radici distinte di f(x) (m < n).

Gal(E/K) > ¢ % ©ls1,...8my € Sm S Sn (la funzione restrizione) ¢ iniettiva: infatti sia
¢ € Kertp. Allora ¢(5;) = f5; Vi. Ma poiché ¢|g = id e {f1,...,0m} € un insieme di
generatori = ¢ = idg. U
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Osservazione. [E: K] =2 = E/K ¢ normale.

TEOREMA (TEOREMA DELL’ELEMENTO PRIMITIVO): Ogni estensione finita di un campo
K ¢ semplice, ovvero se E D K ¢ un’estensione finita allora Ja € E tale che E = K(a).

Dimostrazione. Suddividiamo la dimostrazione in 2 casi:

e K finito.
K = Fpa, E = Fp» per certi a,b tali che a | b. Ma E* & ciclico, generato da un
elemento a. Allora E = K(«).

e K infinito e charK = 0.
Supponiamo [E : K] = n. Allora sappiamo che E = K(aq, ag,...,qny,) con m < n.

LEMMA: Siano E' O K campi tali che E' = K(a,3). Allora 3y € E’ tale che
E' =K(v).

Dimostrazione. Sia [E': K] = d.

Allora esistono esattamente d omomorfismi distinti o1, ...,04 tali che o; : E — Q
che fissano K.
Le coppie (o1(a),01(8)), ..., (d4(a),c4(8)) sono distinte; infatti o e 5 (insieme a 1)

generano E’ e se 0, 0; coincidessero su questi allora si avrebbe o; = 0.
Prendiamo adesso

f@) =] l(oi(a) + zoi(B)) — (05(@) + z0;(8))] # 0
i#]
Essendo non nullo ed essendo K infinito, 3¢ € K tale che f(c) # 0.
Dato che o; € un omomorfismo che fissa K per ogni ¢, dunque

oi(a) + coi(B) = oi(a) + 0i(c)oi(B) = oi(a + cf)

Ne segue che per i # j allora o;(a + ¢f8) # oj(a + ¢f3).
Quindi, se v = a + ¢f, [K(vy) : K] > d poiché o1(7),...,04(7) sono tutti distinti.
Inoltre K(v) C K(a, 5) = [K(v) : K] < d = K(v) = K(a, 3). O

Grazie al lemma si chiude per induzione la dimostrazione.
O

COROLLARIO: Sia E D K un’estensione algebrica tale che 3n € N per cui Va € E [K(a) :
K] < n. Allora E/K ¢ finita di grado minore o uguale a n.

Dimostrazione. Sia v € E tale che [K(v) : K] = m < n sia massimale.
Supponiamo per assurdo che K(v) # E: allora esiste 8 ¢ K(v),8 € E tale che K(y) C
K(8,v) =K(6) = E. Ma allora 6 € E ¢ tale che [K(J) : K] > m. Assurdo. O

TEOREMA (TEOREMA DI ARTIN): Siano E un campo e G un gruppo di automorfismi
di E di ordine n. Allora K = E¢ = {z € E | o(z) = Vo € G} & un campo, E/K &
un’estensione di Galois di grado n e G = Gal(E/K).
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Dimostrazione. Le verifiche che K sia un campo sono lasciate.

E/K ¢ finita e algebrica: sia a € E. Da {oj4(a),02(c),...,0n(a)} estraiamo un sot-
toinsieme di immagini distinte di «, {a, o2(@), ..., om (@)} con m < n.
Sia f(z) = (v — a) (zr —o2(a)) - ... - (z — om(a)). Questo polinomio si annulla in « e se

o€ G allora oo f(x) = f(x).
Dunque f(z) € K[z], [K() : K] = m < n e dunque per il corollario precedente [E : K] < n.

E/K & normale: per ogni o € E, data 7 : E — Q tale che 7|g = id, si ha che 7(a) =
T|k(a)(). Inoltre, come visto sopra, esiste f(x) € K[z] che ha a come radice. Dunque
il polinomio minimo di o su K divide f(z) e quindi 7(a) = 7[g()() = B con B un’al-
tra radice del polinomio minimo di « su K, e dunque di f(x). Allora § = o;(a) con
o€ G=1(a)=p €LE.

Abbiamo gia provato che [E : K] < n. Poiché sappiamo per ipotesi che esistono alme-
no n omomorfismi distinti o; : E — Q tali che o;|x = id (quelli di G), allora [E : K] =n =
|Gal(E/K)| ed essendo G < Gal(E/K) = G = Gal(E/K). O

TEOREMA (CORRISPONDENZA DI GALOIS): Sia F/K un’estensione finita di Galois con
G = Gal(F/K). Allora esiste una corrispondenza biunivoca tra:

e estensioni intermedie E (cio¢ campi K C E C F);

e sottogruppi H di G.
dato da a: E — Gal(F/E).

Dimostrazione. Dimostriamo che F/E ¢ un’estensione normale:
sia 7: F — Q tale che 7|g = id = 7|g = id = 7 € Gal(F/K) = 7(F) CF.

Sia f: H—F? ={z € F| o(x) =z Vo € H}. Dimostriamo che a0 8 = o a = id.

H 2 E=FF 2 Gal(F/E). Banalmente H C Gal(F/E). Per il teorema di Artin,
|Hl=d=[F:E|=d= |H|=d=|Gal(F/E)| = H = Gal(F/E). Dunque a o 3 = id.

E +* Gal(F/E) = H %5 FH. Banalmente E C FH. Analogamente a sopra, per il

teorema di Artin e per cardinalita si ottiene I'uguaglianza e dunque S o o = id. 0
ESEMPIO:
F «+—— H = Gal(F/F) |H| =1 H = {e}
dy
E' +—— H = Gal(F/E’) |H| = d;
n ds
E +—— H = Gal(F/E) |H| = dids
ds
K +—— H = Gal(F/K) |H| = didads =n H=G

PROPOSIZIONE: Siano F D E D K campi tali che F/K sia normale e G = Gal(F/K). Sia
inoltre H < G, E = F. Allora H <G < E/K ¢ un’estensione normale. In questo caso si
ha anche Gal(E/K) = G/H.
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Dimostrazione. H ¢ lo stabilizzatore di E.

Sia 0 : E — Q tale che o|g = id. Allora o(E) = E' &2 E. Sia H' il sottogruppo in
corrispondenza di Galois con E’.

Vediamo che H' = cHo ™'

o C.
e H = ha)=2"Vi' €eE. 0:E — E ¢ un isomorfismo, dunque esiste z € E
tale che o(x) = 2’. Allora o= (h/(0(z))) =2 =h =cohoo ' conh € H.

o O,
(cohoo )a')=0o(h(z)) =0(z)=2'=0co0hoo ! € H

Dunque H<G < H=H' < E=FE < E/K ¢ normale.
Prendiamo adesso 'omomorfismo ¢ : G — Gal(E/K) tale che (o) = o|g.
Kerp ={ce€G|olg=id} ={0:F - F|olg=id} = Gal(F/E) = H. Quindi G/H =
Gal(E/K). O

PropPoOsIZIONE: Siano E/K e F/K due estensioni finite. E/K estensione normale = EF/F
estensione normale.

Dimostrazione. Riassumiamo le ipotesi della proposizione nel diagramma seguente:

/
nm\

Sia ¢ : EF — Q tale che ¢|p = id.

\
e

FOK= ¢|lg =id, ECEF= ¢E) CE.
Ma poiché ¢(F) = F allora anche ¢(EF) C EF dato che EF ¢ generato dagli elementi di E

PRrOPOSIZIONE: Siano E/K e F/K estensioni finite con E/K normale. Siano inoltre G; =
Gal(EF/F) e Gy = Gal(E/K). Allora la funzione restrizione r : G; — G2 tale che r(p) =
¢|g € un isomorfismo tra Gy e Gal(E/ENTF).

Dimostrazione. La verifica che r sia un omomorfismo ¢ lasciata.
r ¢ iniettiva: supponiamo ¢|g = id. Sappiamo per ipotesi che p|p = id, = ¢|gr = ¢ = id.

r ¢ surgettiva in Gal(E/E N F): usiamo il teorema di Artin, cercando il campo lascia-
to fisso dall’immagine.

¢ € Gal(EF/F) = ¢|r = id, dunque il campo degli elementi fissati da Im(r) ¢ costituito
dagli elementi di E che appartengono a F, ovvero ENF. = Im(r) = Gal(E/ENTF). O

PRrROPOSIZIONE: Siano E/K e F/K estensioni normali. Allora EF/K ¢ normale e Gal(EF /K)
¢ isomorfo ad un sottogruppo di Gal(E/K) x Gal(F/K). Inoltre, se ENF = K allora
Gal(EF/K) = Gal(E/K) x Gal(F/K).
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Dimostrazione. Riassumiamo le ipotesi della proposizione nel diagramma seguente:

F
ENF
normale normale

N

K
EF/K & normale: sia o : EF —  tale che o|x = id; o|g € Gal(E/K), dunque o(E) C E.
Analogamente o(F) C F e dato che gli elementi di E e F generano EF allora o(EF) C EF.

Consideriamo 'omomorfismo ¢ : Gal(EF/K) — Gal(E/K) x Gal(F/K) tale che (o) =
(05, os).

1 & banalmente un omomorfismo. Verifichiamo che sia iniettivo:

se o|g = ol|p = id allora, poiché gli elementi di E e F formano un insieme di generatori per
EF, o|gr = 0 = id.

Quindi Gal(EF/K) — Gal(E/K) x Gal(F/K).

Inoltre, se ENF = K allora grazie all’isomorfismo Gal(EF/F) = Gal(E/ENF) = Gal(E/K)
si ha | Gal(EF/K)| = [EF : K] = [EF : F|[F : K] = [E : K][F : K] = | Gal(E/K)| - | Gal(F/K)|

e dunque I'isomorfismo cercato. ]
TEOREMA: Sia (, una radice n-esima dell’'unita in C. Allora [Q((,) : Q] = ¢(n) e
Gal(Q(¢n)/Q) = (Z/nZ)".

Dimostrazione. Sia f(x) € Qz] il polinomio minimo di ¢, su Q[z]. Poiché f((,) = 0
allora f(z) | 2™ — 1, ovvero f(x)h(x) = 2™ — 1.

Per il Lemma di Gauss f(x), h(x) € Z[z].

Sia p primo tale che p { n. Dimostriamo che anche (P (che & ancora una radice primitiva)
¢ radice di f(x).

Supponiamo per assurdo che (£ non sia radice di f(z); allora h(¢?) = 0 = h(aP) si
annulla in ¢, = f(x) | h(zP).

Attraverso I'omomorfismo di riduzione modulo p abbiamo che h(zP) = h(z)". Ma allora
f(@) | h(z)’ = f(x) | h(x) essendo f(x) irriducibile. Ma allora f,k non sono coprimi.

2" —1 = f(x)-h(x); ma 2™ — 1 ha tutte le radici distinte, mentre f(x)-h(z) ha una radice
multipla. Assurdo.

Osserviamo adesso che prendendo un m < n tale che (m,n) = 1, alloram = p; -pa-... ps
non necessariamente distinti tali che (p;,n) = 1. Applicando ripetutamente quanto dimo-
strato sopra si giunge alla conclusione che tutte le radici n-esime primitive sono radici di

f(x). Dunque deg(f) = [Q(Cn) : Q] = ¢(n).

Notiamo adesso che Gal(Q(¢,)/Q) — (Z/nZ)" attraverso 'omomorfismo (¢ : ¢, —
G) — i

Infatti sia 0 € Gal(Q(¢,)/Q), 0(¢n) = ¢ Poiché o & un automorfismo di Q(¢,) allora
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anche o~! € Gal(Q(¢,)/Q) e 07 (¢n) = ¢ Allora ¢, = 07 '0(¢) = ¢V = (971 =1,
ovvero ij = 1 (mod n) e dunque i,j € (Z/nZ)*.

Quindi 'applicazione ¢ ben definita; la verifiche che si tratti di un omomorfismo e che sia
iniettivo sono banali.

Allora | Gal(Q(¢,)/Q)| = [Q(¢n) : Q] < ¢(n) = Gal(Q(¢,)/Q) = (Z/nZ)* e inoltre
f@)y =11 @=¢)

<n
(i,n)=1

7.2 Gruppo di Galois del c.d.s. di polinomi di grado 2

Sia p(z) € Q[z] un polinomio di grado 2. Senza perdita di generalita possiamo considerarlo
monico: p(z) = x? + ax + b con a,b € Q.

Se p(zx) ¢ riducibile come prodotto di fattori lineari allora il campo di spezzamento di
p(z) su Q & Q stesso, e il gruppo di Galois & banale.

Se p(x) & irriducibile allora le radici sono g o = =2Eva=4b V2“2_4b ¢ Q. Chiamando A = a? — 4b,

il campo di spezzamento di p(z) su Q e K = Q(ay, a2) = Q(#) = Q(=vVA) =Q(VA)
e dunque Gal(K/Q) = Z/27.

7.3 Gruppo di Galois del c.d.s. di polinomi di grado 3

Sia p(z) € Q[z] un polinomio di grado 3. Senza perdita di generalita possiamo considerarlo
monico: p(z) = 23 + az? + bx + c.

Inoltre, vediamo come possiamo considerare a = 0: infatti, ponendo 2’ = x + g, si ha che
p(2') = 23 + ax + B per certi valori di a 8 € Q.

Se p(z) = 2® + ax + $ & riducibile su Q allora si ricade nel caso analizzato sopra.
Se p(z) ¢ irriducibile, chiamando K il suo campo di spezzamento, abbiamo Gal(K/Q) < Ss
e 3| # Gal(K/Q). Dunque Gal(K/Q) = S5 v Gal(K/Q) = As.

Siano a1, as, ag le radici di p(z): allora p(z) = (z — a1)(z — a2)(x —a3) = 2> + ax + B =
ar+az+a3 =0
aias + ajaz + azaz = @ .
arazaz = —f

Sia 6 = (a1 — az)(a1 — a3)(ag —az). 6 € K. Se 0 € Gal(K/Q) allora o(§) = £4: le

permutazioni pari fissano § mentre le permutazioni dispari ne cambiano il segno.

Allora §2 & invariante rispetto a Gal(K/Q), cioe 62 € Q. Infatti A = §2 = —4a? — 2752

e Se VA = § € Q allora in Gal(K/Q) ci sono solo permutazioni pari, e dunque
Gal(K/Q) = As;

e Se VA =4 ¢ Q allora Gal(K/Q) = S3.
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7.4 Gruppo di Galois del c.d.s. di polinomi biquadratici

Sia p(x) € Q[z] di grado 4 e biquadratico. Sena perdita di generalita possiamo conside-
rarlo monico: p(z) = z* + az? +b.

Se p(zx) e riducibile allora si scrive come prodotto di fattori di secondo grado e il gruppo
di Galois risultante si trova analizzando i campi di spezzamento dei fattori di grado 2.
Se p(z) & irriducibile allora considero il polinomio ¢(y) = 3? + ay + b ponendo y = z2.
Poiché p(x) non si fattorizza, allora le radici di ¢(y) generano una prima estensione di
grado 2 su Q.

Siano wy,wy le radici di ¢(y): wi2 = _“iv2“2_4b = _“iQ\/Z. Allora le radici di p(x)
sono +,/wi,t,/ws e b= wiws.

K = Q(VA, /1, \/w2)

1o2

Dunque Gal(K/Q) < Dy cioe il 2-Sylow di Sj.
e Se b & un quadrato in Q(v/A), cioé Vb = /w1 /w3 € Q(VA):

— Se b & un quadrato in Q, cioé Vb = \/w1/wz € Q allora \/ws € Q(WVA, \/w1) e
dunque [K: Q] = 4.

(VBT ++ — /BT, 5 +5 — /)
Inoltre  (\/wi < /w2, — /w1 <+ —y/w2) » € Gal(K/Q) e hanno tutte ordine

(Vw1 < —/wa, — /w1 <> /w2)
= Gal(K/Q) = 7Z/27 x Z,/2Z.
— Se b non & un quadrato in Q ma lo ¢ in Q(v/A), allora analogamente a sopra

V1w € Q(WA) = fwz € Q(VA, \/wr) e dunque [K : Q] = 4.

Sia 7 € Gal(Q(VA)/Q) tale che 7(vVA) = —VA. 7 pud essere estesa a
VA — —VA
7 € Gal(K/Q) tale che 7 : ¢ /g — +,/wy (perche 7(VA) = —VA e dun-

Vw2 > Fwr
que 7(w1) = wa).

Si verifica banalmente che 7 ha ordine 4 = Gal(K/Q) = Z/4Z.
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e Se b non & un quadrato in Q(v/A), allora [Q(VA, VD) : Q(vVA)] = 2.
= Jo € Gal(Q(VA, Vb)/Q(vVA)) tale che o(v/b) = —V/b.

Vediamo in quali modi ¢ possibile estendere o a & € Gal(K/Q(v/A)):
poiché ¢ fissa il campo Q(\/Z) allora &(wy) = ~(#) =wi.
Vbr— —Vb

Dunque le uniche & possibili sono ¢ : { /wy — +/w1 .

\Wo > /W2
Entrambi questi automorfismi hanno ordine 2 e sono distinti, quindi | Gal(K/Q(vA))| >
4 e dunque [K : Q(vA)] = 4.

Allora [K : Q] = [K: Q(VA)][Q(WVA) : Q] =4-2 =8 = Gal(K/Q) = Dy.
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