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Capitolo 1

Omotopia

1.1 Lezione 1 - 26/09

1.1.1 Nozioni Preliminari

Ovunque in questi appunti, tranne dove diversamente specificato, X, Y, ... saranno spazi
topologici, ed ogni applicazione f: X — Y sara da considerarsi continua.

Fissiamo adesso alcune notazioni che serviranno a snellire gli enunciati.

DEFINIZIONE: Definiamo coppia di spazi una coppia (X, A) in cui A C X. Denotia-
mo con f: (X, A) — (Y, B) una funzione tale che f(A) C B.
Identifichiamo inoltre X con (X, 0).

DEFINIZIONE: Si dice spazio puntato (X, zg) la coppia di spazi (X, {xo}) con zo detto
punto base. Denotiamo come sopra f: (X, z9) — (Y, yo) una funzione tale che f(z¢) = yo.

DEFINIZIONE: Date fy, f1: X — Y si dice omotopia tra fo e f; una H: X x [0,1] — Y
tale che, posto Hy = H|x s Vt € [0,1], valga Ho = fo e H1 = f1.

DEFINIZIONE: Sia C(X,Y) l'insieme delle funzioni continue da X in Y. Consideriamo
su di esso la topologia piu fine tra quelle che rendono continue tutte le applicazioni
del tipo vg: [0,1] — C(X,Y) tale che vy (t) = H; con H una qualsiasi omotopia tra
f,9eC(X,Y).

Osservazione. La relazione di omotopia puo essere dunque vista attraverso la connessio-
ne per archi in C(X,Y): f ~ g < f,g appartengono alla stessa componente connessa per
archi di C(X,Y).

PROPOSIZIONE: La relazione di omotopia ¢ di equivalenza su C(X,Y).

Dimostrazione. E riflessiva:

f ~ f tramite H(x,t) = f(z) ¥t € [0,1] (cammino costante f);

E simmetrica:

f ~ g tramite H = g ~ f tramite H(x,t) = H(x,1 —t) (cammino inverso vg);
E transitiva:



f ~ g tramite H, g ~ h tramite H' = f ~ h tramite

1
G(:v,t)z{ H(z,2t) se0<t<l

H'(2,2t —1) se % <t<1 (giunzione di cammini g * yg/). O

DEFINIZIONE: Possiamo dunque definire lo spazio quoziente [X,Y]:=C(X,Y)/ ~.
Osservazione. f,f": X —VY;9,¢:Y —Z; f~f,9~¢ = (gof)~ (4 0of).

DEFINIZIONE: Date fy, fi: (X, A) — (Y, B) si dice omotopia relativa una H: (X X
[0, 1],A X [0, 1]) — (Y, B) tale che Ht(A) C BVte [O, 1] e Hy= fo, H1 = f1.

DEFINIZIONE: Date fy, fi: (X, A) — (Y, B) tali che fola = fila = f: A — B, si
dice che fy e f1 sono omotope relativamente in senso forte se 3H omotopia relativa tale
che Vt € [0,1] H¢|la = f.

DEFINIZIONE: f: X — Y ¢ equivalenza omotopica se ammette una inversa omotopi-
ca, ossia dg: Y — X taleche go f ~idx e fog ~ idy.

Osservazione. Tale relazione ¢ di equivalenza nella classe degli spazi topologici. Se
X ~Y sidice che X e Y hanno lo stesso tipo di omotopia.

DEFINIZIONE: X ¢ contrattile se ha il tipo di omotopia di un punto.

Osservazione. Sia c¢: X — {z} lapplicazione costante e sia g: {z} — X tale che
g(2) = wo. Allora co g = idy,;. Denotando con 7: X — {zo} la retrazione canonica e
con 7 l'inclusione di {x¢} in X si ha che goc=1ior, per cui X ¢ contrattile & Jzg € X
tale che ior ~ idx.

Osservazione. Sia X uno spazio contrattile su zg e sia H 'omotopia tra i o r e idx.
Definendo o: [0,1] — X tale che o(t) = H¢(zo) si puo notare che 0(0) = o(1) = 29 ma
non € necessariamente vero che o sia costante.

DEFINIZIONE: Dato (X, A), una retrazione di X su A ¢ una funzione r: X — A tale
che 7|4 =ida.

DEFINIZIONE: A e un retratto per deformazione di X se esiste una retrazione r: X — A
tale che 7 o r ~ idx relativamente ad A in senso forte.

Osservazione. Se A = {x} ed & un retratto per deformazione di X allora, chiamando H
l’omotopia tra i or e idx, il cammino o: [0, 1] — X definito come sopra (o(t) = H¢(z))
¢ il cammino costante xg.

Osservazione. Cio permette di cogliere la differenza tra spazio contrattile e spazio re-
trattile per deformazione a un punto (la seconda implica la prima ma non ¢ sempre vero
il viceversa).

DEFINIZIONE: Data f: X — Y si definisce cilindro dell’applicazione f lo spazio quoziente
Cy := (X x [0,1]) WY/ con l'identificazione di (z,1) con f(z) Vz € X.



1.1.2 Gruppi di Omotopia
Siano 10 = {«}, I = [0,1], I = I x...x I, I" = I"\ I", oppure induttivamente
—_——

n volte

oI = {0,1}, OI™! = 9(I™ x I) = (I" x DI) U (AI"™ x I).

DEFINIZIONE: Definiamo l'insieme 7, (X, z¢) = [(I",0I"), (X, xz0)]. Per n = 0, dato
che 9I° = ), poniamo per definizione my(X, x¢) = {componenti connesse per archi di X }.

VYn > 1 definiamo su m,(X,z¢) un’operazione che lo renda un gruppo (n-esimo gruppo
di omotopia di (X, zo)):
date [f], [9] € mn (X, zo) definisco [f] - [g] := [f - g] con

tq
t1

- f(2t1>t27'--;tn) se
(f g)(t17t27 ,tn) Eh { g(2t1 — ]_7t2,. ,tn) se

Tale operazione ¢ ben definita, ¢ associativa, ha come elemento neutro l'applicazione

costante= xg e ha come elemento inverso [f]~! := [f] con

= O
IAIA
INIA
— N[

f(tl,tg, N ,tn) = f(l — tl,tQ, e ,tn)

Graficamente I'operazione tra gli elementi di 7, (X, o) risulta essere:

0 1 0 1 0 1

PROPOSIZIONE: Vn > 2 m,(X, zg) ¢ abeliano.

Dimostrazione. Diamo una breve idea tramite disegni:

VS
o=l = le] A =9 f
~_ 7
dove tutti i passaggi sono fatti tramite deformazioni. O

PROPOSIZIONE: Se X @& connesso per archi, allora Vag, z1 € X 7, (X, x0) = 7 (X, 21).

Dimostrazione. Essendo X connesso per archi, esiste un arco v da xg che giunge a ;.

’ﬂ'n(X, :L'()) ﬁ> Wn(X, xl)

N T
L1
20 Nz
e A I A I S = £
L1\

Consideriamo 'applicazione con f. definita come segue:




Si dimostra che 3, ¢ ben definita ed & un isomorfismo di gruppi con inversa (3,)~! che si
costruisce allo stesso modo utilizzando il cammino inverso 1. O

Osservazione. Possiamo definire quindi una azione di m (X, zg) su m, (X, z¢) per n > 1
che generalizza 'azione per gli automorfismi interni nel caso n = 1:

(X, 20) X (X, 20) 25 (X, z0)

(151D — [f]

con f, costruito come nella dimostrazione precedente. Si ottiene quindi 'omomorfismo di
gruppi m (X, zg) — Aut(m, (X, z¢)) che a [y] associa 3,.

Osservazione. L’n-esimo gruppo di omotopia puo essere descritto anche in altri mo-
di equivalenti a quello dato. Ad esempio:
poiché I™/OI™ = S™, consideriamo il diagramma commutativo

(1", 01" —L 5 (X, x0)

ot
[
=T

(5", 5)

X n X

(X, z0) > [(5",9), (X, z0)] che ¢ ben definita e bigettiva. Possia-
) [f]

mo quindi "ricopiare" I'operazione di m, (X, zo) su [(S™, s), (X, zo)] ed ottenere un isomor-

fismo di gruppi.

e 'applicazione

L’operazione su [(S™,s), (X, zo)] si definisce come [f] - [g] := [(f V ¢) o ¢] con ¢ I'appli-
cazione che collassa ad un punto un equatore di S™ e il wedge di f e g 'applicazione dal
wedge di due S™ in X definita in modo naturale.

1.2 Lezione 2 - 29/09

Oltre ai due modi di definire I'n-esimo gruppo di omotopia m, (X, xo) gid visti ne esiste un
terzo:

1.2.1 Spazi di Lacci Iterati

Dato (X, zg), poniamo su C(I, X) la topologia compatta-aperta, ovvero la topologia che
ha come base di aperti tutti gli insiemi della forma

[K,U]:={feC(I,X)| f(K) CU} con K compatto in I,U aperto in X

Osservazione. Se X & metrizzabile tramite d, allora anche C(I, X) & metrizzabile tramite
d*(f. g) = maxer d(f(t), 9(t)).

Osservazione. w: C(I, X) x I — X tale che w(f,t) = f(t) & continua.

DEFINIZIONE: Q(X,z0) := {f € C([,X) | f(0) = f(1) = zo} si dice spazio dei lacci in
X puntati in xzg.



Osservazione. Se {xg} ¢ chiuso in X (ad esempio se X ¢ T3) allora Q(X,zg) ¢ chiu-
so in C(I,X).

Osservazione. 0,7 € Q(X,xp) stanno nella stessa componente connessa per archi di
Q(X,z9) & o e T sono omotopi relativamente a .

Dunque si ha che 71 (X, z9) = {componenti conn. per archi di Q(X,zg)}, ovvero
7T1(X, .’Eo) == TFQ(Q(X, SUQ))

L’idea adesso e quella di iterare il procedimento per costruire il m,:
su (X, zp) consideriamo il punto base canonico ¢1: I — X tale che ¢;(t) = 2o Vt € I (il
laccio costante) e definamo Q%(X, zg) := Q(Q(X, x0), c1).
Analogamente si definisce induttivamente ¢, : I — Q""1(X, z¢) il laccio (di lacci) co-
stante ¢, (t) = ¢,—1 Vt € I (che fa da punto base) e Q*(X, o) := Q(Q" (X, 30), cn_1).

PROPOSIZIONE: ¥n > 2, m, (X, z0) = m1 (2" 1(X, 20), cn_1).

1.2.2 Linguaggio delle Categorie

DEFINIZIONE: Una categoria C' consiste di:
1. Una classe di oggetti Obj(C);

2. VX,Y € Obj(C), un insieme Mor(X,Y'), detto insieme dei morfismi o frecce tale che

o VX,Y,Z € Obj(C), ¥ X 5 Y, VY % Z & definito g o f € Mor(X, Z);

e (fog)oh= fo(goh)Vf, g,h frecce di C sensate;

e VX € Obj(C) esiste (unico) 1x € Mor(X,X) tale che V V,IW € Obj(C),
Vf e Mor(V,X),Vg € Mor(X,W),1xof=fegolx =g.

EsSEmMPI:

e Set, la categoria degli insiemi, che ha come oggetti gli insiemi e come frecce le
applicazioni tra essi (1x = idx);

e Top, la categoria degli spazi topologici, che ha come oggetti gli spazi topologici e
come frecce le applicazioni continue tra essi (1x = idx);

e Top., la categoria degli spazi topologici puntati, che ha come oggetti gli spazi
topologici puntati e come frecce le applicazioni continue puntate;

e Topy, la categoria che ha come oggetti gli spazi topologici e come frecce le classi di
omotopia di applicazioni continue tra essi, ovvero Mor(X,Y) > [f] con f: X — Y.
In questa categoria 1x = [idx].

e Pathy, la categoria dei cammini di X, che ha come oggetti i punti di X e come
frecce le classi di omotopia relativa di cammini tra essi, ovvero Mor(xg, 1) 3 [o] con
o: 1 — X,0(0)==x9eo(l) =x;. In questa categoria 1,, = [xo].

e Catg, con G gruppo, che ha come oggetti il solo G e come frecce tutti gli elementi
di G, interpretando g € G come 'applicazione di moltiplicazione a sinistra per g.



e Cat(x <), con X un insieme parzialmente ordinato, che ha come oggetti i punti di
X e Mor(z,y) =0 se x £ y e Mor(x,y) = {x — y} se z < y.

DEFINIZIONE: Data una categoria C e f € Mor(X,Y), f si dice un’equivalenza (o isomor-
fismo) in C se 3g € Mor(Y, X) tale che fog=1y ego f = 1x.

EsemMpio: In Top le equivalenze sono gli omeomorfismi, in Topy le equivalenze sono
le equivalenze omotopiche.

DEFINIZIONE: Si definisce funtore covariante una mappa F: C — D tra due cate-
gorie C e D tale che VX € ODbj(C) si ha F(X) € Obj(D), Vf € Mor(X,Y) si ha
F(f) € Mor(F(X), F(Y)) e per cui valga F(go f) = F(g) o F'(f) e F(lx) = 1px).-

Osservazione. Se f & una equivalenza in C allora F'(f) ¢ una equivalenza in D.

Possiamo quindi definire dei funtori tra le categorie Top e Groups (di tutti i gruppi
con omomorfismi come frecce) per trovare degli invarianti per omeomorfismo tra spazi
topologici.

PROPOSIZIONE:
F,: Top, — Groups
(X,.%'(]) — Wn(X,:E())
Mor((X, z0), (Y,y0)) 2 f = for m(X,20) — ma(Y,10)
[0] — [foo]

¢ un funtore covariante.

COROLLARIO: Se f: (X,z9) — (Y, yp) € un omeomorfismo puntato (oppure una equiva-
lenza omotopica puntata) allora f, & un isomorfismo di gruppi.

COROLLARIO: Se f,g: (X,z9) — (Y, yo) sono omotope (in modo relativo), allora f, = g..

Osservazione. Si puo definire dunque anche il funtore Top,H ﬂ>Gr0ups allo stesso
modo rispetto a sopra.

PROPOSIZIONE: Sia f: X — Y una equivalenza di omotopia. Scelto zg € X, sia
for (X, 20) — (Y, f(x0)) tale che fi([o]) = [f o o]. Allora f, & un isomorfismo.

Dimostrazione. Sia piu in generale H;: X — Y una omotopia di mappe (non puntate).
Sia inoltre ~: [0,1] — Y
t — Ht (.%'0)

Abbiamo quindi il seguente diagramma commutativo
H *
(X, xg) —2 mn (Y, Ho(z0))
lﬂv isomorfismo

7Tn(Y, Hl(ﬂfo))

Hl*

Applichiamo adesso queste considerazioni generali per la dimostrazione della proposizione:
sia g: Y — X Dinversa omotopica di f. Allora dato

(X, 20) L5 w0V, f(20)) 25 m(X, 9(f(20))) 25 7 (Y, F(9(f(20))))



le due composizioni g, fx € f«gs sono isomorfismi e dunque f, € sia iniettiva che surgettiva,
cioe¢ € un isomorfismo. ]

Osservazione. f: X — Y equivalenza omotopica e diverso da f: (X, z9) — (Y, f(z0))
equivalenza omotopica: nel primo caso non & detto che esista una omotopia H tale che
H(xo, t) = f(l‘o) vVt € [0, 1}

COROLLARIO: Se X ¢ contrattile e connesso per archi allora 7, (X, z9) = 0 Vn.

PROPOSIZIONE: Sia n > 2. Allora V1 <k <n —1 m;(S",s) = 0.

Dimostrazione. La dimostrazione si riduce a dimostrare un lemma preliminare:

LEMMA: Sia o: (S*,z9) — (89", s). Allora o ¢ omotopo a & tale che 7(S*) # S™.

Dimostrazione. Poniamo Dﬁ = {z e R | ||lz]| <r} e N(S°) := Dﬁ_ls \Ezltls la corona
sferica aperta contenente S* di ampiezza ¢.

Sia anche p;: N:(S') — S* la proiezione tale che p;(z) = ﬁ
Estendiamo ora 'applicazione ¢ alla funzione 7 = o o p: N.(S¥) — S™ e applichiamo
il Teorema di Stone-Weierstrass a 7, che permette di approssimarla tramite una funzione

polinomiale g.

Prendiamo D’approssimazione g in modo tale che Im(g) C N.(S") e definiamo ¢ :=
(pn © g)|gk- A questo punto abbiamo 7: S¥ — S™ che & un’approssimazione di o, e
dunque ¢ omotopa ad essa. Per di pil, essendo una funzione semi-razionale (in cui com-
paiono soltanto polinomi e radici quadrate), non pud provocare spiacevoli effetti “alla
Peano”, cioé non puo essere surgettiva su S™. O

Dimostriamo adesso la proposizione.

Prendiamo [o] € 7,(S™, s) e diciamo che [o] = [s].
Per il lemma [o] = [¢] con & non surgettiva. Senza perdita di generalita possiamo consi-
derare N = (0,...,0,1) ¢ Im(c). Componiamo adesso & con la proiezione stereografica

pn dal polo Nord N su R™. Qui di sicuro esiste una omotopia tra questa composizione e il
punto py(s). Basta dunque rimontare su S™ questa omotopia per ottenere una omotopia
tra o e s. O

1.3 Lezione 3 - 03/10

Da ora in avanti considereremo X sempre connesso per archi, e dunque grazie alla funto-
rialita e all’invarianza per omotopia possiamo denotare per semplicita m, (X, zg) =: m,(X).

LEMMA: Supponiamo che X ammetta un rivestimento universale p da X (ad esem-
pio questo accade se X ¢ localmente contrattile) p: X — X. Allora I'applicazione

Pt Tp(X) — mp(X) € un isomorfismo Vn > 2.

Dimostrazione. Sappiamo gia che p, € un omomorfismo.
s € surgettivo:



Dato che 7 (S*) = 0, o si solleva all’applicazione & tale che p.([5]) = [o].
ps € iniettiva grazie all’esistenza del sollevamento di omotopie. O

COROLLARIO: Se X @ contrattile allora m,(X) = 0 Vn > 2.

Esempio: S! x ... x S' = Rk/ZF £ RF, p rivestimento. Allora
—_——

k volte

(ST x ... x S1) =

{Zk sen=1
k volte

0 sen>2
TEOREMA (DI HOPF): Vn > 1 si ha che 7,(S™) = Z ed & generato da [idgn].

COROLLARIO: Invarianza Topologica della Dimensione. Se n # m allora R™ non ¢
omeomorfo a R™.

Dimostrazione. La dimostrazione puo essere svolta in due modi equivalenti:

“Aggiungendo un punto”: consideriamo le compattificazioni di Alexandrov di R™ e R™,
che sono rispettivamente S™ e S™. Se R" fosse omeomorfo a R™, allora anche le relative
compattificazioni lo sarebbero, ma (senza perdita di generalita n < m) m,(S™) =Z ¥ 0 =
T (S™).

“Togliendo un punto”: se f: (R",0) — (R™, f(0)) fosse un omeomorfismo, allora an-
che fi: R™\ {0} — R™\ {f(0)} restrizione di f lo sarebbe.

Chiamando S?~! la sfera di raggio unitario di centro x, si ha che 5’371 ¢ un retratto per
deformazione di R"\ {0} e S?Ea)l e un retratto di R\ {f(0)}. Con le stesse argomentazioni
di prima si conclude. O

1.3.1 Versione Relativa dei 7,

Cediamo adesso come definire i gruppi di omotopia sulle coppie di spazi puntate (X, A, z¢)
incui zg € A C X.

DEFINIZIONE: Vn > 1 m,(X, 4, z0) := [(D™, 5", s),(X, A, x0)], ovvero l'insieme delle
classi di omotopia relativa di applicazioni di triple (f: D™ — X tale che f(S"!) C Ae

f(s) = o).

L’operazione ¢ definita allo stesso modo del caso assoluto, ovvero [f]-[g] := [(f V g)oc] con
¢ I'applicazione che collassa ad un punto un “cerchio” massimo (un D"~!) avente come
bordo un equatore di S"~! e il wedge di f e g 'applicazione naturale definita dal wedge
di due D".

Osservazione. 7,(X,zg,z9) = 7,(X,x9) in modo canonico. Possiamo quindi identi-
ficare i risultati del caso assoluto all’interno della teoria relativa.

Data una tripla (X, A, zg) si possono definire le due applicazioni naturali di inclusione
i (A, o) = (X, 20) € j: (X, 2o, 20) = (X, A4, 20).
Di conseguenza abbiamo

o= (A, 0) 5 T (X, 20) L5 T (X, A, 20) —2 a1 (A, z0) — . ..
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con I[f] = [f|(gn-1,4)] detto omomorfismo di bordo.
PRrOPOSIZIONE: Tale successione & esatta.

EseEmp1O: Dato X, sia Cx il cono su X, ovvero Cx := (X x [0,1])/ ~ con la relazio-
ne di equivalenza (z,1) ~ (y,1) Y,y € X (e (z,t) ~ (z,1)).
Il cono su X e sempre contrattile per ogni X, e quindi

= m(Cx) — m(Cx, X) L w1 (X) — ™1 (Cx)
|:—0| I:—O'

si ha che 0 ¢ un isomorfismo.

1.3.2 n-Simplessi

DEFINIZIONE: R™ D X finito. Q = > pcyapP conap € Re ) pc.yap = 1 si dice com-
binazione affine di punti di X. In tal caso, dato Py € X, R" > Q := Py + > pcx aprF ?’

Osservazione. A(X) :={Q | Q comb. affine di punti di X} e, fissato un qualsiasi Py €
X, T(X) := Span {P()—f; ’ PeX } non dipendono dalla scelta del punto origine F.
A(X) e il sottospazio affine di R™ generato da X, T'(X) ¢ lo spazio tangente a A(X) (la
giacitura).

VZ € A(X) si ha che A(X) = Z + T(X).

DEFINIZIONE: f: A(X) — R* si dice mappa affine se V@) combinazione affine di punti di
X, f(Q) & combinazione affine dei punti f(P) al variare di P in X. Dunque f ¢& affine se
In | C A(F(X)).

Una mappa affine ¢ sempre del tipo f(x) = F(z)+P con F: T(X) — R* lineare e P € RF.

DEFINIZIONE: Sia X C R™ tale che |X| = n+ 1. X ¢ fatto di punti geometricamen-
te indipendenti se dim 7'(X) = n.

Dato un insieme X di punti geometricamente indipendenti, ogni funzione f: X — R* si
estende in modo unico ad una mappa affine f: A(X) — R* tale che f|x = f.

DEFINIZIONE: Dato X C R™, |X| = n + 1 di punti geometricamente indipendenti, si
dice n-simplesso geometrico in R™

A(X) = {Q =Y apP

> ap=1, apzovpex}
pPeX

pPeX

DEFINIZIONE: Si dice n-simplesso geometrico un n-simplesso geometrico in R™ per un
qualche m.

DEFINIZIONE: Si dice m-simplesso un m-simplesso geometrico con un ordinamento dei
punti di X, ovvero

AlPy,..., P = | AX), p: {0,...,n} — X
7 — P
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con p bigettiva.

DEFINIZIONE: Si dice n-simplesso standard A™ := Aleg, ..., e,] dove {e;}j<,<,, ¢ la base
canonica ordinata di R"+1.

ESEMPI:
|A?]
3| e
|AL] €1 ol 2\
0 €0 0 €0 €1
€0
PROPOSIZIONE: Per ogni n-simplesso esiste un unico isomorfismo affine f: A(eg,...,e,) —

A(Py,...,P,) tale che f(e;) = P, per ognii e f(A") = A[Py, ..., P,].

DEFINIZIONE: Un n-simplesso geometrico si dice anche supporto geometrico dell’n-simplesso,
e si denota anche A(X) = |A[Py, ..., P,]|.

Osservazione. A(X) & l'inviluppo convesso dei punti di X.

Osservazione. (|A[Py, ..., P,]|,0|A[Py,. .., P,]|) ¢ omeomorfo a (D", S"1).
DEFINIZIONE: Si dice n-simplesso astratto un qualsiasi insieme Y = {FP,..., P,}.

La realizzazione geometrica di un n-simplesso astratto vive in RY = {f: Y — R} ed &

A"™ = A[Ey, ..., Ey,] dove E;: Y — R tale che E;(P;) = d;5.

DEFINIZIONE: Sia o: |A[Fy,...,P,)]| — |A"| tale che o(3 7 ot:P) = (to,...,tn). Si
dicono coordinate baricentriche di @) I'immagine di ) tramite o.

Osservazione. Il baricentro di |A[F,...,P,]| ¢ il punto > 7" n%rlPi, che dunque ha
coordinate (n%rl, ce n%rl)

d.
DEFINIZIONE: Sia {n-simplessi} — {(n — 1)-simplessi} tale che:

di(A[Py,...P,)) = APy, ..., Pj,..., P,

con
AlPy,...,Pj,....P.) = (AP, ..., Pj—1, Pjs1,- .., Bull, p;)
e
Py {O,...,n—l} — {P(),...,Pj_l,Pj_H,...,Pn}
i>7 — Py
Le immagini tramite d; al variare di j € {0,...,n} di A[Py,...P,] sono dette (n—1)-facce

del simplesso.
Allo stesso modo possiamo definire le facce iterate di un n-simplesso come facce di facce.
Se 7 € una faccia (anche non propria) di o si indica 7 < 0.

Osservazione. Vi < j si ha d; od; = d;_1 o d;.
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1.4 Lezione 4 - 06/10

1.4.1 Orientazione

DEFINIZIONE: Sia V un R-spazio vettoriale di dimensione finita. Due basi B e B’ determi-
nano la stessa orientazione se la matrice di cambiamento di base ha determinante positivo,
ovvero se det MB (id) > 0.

Osservazione. La relazione di orientazione di uno spazio ¢ di equivalenza.

DEFINIZIONE: Sia A C V & un sottospazio affine non vuoto. Una orientazione di A e
una orientazione dello spazio tangente T'(A).

Dato uno spazio vettoriale V' di dimensione m, un suo sottospazio W di dimensione m — 1
e P,Q semispazi disgiunti tali che V\ W = PUQ e 9P = dQ = W, vogliamo stabilire
una procedura per determinare su W una orientazione che dipenda da un’orientazione wy
di V eda P.

Sia vg € V' \ W, cioe tale che Span(vg) N W = {0}. vy & detto vettore trasversale a W.

Se vy € P si dice vettore trasversale entrante rispetto a P.
Se vg € @ si dice vettore trasversale uscente rispetto a P.

Dato che V.= W @ Span(vg) = Span(vg) & W, per ogni base C di W si possono defi-
nire {vg,C} e {C,vp} basi di V.

LEMMA: Fissato vg come sopra:
1. [vo,C] e [C,vo] dipendono solamente da [C] in W;

2. [wo, [C]] e [[C], vo] dipendono solamente dal carattere entrante o uscente di vy rispetto
a P.

Fissata una orientazione wyy su W si hanno quindi 4 possibili risultati per la scelta di una
base di V:

Edww, ww ®FE, U ®wy eww ®U con E che indica vg nel caso entrante e U nel caso
uscente.

Scelta una orientazione wy su V, per ognuno dei 4 ordinamenti possibili esiste un’uni-
ca orientazione wy su W tale che l'orientazione ottenuta eseguendo la procedura da wyy
coincida con la wy data.

La procedura che useremo da ora in poi sara quella “prima la trasversale uscente” (cioe
U UJW).

Dato un n-simplesso (A(X),p), con X = {F,...,P,} € R™T! possiamo determinare
— ALC
da p una base {PoPl, o PoPn} di T(X).

Quindi, invece di considerare su un n-simplesso geometrico un ordinamento dei punti
p, possiamo considerare un’orientazione dello spazio tangente T'(X) indotta da p (scrive-
remo (A(X),w,) ).
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Cosi come l'operatore d; induce sulla (n — 1)-faccia d;j(A[F,..., P,]) un ordinamento
p; dei punti (lo shift degli ultimi n — j indici) dovuto a p, a sua volta induce anche un
orientazione dovuta a w):

stabilita la procedura “prima la trasversale uscente” e considerato come semispazio P quel-
lo contenente P}, si ottiene univocamente una orientazione (in quanto bordo di A[Py, ..., P,])
Ojw, dello spazio tangente T'(X \ {P;}).

Osservazione. Sulla faccia |A[Pp, ... ,f’j, ..., B;]|, data l'orientazione combinatoria Wp;
e quella di bordo djw,, si ha che w,, = (—1)70;w).

Osservazione. In un n-simplesso ogni (n — 2)-faccia & faccia comune di esattamente 2
(n—1)-facce, e le orientazioni di bordo indotte dalle orientazioni di bordo delle (n—1)-facce
risultano sempre essere 1’'una ’opposto dell’altra.

1.4.2 Complessi Simpliciali Finiti

DEFINIZIONE: Un complesso simpliciale finito & una famiglia F finita di simplessi geome-
trici in un qualche R™ che verifica le seguenti proprieta:

1. Se o € F allora anche ogni faccia (iterata) di o appartiene a F;
2. o,T€F, |o|N|r|#0 = |o|N|7| & una faccia (iterata) comune a o e 7.

Osservazione. Se gli n-simplessi di un complesso simpliciale finito sono orientati, allora
sulle facce comuni a piu simplessi gli ordinamenti devono coincidere.

DEFINIZIONE: |F| si dice supporto geometrico del complesso ed ¢ 'unione dei suppor-
ti geometrici dei simplessi di F.

DEFINIZIONE: dim F = n se n & la massima dimensione di suoi simplessi.

DEFINIZIONE: Per ogni 0 < k < n si indica Fj la famiglia dei simplessi di F di di-
mensione minore o uguale a k. Fj, si dice k-scheletro combinatorio di F.

DEFINIZIONE: |Fi| := F* & detto k-scheletro geometrico.

Osservazione. Fj € un complesso simpliciale finito di dimensione minore o uguale a

k.

DEFINIZIONE: Un poliedro compatto ¢ un P C R" per un qualche m tale che 3F com-
plesso simpliciale finito geometrico tale che P = | F|.

LEMMA: Ogni poliedro compatto € il supporto di F ordinato, ovvero un complesso sim-
pliciale finito i cui simplessi sono tutti ordinati (e gli ordinamenti sono compatibili).

Osservazione. E falso che in generale esista sempre un ordinamento globale del com-

plesso simpliciale finito. Infatti non & possibile ordinare globalmente il seguente complesso
formato da 3 1-simplessi e dalle relative facce:
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1.5 Lezione 5 - 10/10

DEFINIZIONE: H si dice sottocomplesso di K complesso simpliciale finito se € una sottofa-
miglia di K che ¢ a sua volta un complesso simpliciale finito.

Esempio: K,, € un sottocomplesso di K.

1.5.1 Categorie di Complessi Simpliciali Finiti

DEFINIZIONE: A si dice complesso simpliciale finito astratto se ¢ una famiglia finita di
insiemi finiti (che possono essere ordinati o meno) tale che VY C X con X € A si ha
YeA

DEFINIZIONE: Dati A e B complessi simpliciali finiti astratti, si dice che f: A — B
& un morfismo simpliciale astratto se, posti F 4, Ep le unioni degli insiemi delle rispet-
tive famiglie A e B, si ha che f(P) € Eg VP € E4 e inoltre VX € A vale f(X) =
{f(P) | P € X} € B (rispettando l'ordinamento in senso largo nel caso ordinato).

Osservazione. La composizione di due morfismi simpliciali astratti € un morfismo sim-
pliciale astratto.

Si puo dunque definire la categoria dei complessi simpliciali finiti astratti, che ha co-
me frecce i morfismi simpliciali astratti.

DEFINIZIONE: Dato un complesso simpliciale finito &, possiamo associargli un complesso
simpliciale finito astratto: ponendo Vo € K l'insieme A, come 'insieme dei vertici di o,
si definisce Ay := {As}, i che ¢ detto schema dei vertici di K.

DEFINIZIONE: Dati H e K complessi simpliciali e dato un morfismo simpliciale astrat-
to g: Ay — Ay, si definisce morfismo simpliciale f: H — K l'unico rimontato “affine
a tratti” di g vista come applicazione tra Hg e Kp.

Possiamo quindi definire la categoria dei complessi simpliciali finiti, che ha come frecce i
morfismi simpliciali.

Osservazione. Abbiamo anche trovato in modo naturale dei funtori tra le categorie

definite finora: ad esempio, la realizzazione geometrica di un complesso astratto ¢ un com-
M
plesso simpliciale finito e un qualsiasi morfismo simpliciale astratto induce un morfismo
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simpliciale sulle realizzazioni geometriche (come visto sopra nella definizione).
Analogamente possiamo definire un funtore tra la categoria dei complessi simpliciali finiti
e la categoria degli spazi topologici: il supporto di un complesso € uno spazio topologico
e un morfismo simpliciale induce una mappa continua tra i supporti (affine se ristretta ad
un qualsiasi spazio tangente di un simplesso del complesso).

Osservazione. Dato K complesso simpliciale finito, si ha che K4, ¢ canonicamente
isomorfo a K, dove con K 4 si intende la realizzazione geometrica del complesso simpliciale
astratto A.

Viceversa, si ha che A = Ax ,, con A complesso simpliciale astratto.

1.5.2 Suddivisione di Complessi Simpliciali Finiti

Vogliamo adesso definire delle applicazioni tra poliedri compatti che diano loro una strut-
tura categoriale.

DEFINIZIONE: Dati P e @ poliedri compatti, f: P — @ ¢ un morfismo poliedrale (detto
anche lineare a pezzi o mappa PL) se esistono H, K tali che P = |H| e Q = |K]| e f sia
I’applicazione indotta sui supporti di una qualche applicazione g: H — K simpliciale.

DEFINIZIONE: Se P = |K]| si dice che K & una triangolazione di P.

DEFINIZIONE: Siano H e K due complessi simpliciali finiti. H € una suddivisione di
KC (e si scrive H < K) se |H| = |K]| e ogni simplesso di K ¢ unione di simplessi di H.

EseEMPI: Esistono numerosi metodi di suddivisione di un complesso:

e Procedendo induttivamente sui k-scheletri, a partire dai simplessi 0-dimensionali
(che essendo punti non vengono suddivisi): preso un simplesso, se su almeno una
delle sue facce e stata fatta una suddivisione si inserisce un nuovo punto nella parte
interna del simplesso e si considera i coni finiti di vertice il punto e basi le facce
(suddivise) del simplesso.

e Suddivisione pseudobaricentrica: a prescindere dalla presenza o meno di suddivisioni
sulle facce del simplesso si inserisce sempre un nuovo punto nella parte interna del
simplesso e si considerano tutti i coni finiti come sopra.

e Suddivisione baricentrica: come la suddivisione pseudobaricentrica, ma di volta in
volta il punto che si introduce ¢ il baricentro del rispettivo simplesso. Si indica con
K™ I'n-esima iterazione del procedimento di suddivisione baricentrica.

LEMMA: Sia K un complesso simpliciale finito. Ve > 0 3n > 0 tale che ogni simplesso di
K™ ha diametro < .

PROPOSIZIONE: Siano K e K’ due triangolazioni dello stesso poliedro. Allora K e K’
hanno una suddivisione comune.

Dimostrazione. Consideriamo la famiglia delle intersezioni H = {|o| N |o'| | c € K, o' € K'}.
Tale famiglia & un complesso di celle convesse (generalizzazione della nozione di complesso
simpliciale).

In modo induttivo rispetto alla dimensione degli scheletri di H triangoliamo tutte le celle
in modo da ottenere un complesso simpliciale finito.
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Ipotizziamo di aver triangolato H,; su ogni (n + 1)-cella C' introduciamo w € Ce per
ogni [vg,...,v,] C 0C aggiungiamo il simplesso [w, v, . . ., vy].

La triangolazione ottenuta risulta quindi essere una suddivisione comune a K e a K'. [

Grazie a questa proposizione si dimostra banalmente che la composizione di morfismi
poliedrali &€ un morfismo poliedrale.

Dunque ¢ possibile definire la categoria dei poliedri compatti che ha come frecce le appli-
cazioni PL.

Osservazione. La categoria dei poliedri compatti si immerge banalmente nella cate-
goria Top.

DEFINIZIONE: Sia 7 un simplesso di H complesso simpliciale finito. Definiamo St(7, H) :=
Usew.onr 0| detto stella chiusa di 7 in #H (& il supporto di un sottocomplesso).
Definiamo inoltre la stella aperta st(7, H) := Uyep onr (|o] \ O]0]).

LEMMA: Siano vy,...,v; dei vertici di H complesso simpliciale finito. Se st(vi,H) N
... Nst(vg, H) # O allora vy, ..., v sono vertici di un simplesso di H.

TEOREMA (DI APPROSSIMAZIONE SIMPLICIALE):  Sia f: P — @ continua con P,
Q@ poliedri compatti. Allora VX, H triangolazioni rispettivamente di P e @@ 3dn tale che
f: K™ — H & omotopa ad una applicazione simpliciale.

Dimostrazione. Le stelle aperte dei vertici v in ‘H formano un ricoprimento aperto (finito)
di H.

Dunque, presa f: || — |H|, la famiglia {f‘l(st(v,H))}Ueﬂo ¢ un ricoprimento aperto
di |K].

Sia € > 0 il numero di Lebesgue del ricoprimento. Sia n tale che Vo simplesso di K™ si
abbia che il diametro di o sia minore di 5.

Dunque Vw vertice di £ il diametro della stella aperta di w ha diametro minore di .
Per di pitt Y vertice di K™ troviamo un vertice v di # tale che f(st(w, K™)) C st(v, H).

Abbiamo cosi definito naturalmente una applicazione gy dall’insieme dei vertici di K™
all’insieme dei vertici di H.

Questa determina una applicazione simpliciale ¢g: K™ — H perché, grazie al lem-
ma, se wy,...,wy sono i vertici di un simplesso o di K™, allora st(go(w;),H) N ... N
st(go(wg), H) # 0, e dunque go(w1), . - ., go(wg) sono vertici di un simplesso di H.

Inoltre g & omotopa a f perché lo & simplesso per simplesso. L’omotopia & data in modo
baricentrico tg+ (1 —t)f. O

COROLLARIO: Vn < m, f: S™ — 5™ & omotopa ad una applicazione g: S™ — S™ non
surgettiva.

Dimostrazione. S™ & omeomorfa a A" ™ & omeomorfa a OA™F!: dunque f induce
una applicazione continua f sui simplessi. Ma allora esiste un’omotopia H che rende f
una applicazione simpliciale (e che a livello dei vertici non puo essere surgettiva). Quindi
H trasforma f in una applicazione continua non surgettiva su S". O
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1.6 Lezione 6 - 13/10

Osservazione. Sia K un complesso simpliciale finito geometrico. Allora () ha un ordi-
namento canonico indotto dalla suddivisione baricentrica. Tale ordinamento ¢ compatibile
con un ordinamento globale dei vertici del complesso.

Infatti: induttivamente sulla dimensione dei simplessi, se o € K,,, dimo = n, vg,..., v,
sono i vertici di o e ogni faccia ¢ gia stata suddivisa allora I'introduzione di un punto w

nella parte interna di o porta alla definizione di n-simplessi ordinati [...,...,...,w] € ICy(Ll).

L’ordinamento indotto & compatibile con un qualsiasi ordinamento globale in cui ogni nuo-
vo vertice aggiunto viene posto dopo ogni vertice gia presente al passo precedente della
suddivisione.

DEFINIZIONE: Sia P un poliedro compatto. Si dice dim P = dim |[K| con K una trian-
golazione di P.

Osservazione. Si tratta di una buona definizione. Questo perché esiste sempre una
suddivisione comune e dunque la dimensione massima di un simplesso non varia da trian-
golazione a triangolazione.

1.6.1 Complessi Simpliciali di Cardinalita Arbitraria

DEFINIZIONE: Si dice complesso simpliciale astratto una famiglia A di insiemi finiti (ordi-
nati o meno) tale che se Y C X e X € A allora Y € A (eventualmente con l'ordinamento
indotto).

Fissato un insieme E di cardinalitd arbitraria, consideriamo 1'R-spazio vettoriale RE =
{f: E— R}
All’interno di R¥ consideriamo il sottospazio vettoriale

@R: {f: E— R | f a supporto finito}
E

1 sexz=e
con la sua base canonica non ordinata {¢.} . p dove p.(x) =
0 sex#e

E possibile anche definire una distanza su @z R: d(f,g) := max.cr |f(e) — g(e)|.

Inoltre, dato un sottoinsieme {vi,...,vp} C @pR, esiste un’immersione canonica del
sottoinsieme in RYS"PP che ¢ isomorfo ad un certo R™ con n € N.

Possiamo dunque generalizzare le definizioni di simplesso e complesso simpliciale:

DEFINIZIONE: Si definisce n-simplesso in @ R l'inviluppo convesso delle funzioni {vy, ..., vy }.

DEFINIZIONE: Si dice complesso simpliciale una famiglia arbitraria K di simplessi (geome-
trici) in qualche @5 R tale che sia chiusa rispetto alle facce (iterate) e tale che, se 0,7 € K
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allora o N7 = () oppure ¢ una faccia comune.
Analogamente si definiscono i sottocomplessi e gli n-scheletri (con n € N).

Dato un complesso K in @z R, la realizzazione geometrica |K| := J,cx |o| ha una struttu-
ra naturale di spazio topologico munito della topologia finale rispetto a tutte le inclusioni
dei simplessi.

In altre parole X C |K| & aperto se e solo se Vo € K si ha che |o| N X ¢ aperto in |o].

Osservazione. In generale || non ¢ N; (ovvero esiste almeno un punto che non am-
mette sistema fondamentale di intorni numerabile), e dunque non ¢ metrizzabile.

Osservazione. Ogni punto di |K| & chiuso (|K| & T1).

Osservazione. Se A, B C |K| sono due chiusi, allora esistono aperti U 2 A, V O B
tali che U NV =0 (cioé lo spazio & normale).
Dunque ‘IC‘ e T4,T3,T2,T1,To.

Dimostrazione. Dato un chiuso A C |K| costruiamo N(A), un e-intorno aperto di A in-
duttivamente nel seguente modo:

Siae: K — RT = {z € R | x > 0} che ad ogni ¢ € K associa un valore &,.

N2(A) = N.(A)NK? := KN A. Ipotizzando di aver definito N*(A) = N.(A) N K", per
ogni (n+ 1)-simplesso o di K ci aggiungiamo un N, (A N |0\> unito ad un N, (AN J|a|)

tale che la sua intersezione con 0|o| sia uguale a N'(A) N J|o|.

Dato che i simplessi sono Ty e grazie alla topologia su |K|, se AN B = () allora Je1, &9 tali
che N, (A) N N, (B) = 0. O

Osservazione. Se H & un sottocomplesso di K, allora esiste un e-intorno di |H| in |K|
tale che |H| & retratto per deformazione di N.(|H]).

Osservazione. Sia A C |K| compatto. Allora esiste un sottocomplesso finito H di K
tale che A C |H|.

Dimostrazione. Yo € K, se \a] N A # ) scegliamo un punto z, € ]U| N A. La topologia
indotta da |K| su |, {z,} € la topologia discreta. Poiché A & compatto, |J, {z,} € finito.
Dunque H := 01 U...Uo, (chiuso con le relative facce iterate) € un sottocomplesso finito
di K tale che A C |H|. O

DEFINIZIONE: H & una suddivisione di K complesso simpliciale se ogni 7 € H & contenuto
inun o € K e se ogni ¢ € K € unione di un insieme finito di simplessi di H.

Osservazione. La richiesta di finitezza nella seconda condizione & necessaria per ottenere
una uguaglianza tra |H| e || come spazi topologici.

1.6.2 A-Complessi

DEFINIZIONE: Dato uno spazio topologico X, si dice n-simplesso singolare una coppia
(A" f) con f: A" — X.
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DEFINIZIONE: Si dice faccia di un n-simplesso singolare (A", f) un (n — 1)-simplesso sin-
golare (A™"!, foD;), con D;: A1 — A" che immerge A" ! come j-esima faccia di A™.

DEFINIZIONE: Dato X uno spazio topologico T, un A-complesso su X & una famiglia
di simplessi singolari {(A", ¢,)}, 4 tali che:

e La famiglia sia chiusa rispetto alle facce iterate;

o Vo € A, 0o|qn, s A" —> X & un omeomorfismo sull’immagine;

e Vz € X esiste un unico ¢,: A" — X tale che = € @U(A”U);

e X ¢ dotato della topologia finale rispetto alla famiglia, ovvero A C X & aperto se e
solo se Vo € A si ha che ¢, (A) & aperto in A",

Osservazione. Data una struttura di A-complesso su X, si ha che X & omeomorfo a
L, A" /{¢s}, (vengono identificati i punti che hanno la stessa immagine su X).

Osservazione. La nozione di A-complesso estende in modo naturale quella di com-
plesso simpliciale. Infatti, sia X = || (¢ uno spazio topologico T5) con K un complesso
simpliciale ordinato. Allora Vo € K si definisce ¢, come

At o] —— |K]
\_/'
Po

con A" — |o| Papplicazione naturale indotta dall’ordinamento dei vertici di o.

La famiglia cosi definita rispetta le 4 condizioni necessarie di un A-complesso; in questo
caso si ha una condizione piu forte della seconda, si ha cioe che Vo € K ¢,: A" — X &
un omeomorfismo sull’immagine.

Esempio: X = St x S1.

Questo diagramma porta ad una struttura di A-complesso su X che non & un complesso
simpliciale. Infatti questa famiglia ha 2 2-simplessi, 3 1-simplessi e 1 O-simplesso, e I'in-
tersezione dei 2-simplessi € 'unione di tutti gli 1-simplessi, che non e una faccia comune
perché non e un simplesso.

ESEMPIO: X = 52, come complesso simpliciale, puod essere visto come JA?, mentre come
A-complesso si puo vedere come
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Uno dei vantaggi dati da una struttura di A-complesso ¢ il minor numero di simplessi
necessari alla descrizione dello spazio.

Osservazione. La nozione di suddivisione (baricentrica) si estende ai A-complessi in mo-
do naturale. Una suddivisione baricentrica di un A-complesso risulta essere un complesso
simpliciale.

1.7 Lezione 7 - 17/10

DEFINIZIONE: Siano D, C categorie e siano H,R: D — C funtori covarianti. Una
trasformazione naturale di funtori 7: H — R & una famiglia di frecce

{Tx: H(X) — R(X)} xconip)
tale che il seguente diagramma commuti per ogni freccia f € Mor(D).

Tx

X H(X) 25 R(X)
P [ |men
Y HY) -5 R(Y)

Analogamente si definisce una trasformazione naturale di funtori controvarianti.

1.7.1 Interpretazione Categoriale dei A-Complessi

Sia Z la categoria i cui oggetti sono gli insiemi ordinati standard 2™ = {0,...,n} Vn >0
(n-simplessi astratti standard).

Come morfismi della categoria consideriamo le 2™ — 2™ con m < n e strettamente
crescenti.

Dato un A-complesso su X, poniamo X(n) = {(A™,p) | nx =n} 'unione degli n-
simplessi singolari di X.

DEFINIZIONE: Sia X un A-complesso. Si definisce A-complesso astratto su X il funtore
(controvariante)

2 — Set

7" — X(n)

(@m J, @n) — (X(n) AN X(m)>

dove f* associa ad ogni n-simplesso singolare la m-faccia corrispondente (che dipende dal-
I'inclusione f).

Osservazione. Si ha dunque un omeomorfismo tra X e

(I_I (X(n) x A”)) [/~

n

dove X (n) viene considerato con la topologia discreta e si ha una relazione tra i punti
(f*(x),y) ~ (z, f«(y)) con fi: A™ — A" la realizzazione geometrica di f.
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DEFINIZIONE: Dati due A-complessi astratti & ., Set e 9 Set, una A-applicazione
tra di essi € una trasformazione naturale di funtori (controvarianti).

Osservazione. Una A-applicazione manda dunque n-simplessi in n-simplessi (in mo-
do non degenere). Gli isomorfismi simpliciali rientrano percio nella definizione di A-
applicazione, mentre piu in generale i morfismi simpliciali non sono A-applicazioni.
Infatti, ad esempio:

0 1 0 1,2

non & una A-applicazione.

1.7.2 A-Complessi K(G,1)

DEFINIZIONE: Sia G un gruppo. Uno spazio topologico X si dice K (G, 1) se & connesso e
m(X) =G, 1, (X)=0Vn>2.

Analogamente si definiscono gli spazi K(G,n), con la condizione che G sia abeliano quan-
don > 1.

Data una struttura di A-complesso su X, se X ammette rivestimento universale X al-
lora la struttura si solleva ad un A-complesso di X.

Fissato un gruppo G, costruiamo esplicitamente un A-complesso connesso B(G) tale che
m1(B(G)) = G e che ammetta un rivestimento universale E(G) contrattile.
Questa seconda condizione assicura che m,(B(G)) =0 Vn > 2.

Iniziamo dal definire il A-complesso E(G) come la realizzazione geometrica del A-complesso

astratto 2 2% Set tale che 7" £X Gt = {(90,---,9n) | gi € G Vi}.

Per definire B(G) consideriamo ’azione di gruppo di G su E(G) di moltiplicazione: Vh € G
si ha h-[go,...,9n] := [hgo,- .., hgn].

Tale azione ¢ libera (tutti gli stabilizzatori sono banali) e propriamente discontinua, ov-
vero VK compatto in E(G) si ha |[{h € G | hK N K # 0} | < 400, che segue dal fatto che
'azione induce un A-isomorfismo di E(G) in sé.

Dunque E(G) riveste B(G) := E(G)/G e m1(B(G)) = G.

Vediamo adesso che E(G) é contrattile: ogni [go,...,gn] simplesso di E(G) & faccia di
le,90,---,9n] con e I’elemento neutro del gruppo G, che si retrae mediante retrazione ra-
diale su e.

Dunque E(G) si retrae per deformazione su {e} (dato che lo fa simplesso per simplesso).

Osservazione. La costruzione fatta sopra ¢ molto poco efficiente, dato che E(G) & sempre
infinito a prescindere dalla cardinalita di G.

Osservazione. La corrispondenza G « (E(G) - B(G)) & funtoriale, ovvero esiste un
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funtore Groups — A-Complex che manda G in F(G) e ogni omomorfismo f: G — H
induce una A-applicazione E(G) — E(H) tale che [go, ..., gn] — [f(90)---, [(gn)]-

1.7.3 CW-Complessi

DEFINIZIONE: el = (D7, 0D}) viene detta n-cella, e per ogni « si ha che D ¢ una copia
di D™,

DEeFINIZIONE: Un CW-complesso ¢ uno spazio topologico X munito di una struttura
aggiuntiva che lo costruisce in modo induttivo sugli n-scheletri per n > 0.

e Si definisce lo 0-scheletro X° come un insieme arbitrario di punti di X dotato della
topologia discreta;

e Avendo definito 1'(n — 1)-scheletro X" ! si definisce X™ tramite 'incollamento di
n-celle e} := (DY, S;L_l) a X"~ ! attraverso una famiglia di mappe di attaccamento

{f,\: Sj\l_l — X”_l})\eA con fy continua per ogni A.

Dunque poniamo X" := (X”_l L {Df\L})\eA)/ ~, con Syt Sz~ fi(z) € X",
munito della topologia quoziente;

e Infine consideriamo X = J,,cy X" dotato della topologia finale rispetto alla famiglia
delle inclusioni { X" — X'}

Osservazione. Ogni complesso simpliciale e pit in generale ogni A-complesso ¢ un CW-
complesso, e le rispettive nozioni di scheletri si sovrappongono.

neN:

DEFINIZIONE: Ogni fy: S% — X" ! viene detta funzione di attaccamento.
Osservazione. X"\ X" & omeomorfo a | |ycp DY

DEFINIZIONE:

DY —— X" | \op DY —— X7 X
)

L

03N

¢ € detta funzione caratteristica che estende 'applicazione di attaccamento f).
Per ogni A € A si ha che ¢5(DY) = e n-cella aperta del CW-complesso.

ESEMPIO: Lo spazio topologico S? pud essere visto come complesso simpliciale finito

(0A3), come A-complesso (esempio fatto alla fine della Lezione 6), oppure come CW-
complesso nel modo seguente:

o

1.8 Lezione 8 - 20/10

Vogliamo adesso generalizzare la categoria Z per ottenere in modo naturale un funtore
con la categoria dei complessi simpliciali: gli oggetti si corrispondono gia a questo livello
di generalizzazione, ma non le frecce.
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1.8.1 Insiemi Simpliciali

Si definisce la categoria 2 come estensione di 2, prendendo gli stessi oggetti (ovvero gli
n-simplessi astratti standard), e come frecce tutte le applicazioni 2" — ™ crescenti
(non necessariamente strettamente, dunque con m e n qualsiasi).

Dato un A-complesso X, possiamo definire come per & un funtore controvariante

9 —» Set
7" — X(n)

(@m 7, .@n) — (X(n) Iy X(m))
che estende quello definito in precedenza.

Osservazione. Si ha dunque un omeomorfismo tra X e la realizzazione geometrica del
A-complesso astratto:

(I_I (X(n) x A”)) [/~

n

dove X (n) viene considerato con la topologia discreta e si ha una relazione tra i punti
(f*(z),y) ~ (z, f«(y)) con fi: A™ — A" la realizzazione geometrica di f.

Definendo a questo punto le A-applicazioni come trasformazioni naturali di funtori con-
trovarianti tra & e Set, si ottiene una estensione naturale della categoria dei complessi
simpliciali.

Osservazione. Per lavorare con i A-complessi astratti ¢’¢ un’effettiva necessita di in-
trodurre gli insiemi simpliciali. Un A-complesso di dimensione finita X infatti non puo
essere astrattizzato senza passare agli insiemi simpliciali, poiché deve esistere X (n) Vn.

1.8.2 Esempi di CW-Complessi

DEFINIZIONE: Dato X un CW-complesso, A C X ¢ un sottocomplesso se A ¢ unione di
celle aperte di X e la chiusura di ogni tale cella & contenuta in A.

Come sempre, possiamo ridefinire il tutto in versione relativa, chiamando (X, A) una
CW-coppia se ¢ considerata su di essa la struttura di CW-complesso.

EsEMPIO: Possiamo considerare la struttura di CW-complesso su X = P*(R) = D"/ ~
con ~ la relazione antipodale sul bordo D™ = S™~1.

Vediamo come sono fatti gli scheletri di X: X° = {pt}; X (1) & costituito da una 1-cella
con la mappa di attaccamento che collassa il bordo su X (e dunque X (1) ¢ omeomorfo
a P(R)); X(2) & formato da una 2-cella e dalla funzione di attaccamento da D? = S! su
X! che lo riveste doppiamente; in modo analogo si definiscono tutti i k-scheletri per k& < n.

Questa costruzione ci permette di definire anche P*(R) := [J,eyP"(R), munito della
topologia finale rispetto alle inclusioni dei P (R).

SO cCc st C .. C 8 C ol C S®i=,en S
|7 | |
PP ¢ Pt C ... C P* C ... C P®

25



S°° ¢ il rivestimento universale di P*°(R) di grado 2, e dunque 71 (P*>°) = Z/2Z.

S°° ¢ contrattile, in quanto 7,(S*°) = 0 Vn: ogni laccio infatti puo essere visto den-
tro ™1 C §° in cui & omotopo a costante.
Dunque 7, (P*°) = 0 Vn > 2, ovvero P> ¢ un CW-complesso K(Z/2Z,1).

TEOREMA: Per ogni gruppo G i CW-complessi K (G, 1) sono unici a meno di equiva-
lenza omotopica.

EsEMPIO: Vn, S x ... x S' & un K(Z",1).
n volte

1.9 Lezione 9 - 24/10

1.9.1 Proprieta dei CW-Complessi

DEFINIZIONE: Sia X un CW-complesso e A C X chiuso.

Per ogni applicazione €: {celle di X} — (0,1) si definisce ’e-intorno di A (si indica con
N:(A)) induttivamente sugli scheletri nel modo seguente:

NO(A) = An X0

supponendo di aver definito N*~1(A), si costruisce N7*(A) considerando V¢, con dim o = n
(¢o: D — X)) un e,-intorno di AN D? in D? unito ad un e,-intorno di ¢; 1 (N21(A))
in Dy “radiale”, vale a dire che V 0 # z € Dy, x € g5-intorno < &1 € ¢ H(NPH(A)) e
|z] > 1 —¢,.

Graficamente I'e,-intorno di ¢, 1(N?1(A)) si puo visualizzare cosi:

S gy (N (4))

Osservazione. Usando gli e-intorni si puo dimostrare che X ¢ 75, normale, localmente
contrattile, e che se (X, A) ¢ una CW-coppia, allora A & un retratto per deformazione di
N.(A) in X.

PROPOSIZIONE: Sia X un CW-complesso, K C X compatto. Allora K ¢ contenuto in
un sottocomplesso finito.

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ analoga a quella per i complessi di cardinalita arbitra-
ria. O

Dati X e Y due CW-complessi, ci chiediamo se lo spazio topologico X x Y sia in modo
naturale un CW-complesso “prodotto” dei due iniziali.
Chiamando {¢, },, la famiglia delle funzioni caratteristiche di X e {3} 8 quella di Y, il can-
didato pill ovvio ad essere la famiglia di funzioni caratteristiche di X XY & {¢ X 93} (@8)
(il prodotto di dischi ¢ omeomorfo ad un disco).

Dato Z uno spazio topologico T, considerando la famiglia C dei compatti di Z, pos-

siamo definire la topologia “generata dai compatti” Z¢ tale per cui A € chiuso in Z; <
VK € C AN K é& chiuso in K.
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Tale topologia e piu fine di quella di Z, ma Z e Z¢ hanno la stessa famiglia di compatti.

Non ¢ difficile verificare che {¢q x g} (@,8) ¢ famiglia di funzioni caratteristiche per una
struttura di CW-complesso “prodotto” su (X x Y)c.

DEFINIZIONE: Una coppia di spazi topologici (X, A) verifica la proprieta di estensione
delle omotopie (P.E.O.)se VY,V fo: X — Y continua e per ogni omotopia g;: A — Y
(per t € [0,1]), con go = fo|a, si ha che g; si estende ad un’omotopia f;: X — Y.

LEMMA: Una coppia (X, A) verifica P.E.O. se e solo se (X x {0})U (A x I) & un retratto
per deformazione di X x I.

Dimostrazione. =.

Prendendo fy =i: X — (X x{0})U(AxI)eg: A — (X x{0})U(AXT) per ipotesi esiste
una retrazione r: X x I — (X x{0})U (A x I). La dimostrazione che esista un’omotopia
tra idxxr e jor con j: (X x{0})U (A xI)— X x I ¢ lasciata per esercizio. O

Dimostrazione. <.
Ser: X xI — (X x{0})U (A x I) ¢ la retrazione, f; si ottiene componendo 7 con

(9t U fo). O

TeEOREMA (P.E.O. PER CW-COPPIE): Sia (X, A) una CW-coppia. Allora (X x {0})U
(A x I) ¢ retratto per deformazione di X x I (e dunque (X, A) verifica P.E.O.).

Dimostrazione. Innanzitutto vediamo che il teorema vale nel caso delle celle, ovvero in cui
(X,A) = (D", 8" 1):

infatti, immergendo D™ x I < R"*! la proiezione stereografica dal punto (0,...,0,2)
fornisce in modo naturale una retrazione per deformazione di D™ x I su (D™ x {0}) U
(St x 1).

Nel caso generale, posti X™ e A" gli n-scheletri di X e A rispettivamente, utilizzando il
caso base si ha per ogni n una retrazione di X™x I su (X" x {0})U((X" 1UA™)x I). Infatti
per ogni n-cella e di X \ A4, il prodotto e x I si retrae su (el x {0}) U (9e? x I), la quale
si attacca tramite la funzione di incollamento su (X™ x {0}) U (X"~ ! x I). Concatenando
tutte le retrazioni di tutte le celle di ogni scheletro si ottiene la retrazione di X x I su
(X x{0pHU(AxI). O

1.9.2 Applicazioni Cellulari

DEFINIZIONE: Dati X, Y due CW-complessi, f: X — Y continua si dice cellulare se
YneN f(X™)CY™

TEOREMA (DI APPROSSIMAZIONE CELLULARE): Siano X, Y dei CW-complessi. Allora
ogni f: X — Y continua € omotopa a una g: X — Y cellulare.

Dimostrazione. Per induzione sugli scheletri:
Se f(X°) € Y, per ogni O-cella €%, (i punti), f(e%) & contenuto in una k-cella (con k > 0 il
minimo) eg di Y, dunque Ty, € eg\ f(€2). Costruiamo una retrazione radiale di (eg\{yo})

su Oeg, e andiamo avanti fino ad ottenere una omotopia che manda f(e’) in una 0-cella
di Y (grazie alla P.E.O. le omotopie locali si estendono ad omotopie globali).

Per il passo induttivo iteriamo ancora lo stesso metodo unito al fatto che ogni D" — DF
con n < k ¢ omotopa ad una mappa non surgettiva. ]
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TEOREMA (DI WHITEHEAD): Siano X, Y dei CW-complessi connessi. Se f: X —
Y continua ¢ tale che Vn > 1 si ha f.: m,(X) — m,(Y) isomorfismo, allora f & una
equivalenza di omotopia.

Dimostrazione. Grazie al teorema di approssimazione cellulare possiamo assumere f ap-
plicazione cellulare.
Sia Cy il cilindro di applicazione di f:

Cri=((XxD)UY)/ ~

con (z,1) ~ f(x) Vo € X. Abbiamo che Y — C; ¢ una equivalenza di omotopia (poiché
C; si retrae per deformazione su Y'); dunque basta dimostrare che i: X = X x {0} — Cy
¢ una equivalenza di omotopia.

Per ipotesi, essendo f composizione dell’inclusione i: X < C; con la retrazione di Cy su
Y,Vn > 14, m(X) — m,(Cy) € un isomorfismo. Considerando la coppia (Cs, X) con la
struttura di CW-complesso (che risulta ben definita essendo f cellulare), e la successione
esatta lunga dei gruppi di omotopia relativa per la coppia:

o 1 (Cr X) =D (X)) 2 1 (Cr) S mn(Cpy X) <D 1 (X) —

si ha che m,(C¢, X) =0 Vn > 1.

A questo punto dimostriamo che id(cf,X) ¢ omotopa a una g: Cy — X.

Supponiamo induttivamente su n che la restrizione dell’identita di (Cy, X') all'n—1 scheletro
(C}‘_l, X"~1) sia omotopa ad una g, _1: C;}_l — X (per il passo base cio ¢ vero grazie
alla connessione della coppia). Per ogni n-cella, consideriamo la composizione della sua
funzione caratteristica con (id, gn—1) e 'inclusione in (Cy, X):

(D3, 003) — (c.c; ) 2 (ep, X) — (€1, X)

Essendo m,(Cy, X) = 0, la composizione i o (id, gn—1) © ¢ rappresenta la classe nulla, e
dunque & possibile trovare una omotopia con una applicazione a valori in X.
La tesi si ottiene rincollando tutte le omotopie e usando P.E.O. ]

Osservazione. Non basta che 7,(X) = 7,(Y) Vn > 1 affinché valga la tesi; gli isomorfi-
smi devono essere tutti indotti da una stessa f: X — Y continua.

ESEMPIO: S? x S ¢ il rivestimento universale di S? x P°(R), mentre S? & il rivesti-
mento universale di P?(R). Dunque 7 (P?) = 711 (S? x P®) = Z/2Z.

S5 & un CW-complesso connesso tale che 7,(S5*°) =0 Vn > 1. Quindi S ¢ contrattile,
dato che 'applicazione costante c: S*° — {punto} verifica le ipotesi del teorema di Whi-
tehead.

Allora i due rivestimenti sono omotopicamente equivalenti, il che implica 7, (P?) & ,, (52 x
P>°) Vn.

Vedremo perd in seguito che P2(R) e S? x P*°(R) non sono omotopicamente equivalenti.

TEOREMA (UNICITA DEI K(G,1)): Sia G un gruppo e X, Y due CW-complessi K(G,1).
Allora X e Y sono omotopicamente equivalenti.

Dimostrazione. Dimostriamo prima il risultato nel caso particolare in cui X9 = {z¢}:
X! dunque & un “bouquet” con (eventualmente infiniti) petali. Sia ¢: m(X,29) —
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71(Y, y0) un isomorfismo qualunque. Vediamo che ¢ ¢ indotto da una f: X — Y conti-
nua per poter applicare Whitehead e concludere (7,(X) = m,(Y) =0V n > 1).
Costruiamo f per induzione sugli scheletri. Poniamo f(z¢) = yo; per ogni 1-cella el sce-
gliamo come sua immagine tramite f un rappresentante di ¢([el]) € m1(Y, o). Abbiamo
cosi per adesso definito f: X! — Y. Denotando con i: X' < X, si ha che f, = ¢ o i,.
Per poter estendere f alle 2-celle 6% (con funzioni di attaccamento 1g) e sufficiente che
[f o4g] = [0]. Cio e banalmente verificato poiché i*([ipﬁ(@e%)]) = 0.

Allo stesso modo & possibile estendere f ad ogni scheletro dato che Vn > 1, m,(X) =0e
dunque ogni immagine ¢ nullomotopa.

Nel caso generale in cui |[XY| > 1, basta osservare che X' & connesso (perché X lo &
e 0D™ ¢ sconnesso solo per n = 1). Aggiungendo eventualmente dei punti possiamo sup-
porre che X! sia un 1-complesso simpliciale. Allora contiene un albero massimale T" (che
risulta essere un sottocomplesso contrattile), ovvero un sottografo aciclico massimale.

Dunque X=X /T & omotopicamente equivalente a X e #X 0=1. ]

Osservazione. Dunque ogni invariante di omotopia applicato a qualsiasi modello di
K(G,1) & un invariante del gruppo G a meno di isomorfismo.
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Capitolo 2

Omologia

2.1 Lezione 10 - 27/10

2.1.1 Complessi di R-moduli

Ricordiamo alcuni risultati preliminari di Algebra.
LEMMA (DEI 5): Sia R un anello commutativo con unita, e siano A4;, Bj coni,j =1,...,5
degli R-moduli.

Consideriamo il seguente diagramma commutativo in cui le righe sono successioni esatte,
i quadrati commutano e le applicazioni fi, fo, f3, f4 sono isomorfismi:

A L A 5 As
Jf 1 Jf 2 st
B, —— By ® s By

h-
Allora f5 € un isomorfismo.

g g2

Ay 2
|1
2 B5

94

Ay
I
4 B,

h h h

DEFINIZIONE: Un R-modulo A si dice libero se ammette una base B = {a;},.; tali
che B genera A ed e formato da elementi R-linearmente indipendenti.

Dato un insieme arbitrario A # ), all'interno di R4 = {f: A — R} (con la struttura
canonica di R-modulo libero) possiamo considerare il sottomodulo delle funzioni a sup-
porto finito E(A). Si ha quindi un’inclusione naturale di A in E(A) attraverso = — f,
dove fy: A — R ¢ tale che f,(y) = Or Yy # z e fi(x) = 1g. Ne risulta che {fz} 4 €
una base di E(A).

TEOREMA: Se R ¢ un PID, allora ogni sottomodulo di un R-modulo libero & libero.

Supponiamo che R sia tale che ogni sottomodulo di un qualsiasi R-modulo libero ¢ li-
bero; allora ogni R-modulo A ha la seguente risoluzione libera (& una successione esatta
corta):

0 — Ker(p) —— E(A) —25 4 ——0
dove (3 ax fz) = > azx, con a, € R.

DEFINIZIONE: Definiamo la categoria dei complessi di R-moduli come la categoria avente
come oggetti i complessi di R-moduli, ovvero dei (C,d) := {(Cj,d;)};cy dove i C; sono
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R-moduli e le d; sono applicazioni R-lineari tali che d; o d;11 = 0 Vi (ovvero Im(d;41) C
Ker(d;)):

d; di—1

dit1
CZ'_|_1 CZ Ci—l E— Ci_Q —_— ...

mentre i morfismi sono applicazioni (C,d) N (C',d') con f := {fi};cy famiglia di

applicazioni R-lineari, tali per cui i quadrati del seguente diagramma commutano:

dit1 d; d;
Ci—i—l CZ 14)6&24)...

J{fiJfl p J{fi / J{fz J{fi—

! i+1 / i ! !
z_’_1 CZ ,L 1 4) C 4) DY

DEFINIZIONE: Dato un complesso di R-moduli (C,d) si dice modulo degli i-bordi del com-
plesso il sottomodulo B;(C) = Im(d;+1) di C;.

DEFINIZIONE: Dato un complesso di R-moduli (C,d) si dice modulo degli i-cicli del com-
plesso il sottomodulo Z;(C) = Ker(d;) di C;.

PROPOSIZIONE: Esiste una famiglia di funtori covarianti {H;};c, tra la categoria dei
complessi di R-moduli nella categoria degli R-moduli tali che:
(C,d) — H;(C) := Z;(C)/B;(C), detto i-esimo modulo di omologia del complesso (C, d);

(Ca) L (cnd)) — (H(0) L5 () con Fi(l) = [£(2)

Dimostrazione. C’¢ da verificare soltanto che f! sia ben definita e che sia un morfismo di
R-moduli.

Tutto diventa ovvio osservando che f manda bordi in bordi e cicli in cicli. Infatti:

Se z € Z;(C) allora d;(z) = 0. Per la commutativita dei quadrati 0 = f;_1(d;(z)) =
di(fi(2)), dunque f;(z) € Z;(C").

Se b € B;(C) allora b = d;j+1(z). Per la commutativita dei quadrati f;(b) = fi(dir1(x)) =
i1 (fi+1(2)), dunque f;(b) € Bi(C"). O

DEFINIZIONE: Date f,g: (C,d) — (C’,d’) morfismi di complessi di R-moduli, f &

!
omotopa a g se esiste un morﬁsmo s:={si: C; — Cj 4 }zeZ

dit1 d; d;
l+1 7,14>61124>...

b % Jﬁ/l by AL o

/ —— Cl ., —
1 1 DY
z+ dl d; Z d'lL 1

tale che Vi € Z (dj, o s;) + (si—1 0d;) = fi — gi, ovvero g; = fi — (dj 1 0 5 + si—10d;).

PROPOSIZIONE: Siano f,g: (C,d) — (C’,d') morfismi di complessi di R-moduli. Se
f ~ g tramite s, allora Vi € Z f! = g..

Dimostrazione. Va verificato soltanto che Vz € Z;(C), [fi(2)] = |g ( )]

Se z € Z;(C), allora fi(2) — gi(2) = si—1(d;(2)) + d;H(si((z) i—1(0) + dj 1 (si(2))

&L (53(2)), © dunque [f:(2) — gi(2)] = [0], ciot Lfi(2)] = o =
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DEFINIZIONE: Denotando con 0 il complesso di R-moduli (0,0) in cui tutti gli spazi e le
applicazioni sono nulli, si definisce una successione esatta corta di morfismi di complessi

di R-moduli

0—sAa-t B9, 00

dove A, B,C sono complessi di R-moduli e f,g morfismi di complessi, come il seguente
diagramma di morfismi in cui i quadrati commutano e ogni colonna & una successione
esatta corta:

0 0 0
dit1 d;
A1 A —— A —— .
fit1 fi fie1
i 4
Bi+1 BZ' Bi—l _— ...
gi+1 9i gi—1
iy dif
Cit1 C; Cic1 —— .
0 0 0

Osservazione. Vi, f; € iniettiva e g; € surgettiva.

LEMMA: Data una successione esatta corta di morfismi di complessi di R-moduli (con
notazioni come sopra), Vi € Z, Ve € Z;(C), esistono a € A;_1, b € B; tali che:

fim1(a) = di(b)
di,l(a) =0

Dimostrazione. Sicuramente esiste b € B; tale che g;(b) = ¢ grazie alla surgettivita di g;.
Inoltre poiché g;—1(d;(b)) = d(gi(b)) = d!(c) = 0 (essendo ¢ € Z;(C)), si ha che d;(b) €
Ker(gi—1) = Im(fi-1).

Dunque Ja € A;_; tale che f;_1(a) = d;(b).

Osserviamo infine che f;_o(d;—1(a)) = d,_;(fi—1(a)) = d/_,(d;(b)) = 0, e dato che f;_o &
iniettiva si ottiene d;—1(a) = 0. O

TEOREMA (DELLA SUCC.ESATTA LUNGA IN OMOLOGIA): Sia 0 — A Y BN
C — 0 una successione esatta corta di morfismi di complessi di R-moduli. Definendo Vi
lapplicazione 9;: H;(C') — H,;_1(A) tale che 0;([c]) = [a] con a € Z;_1(A) che verifica le
conclusioni del lemma precedente, si ha che 0; € un ben definito morfismo di R-moduli e
che la successione

2 () L H(B) 5 H(C) 2 Hia(4) —

¢ esatta (e viene detta successione esatta lunga in omologia associata alla successione esat-
ta corta di morfismi di complessi di R-moduli).
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2.2 Lezione 11 - 03/11

DEFINIZIONE: Sia 0 — A 1+ B ~%5 ¢ — 0 una successione esatta corta. Si dice che
la successione spezza se esiste un isomorfismo ¢: B — A & C tale che

\A@ C’/

¢ un diagramma commutativo dove i(a) = (a,0) e m(a,c) = c.

LEMMA: Data una successione esatta corta 0 — A i> B -4 Cc—o0i seguenti
fatti sono equivalenti:

1. La successione spezza;
2. d proiezione p: B — A tale che po f = ida;
3. dsezione s: C — B tale che go s = id¢.

LEMMA: Se C & un modulo libero, allora ogni successione esatta corta 0 — A i> B %

C — 0 spezza.

LEMMA: Se R e tale che ogni sottomodulo di un R-modulo libero e libero, e se fissa-

to C ogni successione esatta corta 0 — A J.p 9 C — 0 spezza allora si ha che C' ¢
libero.

Dimostrazione. Fissato un R-modulo C, consideriamo la sua risoluzione libera
0 —— Ker(¢) —— E(C) —— C —— 0

Tale successione spezza per ipotesi, dunque E(C) = Ker(¢) @ C, dunque C & isomorfo ad
un sottomodulo di E(C), che ¢ un modulo libero, quindi ¢ libero. O

2.2.1 Omologia Singolare su Z

DEFINIZIONE: Dato X uno spazio topologico, ¥n > 0 si definisce C,,(X) lo Z-modulo
libero generato dall’insieme degli n-simplessi singolari su X.

Cr(X) viene detto Z-modulo delle n-catene singolari su X, e Cy,(X) 3 ¢ = >, n,0 com-
binazione lineare finita di n-simplessi singolari su X.

DEFINIZIONE: Vn > 1 si definisce l'applicazione 0,,: Cp(X) — C,—1(X) come l'unica
applicazione continua tale che d,(0) = > 7_y (1) 0, dove 0: A" — X e 0 = 0 0 Dj,
con Dj: A""! — A" che immerge A" ! come j-esima faccia di A”.

Osservazione. Il motivo del fattore di correzione (—1)7/ & dovuto al fatto che ogni faccia

ha due orientazioni naturalmente indotte: una determinata dall’ordinamento dei vertici in
quanto faccia e I’altra in quanto orientazione di bordo.
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Ogni faccia deve essere considerata con la propria orientazione di bordo (e quindi si giusti-
fica la presenza del fattore di correzione), cosi che si abbia 0, 0 9,41 = 0. Infatti, dato che
ogni (n—2)-faccia ¢ faccia comune di esattamente 2 (n—1)-facce e le rispettive orientazioni
di bordo sono I'una 'opposto dell’altra, gli addendi della somma si cancellano a due a due.

A questo punto per definire il complesso {(Cy(X), )}, ¢z ci resta da definire i Cp(X)
per n < 0 e di conseguenza le applicazioni. Possiamo farlo in due modi distinti:

e Ch(X)=0Vn<0, e dunque si ottiene il complesso

s O1(X) 2 Op(X) 25 0 0

e C_1(X)=2ZeCph(X)=0VYn < —1, e dunque si ottiene il complesso

81 8O

— C1(X) —— Ch(X)

7 2.0 0

dove 8y(3, neo) = 3, N

Quest’ultima costruzione del complesso si indica con {(én(X ) 5n)} , per distin-

€
guerla dall’altra definizione. "

Risulta naturale dunque costruire due funtori covarianti dalla categoria Top alla categoria
dei complessi di Z-moduli che manda uno spazio topologico X in {(C},(X), 0p)},,c7 oppure

in {(6’n(X ), gn)} g © UNA applicazione continua f: X — Y nel morfismo di complessi
n

{fn}tnez dove fr(o) = foo.

Componendo tali funtori con la famiglia di funtori {H;},., si ottengono due diversi fun-
tori che ad ogni spazio topologico associano successioni di Z-moduli (cioé gruppi abeliani):

DEFINIZIONE: {H,(X)}, o, definiti attraverso il complesso {(Cy(X),0n)}, 7 si dicono
gruppi di omologia singolare di X.

definiti attraverso il complesso {(CN’n(X ),0n)} si dico-

DEFINIZIONE: {Hn(X) }neZ nez

no gruppi di omologia ridotta di X.

Osservazione. Vn # 0 H,(X) = H,(X). Per n = 0 invece, poiché Im(d;) C Ker(dp),
si ha che Jy induce un omomorfismo d: Hy(X) — Z. Dunque la seguente successione &
esatta '

0 —— Ker(d) —— Hy(X) —45Z —— 0

~Y

ed essendo Z uno Z-modulo libero tale successione spezza, ovvero Ho(X) = Ker(d) ©Z =
Ho(X) @ Z.

2.2.2 Omologia Singolare e Ridotta in versione Relativa

Vogliamo adesso estendere le definizioni assolute in un contesto relativo.

DEFINIZIONE: Data una coppia (X, A), si definisce Cp,(X, A) := C,(X)/Cr(A) con la
struttura di Z-modulo quoziente.

34



Poiché la mappa di bordo 9,: Cp,(X) — C,,—1(X) manda n-catene a valori in A in
(n — 1)-catene a valori in A, essa induce una applicazione sul quoziente 0,,: Cy (X, A) —

Crn-1(X, A).
Ovviamente anche per le mappe indotte sui quozienti vale 0; o 9;1.1 = 0.

Osservazione. I C,(X,A) sono degli Z-moduli liberi perché isomorfi al modulo libe-
ro generato dai simplessi singolari A" —%5 X tali che o(A") ¢ A.

Considerando il complesso {(Cp(X, A),0n)},,cz Possiamo allora definire I'omologia sin-
golare (e ridotta) {H, (X, A)}, oz € {ﬁn(X, A)} -

Osservazione. Considerando la definizione della mappa di bordo sui quozienti si ha
che gli elementi di H,(X, A) sono gli o € C,,(X) tali che 0,(a) € Cp,—1(A). Essi vengono
detti n-cicli relativi ad A.

Osservazione. Un n-ciclo relativo [a] € H,(X,A) rappresenta l'elemento nullo se ¢&
del tipo @ = 9y 41(B8) + v con B € Cpy1(X) e v € Cr(A). Esso viene chiamato n-bordo
relativo ad A.

DEFINIZIONE: Definiamo Z, (X, A) come il modulo degli n-cicli relativi e B, (X, A) co-
me il modulo degli n-bordi relativi.

Osservazione. B,(X,A) C Z,(X, A). Infatti 0,,(0n+1(8) +7) = On(7y) € Cr—1(4).
LEMMA: H,(X,A) = Z,(X,A)/B,(X,A).
Dimostrazione. La dimostrazione ¢ banale.

Ker(0),) = Z,(X,A)/Cp(A) e Im(9p41) = Bn(X, A)/Cr(A).
Dunque, essendo H, (X, A) = Ker(9,,)/Im(9,+1) si giunge alla tesi. O

Osservazione. Possiamo quindi vedere il caso assoluto all’interno del caso relativo ve-
dendo X come la coppia (X, 0).

Grazie alla definizione di C), (X, A) come quoziente si ha Vn una successione esatta corta
di Z-moduli

0 —— Cp(A) —— Cp(X) SN Cn(X,A) —— 0

dove A <5 X e X = (X,0) < (X, A).
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Si ha dunque una successione esatta corta di complessi di Z-moduli

0 0 0

s O (A) T A — Y O (A) ——

. — Cip1(X) L Ci(X) % Ci1(X) —— .
J J J

s O (X A) 2 oix, A) Y (XL A)
0 0 0

che induce una successione esatta lunga in omologia

Ont1

DU L (A) s H (X)L Ho (X, A) 25 Hy g (A) — ..

dove 4, & detto morfismo di connessione e, dato [a] € H, (X, A), con « n-ciclo relativo, &
definito come 0, ([a]) = [On(a)].

Osservazione. H,(X,A) “misura” la differenza tra H,(X) e H,(A). In particolare,
H,(X,A)=0Vnseesolo se i,: H,(A) — H,(X) ¢ un isomorfismo per ogni n.

Nel caso dell’omologia ridotta ¢ tutto analogo con la successione esatta corta di complessi
che si modifica soltanto al livello —1:

0 —— Co(A) —— Co(X) —L— Co(X, A) —— 0

9o
0 Z

id

do
Z

Osservazione. Se X & connesso per archi e A # § allora H, (X, A) = H, (X, A) per ogni n.

Osservazione. Se X ¢ connesso per archi e 2o € X allora H, (X, zo) = H,(X) per
ogni n.

2.2.3 Approccio Assiomatico all’Omologia

Dopo aver definito i gruppi di omologia sorge spontanea la domanda se questa possa es-
sere I'unica definizione possibile oppure se costruzioni diverse possano portare agli stessi
risultati. Per rispondere a tale quesito proveremo adesso a introdurre degli "assiomi" che
caratterizzino in modo completo i gruppi di omologia di uno spazio topologico X.
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Per prima cosa vogliamo che esista una teoria relativa che includa quella assoluta, e che
valga il Teorema della successione esatta lunga in Omologia.

Inoltre vogliamo assiomatizzare 1’omologia di un punto (assioma della dimensione) e il
comportamento dei gruppi di omologia riguardo alle componenti connesse per archi (as-
sioma delle componenti connesse per archi).

PROPOSIZIONE: Sia X = ||, X, partizione di X in componenti connesse per archi. Allora
Hn(X) = @a Hn(Xa) per ogni n.

Dimostrazione. Yo: A™ — X si ha che o(A™) C X, per un qualche a.

Sia z un ciclo su X: chiamando z, la somma dei simplessi con immagine in X, abbiamo
che z =", 2z, € che, per ogni «a, z, € un ciclo in X,.

Risulta ovvio quindi l'isomorfismo tra Hy,(X) e @, Hn(Xa). O

PROPOSIZIONE: Se X & connesso per archi allora Ho(X) = Z e Hy(X) = 0.

Dimostrazione. Poiché abbiamo visto che Hy(X) = ﬁO(X ) @ Z, ¢ sufficiente dimostrare
che Hy(X) = 0, ovvero che Im(d;) = Ker ().

Sia 3", n;o; tale che 3", n; = 0. Ogni o € Cy(X) & una applicazione da A° = {pt} in X;
dunque o;(A%) € X. Essendo X connesso per archi, scelto arbitrariamente un 2o € X, per
ogni i esiste un 1-simplesso singolare 7;: Al — X tale che 7;(eg) = 79 e 7;(e1) = 0;(AY).
Ma allora 01(>>;niTi) = >;nioi — »_; NiTo = »_; NiT;, OVVEIrO Ker(go) C Im(0y), che
equivale alla tesi. O

COROLLARIO: Hy({pt}) = Z e Ho({pt}) = 0.

PROPOSIZIONE: H,({pt}) =0 Vn # 0.

Dimostrazione. ¥n > 1 esiste un unico n-simplesso singolare o, : A™ — {pt} e si ha che

0 se n ¢ dispari
On—1 se n ¢ pari

On(op) = {
Dunque il complesso delle catene ¢ della forma

0 7 id 7 0 7 id 7 0

da cui si deduce, passando all’omologia, che H,({pt}) =0 ¥n > 1. O

Un altro assioma da introdurre & quello di omotopia: mappe omotope tra spazi devono
indurre lo stesso morfismo tra le rispettive omologie.

TEOREMA (DI OMOTOPIA):  Siano f,g: (X, A) — (Y, B) omotope come applicazio-
ni di coppie. Allora per ogni n >0 f, = g.: Hy(X,A) — H,(Y, B).
In particolare, se f & equivalenza di omotopia relativa f, € isomorfismo.

Dimostrazione. Per semplicita consideriamo il caso assoluto. Per giungere alla tesi € suf-
ficiente costruire un’omotopia {pn: Cp(X) — Cry1(Y)} ez tra f e g, con f,g le appli-
cazioni indotte sui complessi di catene da f e g.

Presa una F': X x I — Y omotopia tra f e g e un n-simplesso singolare o: A" — X,
possiamo considerare la composizione F' o (0,id): A" x I — Y.
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Costruiamo una triangolazione sull’(n + 1)-prisma A™ x I cosi definita: ordiniamo innan-
zitutto i suoi vertici, ponendo i vertici di A™ x {0} minori di quelli di A™ x {1}, e per
i vertici di ognuno rispettiamo 'ordinamento di A™. Fissiamo poi una orientazione del
prisma in modo tale che l'orientazione di bordo indotta su A™ x {0} sia quella di A™ (di
conseguenza, 'orientazione su A™ x {1} risultera essere quella opposta).

Utilizzando ’ordinamento globale dei vertici triangoliamo il prisma senza introdurre nuo-
vi vertici induttivamente: supponiamo di aver gia triangolato tutte le celle convesse di
O(A™ x I) (quelle "orizzontali" sono simplessi, quelle "verticali" sono dei A"~ x I); gli
(n + 1)-simplessi della triangolazione sono tutti e soli quelli della forma Afvg, w1, ..., wy)
con vg il vertice piu piccolo di tutto il prisma e wq, ..., w, sono vertici di un n-simplesso
gia costruito su (A" x I).

Possiamo adesso definire I'operatore prisma p,,: Cp,(X) — Cp4+1(Y) come Papplicazione
che manda ogni o: A" — X in p,(0) =3, (7)[F o (0,id) o 7] con 7 gli (n+ 1)-simplessi
della triangolazione sul prisma A" x I ed e(7) fattore di correzione per I'orientazione, ov-
vero £(7) = 1 se e solo se l'orientazione indotta sul prisma da 7 (via 'ordinamento dei
vertici) coincide con quella gia posta sul prisma.

Con questa definizione abbiamo ovviamente che 0, (p,(c)) € Cp(Y). Vediamo adesso
che l'operatore prisma soddisfa I'uguaglianza per le omotopie tra complessi:

On(pn(0)) € una somma di tutti gli n-simplessi (con un fattore di correzione) facce degli
(n + 1)-simplessi della triangolazione del prisma, per cui:

e Ogni simplesso "interno" al prisma ¢ faccia di esattamente 2 (n + 1)-simplessi che
inducono su di esso orientazioni opposte; dunque ’apporto nella somma di questo
pezzo e nullo.

e La parte della sommatoria data dagli n-simplessi di bordo "orizzontali" (che si riduce
ai 2 soli simplessi A™ x {0} e A™ x {1}) da la quantita f(o) — g(o).

e [ simplessi di bordo "verticali", per come si e definita la triangolazione, forniscono la
quantita —pp_1(0n(0)).

Dunque rimettendo tutto assieme si ha l'uguaglianza 0,p, = f — § — pn—10n, che era cio
a cui volevamo arrivare. O

COROLLARIO: Se X ¢& contrattile H,,(X) = H,({pt}) Vn, e dunque H,(X) = 0 Vn.

2.3 Lezione 12 - 07/11

DEFINIZIONE: Data una tripla (X, A, Z), lapplicazione i: (X \ Z, A\ Z) — (X, A) & un’e-
scissione se i,: H,(X \ Z,A\ Z) — Hp(X, A) ¢ un isomorfismo Vn.

Oppure, equivalentemente: dati A C X, B C X, tali che X = AuUB , Iapplicazione
i: (B,AN B) — (X, A) ¢ una escissione se induce isomorfismi i, per ogni n.

TEOREMA (DI ESCISSIONE): Siano X D A D Z. Se Z C A allora i: (X \ Z,A\ Z) <
(X, A) ¢ una escissione.

Dimostrazione. Rimandiamo a piu avanti la dimostrazione del teorema. ]
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2.3.1 Coppie Buone e simplessi U-piccoli

DEFINIZIONE: Una coppia (X, A) si dice buona se A ¢ chiuso in X ed esiste un intorno
aperto V di A in X tale che A e un retratto per deformazione di V.

Osservazione. (D", S""!) & una coppia buona, e piil in generale ogni CW-coppia &
una coppia buona.

PROPOSIZIONE: Sia (X, A) una coppia buona. Sia ¢: (X,A) — (X/A4,A/A) la map-
pa che collassa A ad un punto. Allora q: H,(X,A) — H,(X/A, AJA) = H,(X/A) ¢ un

isomorfismo Vn.

Dimostrazione. Consideriamo il diagramma commutativo

Ho(X,A), — % 5 Hy(X, V) 2 H(X\AV\A)

lq* lq* ) lq*

Ho(X/A, AJA) —% Hoy(X/A,V/A) <2 H (X/A\ AJA, V/A\ AJA)

Le mappe «,@ sono isomorfismi per via del teorema di omotopia; le mappe 8, sono
anch’esse isomorfismi per il teorema di escissione. Inoltre g.: H,(X \ A,V \ A) —
H,(X/A\ AJA,V/A\ A/A) e un isomorfismo perché stiamo lavorando soltanto su ca-
tene nel complementare di A.

Per commutativita del diagramma dunque sono tutti isomorfismi. O

COROLLARIO: Sia (X, A) una coppia buona Allora esiste la seguente successione esatta
lunga:

D Hp(A) —= Ho(X) —2 H(X/A) —2 Hyoq(A) — ...

EsEMPIO: Hy(D™) = 0 Yk, usando gli assiomi di omotopia e dimensione. (D", $"~!) & una
coppia buona e D"/S"~! = S§" dunque usando la successione esatta lunga delle coppie
buone

s Hp(D") —Zs Hp(S™) —2 Hp(S™Y) —2s Hypp(D™) —— ...

si ha che § € un isomorfismo.
Per induzione su n, con passo base S° = {#1}, si ha quindi che

ﬁk(sn)g{z sek=mn

0 altrimenti

Alternativamente, usando la successione esatta lunga della coppia (D", S" 1), si ottiene

7Z sek=mn
0 altrimenti

Hy (D", S" 1) = {

Introduciamo adesso degli strumenti utili alla dimostrazione del Teorema di Escissione.
DEFINIZIONE: Sia U = {U;} jeg un ricoprimento aperto di X. Un n-simplesso singolare si
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dice U-piccolo se Jj tale che o(A™) C Uj.

Consideriamo C¥(X) lo Z-modulo libero generato dagli n-simplessi U-piccoli.
oM = Onlcu(x) € a valori in CY | (X), quindi {(C’,Z;’(X), 6%{)} o ¢ un complesso.
n n
TEOREMA: Per ogni ricoprimento aperto ¢ di X, I'inclusione i: C%(X) < C,,(X) induce
un isomorfismo i,: HY(X) — H,(X) per ogni n.

Dimostrazione. Costruiamo un morfismo di complessi s = {s5,: Cp(X) — Cpn(X)},cz
tale che sia omotopo all’identita, che rispetti le coppie (ovvero che possa essere utilizzato
anche nel caso relativo), che Ve € C,(X) 3r > 0 : s"(c) € CY(X) e tale che se ¢ € CY(X)
allora s(c) € CY(X).

Definiamo s,,(A™ -2+ X) per ogni generatore di C,,(X) nel modo seguente: consideriamo
A" come complesso simpliciale finito e facciamone la suddivisione baricentrica (A”)(1), Ta-
le complesso viene globalmente ordinato tramite I’ordinamento dei vertici induttivamente
ponendo VEk i baricentri dei (k+ 1)-simplessi maggiori di tutti i baricentri dei simplessi del
k-scheletro.

Ogni n-faccia 7 della suddivisione baricentrica ha un proprio ordinamento indotto dal-
l'ordinamento globale, che pud coincidere o meno con 'ordinamento di A"™; in tal senso
definiamo il fattore di correzione e(7) = +1.

Definiamo quindi s,(A" =5 X) = Y cre(r)(co7) con I' I'insieme degli n-simplessi
del complesso (A™)™1),

Verifichiamo che con tale definizione il morfismo s sia omotopo all’identita costruendo 1’o-
motopia T, ovvero delle T}, : Cy,(X) — Cpy1(X) tali che idg, (x) = $n = On1Tn +Tp—10n.

Prendiamo A™ x I in cui A" x {1} & suddiviso come (A™)(M). Esso ¢ un complesso di celle
convesse. Ordiniamone i vertici ponendo i vertici della suddivisione A™ x {1} maggiori di
quelli di A™ x {0}. Usando questo ordinamento globale, triangoliamo in modo sistematico
A" x I senza aggiungere nuovi vertici induttivamente considerando tutti i coni finiti di cen-
tro il baricentro di A™ x {1} e base tutti i simplessi (gia suddivisi) di (A" x {0})U(OA™ x I).

A questo punto, posta p: A" x I — A" la proiezione sulla prima componente, defi-
niamo, per ogni n-simplesso singolare o, Cp41(X) 2 Ty(0) = > cpe(T)(c opo 1), dove
A e l'insieme degli (n + 1)-simplessi della triangolazione del complesso A™ x I e £(7) &
il fattore di correzione per l'orientazione avendo fissato su A™ x I l'orientazione che su
A" x {0} coincida con quella di A™.

Come nella dimostrazione del teorema di omotopia, 0,4+17,(0) non fornisce contributi
per le facce interne, mentre fornisce id — s,, sulle facce "orizzontali" e —T,,_10, sulle facce
verticali.

Dunque abbiamo dimostrato che s ~ id tramite T

Vediamo adesso che Ve € C,,(X) 3r > 0 tale che s”(c) € C%(X). Poiché ¢ & una combina-
zione lineare finita di simplessi singolari, e sufficiente provarlo sui o: A" — X.

U & un ricoprimento aperto di X, dunque o~!(/) & un ricoprimento aperto di A™ (che &
metrico compatto). Preso € il numero di Lebesgue del ricoprimento, si ha che 3r > 0 tale
che ogni simplesso di (A™)(") ha diametro minore di ¢, e di conseguenza s" (o) € C¥(X).
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Con le stesse argomentazioni vediamo banalmente che se ¢ € C%(X) allora s(c) € C%(X).

A questo punto siamo pronti a dimostrare iniettivita e surgettivita di .
ix & surgettiva: dato z € Z,(X, A), esiste un r > 0 tale che s"(z) € ZY¥(X, A), dunque

[2] = [s"(2)].
i, & iniettiva: dato [z] = 0 € H,(X, A), esiste un r > 0 tale che s"(z) € BY(X, A), dunque
0] = [s7(2)] in HY(X). .

2.4 Lezione 13 - 10/11

Riprendiamo il Teorema di Escissione ed andiamo a dimostrarlo utilizzando quanto appe-
na fatto:

TEOREMA (DI ESCISSIONE): Siano X D A D Z. Se Z C A allora i: (X \ Z,A\ Z) —
(X, A) é una escissione.

Dimostrazione. Scegliamo U = {X \ 7,/01}.

Vediamo che i, & surgettiva: sia a € H,(X, A), ovvero a = [z] con z € Z,(X,A). Per
il teorema dugli U-piccoli possiamo supporre che z sia U-piccolo. Ogni simplesso con
immagine non contenuta in X \7 ha immagine in A C A. Quindi z = 21 + 22 con 21 ad
immagine in X \ Z ¢ z; ad immagine in A. Ma allora o = [21] (mod A).

i € iniettiva: sia z € Z,(X \ Z, A\ Z) tale che [z] =0 in H,(X,A). Dunque z = 98 +
con € Cpi1(X) ey € Cp(A). Come sopra, posso supporre che /3 sia U-piccolo, e quindi
scriverlo come 8 = 31 + 32, il primo ad immagine in X \ Z, il secondo ad immagine in A.
Dunque z — 981 = 9f2 + 7, ed ogni membro dell’'uguaglianza & a valori in uno dei due

aperti di U, ovvero hanno entrambi valori nell’intersezione A\ Z. Ma allora [z] = [051] =0
in H,(X \ Z,A\ 2). O

Osservazione. Assumendo soltanto che valgano gli assiomi di funtorialita, successione
esatta lunga, omotopia, componenti connesse per archi, dimensione ed escissione, si ha
che il calcolo di Hy(D"), Hy(D™, 5" 1), H(S™) di basa soltanto su questi e non dipende
dalla definizione di omologia che stiamo usando.

Osservazione. Segue che S™ ¢ omeomorfa a S se e solo se n = m.

Un altro metodo rispetto a quello gia visto per calcolare gli Hy(S™) utilizza il seguente
risultato:

2.4.1 Successione di Mayer-Vietoris

Sia X = AU B. Indichiamo con Cy,(A + B) lo Z-modulo libero generato dall’unione degli
n-simplessi singolari che hanno immagine in A o in B.

L’operatore 0 = 9|, (a4p) ¢ a valori in Cp,_1(A + B), dunque si puo considerare il
complesso {(Cy,(A+ B),0),)} ez

L’inclusione Cy,(A + B) < C,,(X) induce isomorfismi in omologia grazie al teorema sugli
U-piccoli, considerando U = {A, B }

Si ha quindi che la successione esatta corta di complessi

0 —— Co(ANB) —£s Co(A) B Co(B) —2 Cu(A+B) —— 0
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dove ¢(c) = (¢, —c) e 1(c1,c2) = ¢1 + 2, induce una sucessione esatta lunga in omologia

’l/)*

. —— Hy(ANB) —2 H,(A) ® H,(B) —~— H,(X) —>— H,_1(ANB) —— ...

con l'operatore di bordo § definito come da = [9z] = [—dy], dove o = [z] = [z + y] con
x € Crh(A) ey € Cy(B).

PrOPOSIZIONE: Siano U C R™, W C R" aperti. Se ¢: U — W & un omeomorfismo
allora n = m.

Dimostrazione. Sia x € U.

Usando la successione esatta della coppia si ha Hy(R™ R™\ {z}) = Hy_1(R™\ {z}) e per
Z sek=m

0 altrimenti

D’altra parte per escissione Hi(R™,R™ \ {z}) = Hi(U,U \ {z}), dunque se ¢ ¢ un
omeomorfismo allora per funtorialita Hy(U,U \ {z}) = Hp(W,W \ {¢(x)}) e dunque
n =m. O

omotopia I;Tk_l(]Rm \ {x}) = ﬁk—l(sm_l) _

2.4.2 Teoria del Grado
DEFINIZIONE: Data f: S™ — S™ si definisce grado di f deg(f) := d dove fi«(1) =d € Z.

Osservazione. deg(id) = 1.

Osservazione. Se f e g sono omotope allora deg(f) = deg(g).
Osservazione. deg(f o g) = deg(f) - deg(g).

Osservazione. Se f non ¢ surgettiva allora deg(f) = 0.
Osservazione. Se f ¢ un omeomorfismo allora deg(f) = £1.

DEFINIZIONE: Una f: S® — S" si dice buona se esiste y € S™ tale che f~1(y) = 0
oppure f~1(y) = {z1,..., 21} ed esiste un sistema di intorni aperti disgiunti U; > x; ed
esiste un intorno aperto V' di y tale che f|y,: Ui — V & un omeomorfismo.

PROPOSIZIONE: Ogni f: S™ — S™ & omotopa ad una ¢ buona.

Per calcolare il grado di una funzione buona consideriamo le notazioni della definizio-
ne e vediamo che

H,(S™, 5"\ f~1(y)) = @, H,(U;,U; \ {x;}) per escissione e componenti connesse per ar-
chi.

Inoltre si ha, per ogni i, H,(U;,U; \ {z;}) =& H,(D", 8" 1) = Z per omotopia (e analo-
gamente H,(V,V \ {y})), e dunque f.: @, H,(U;,U; \ {zi}) — Hn(V,V \{y}) = Z puo
essere vista in componenti fy;: H,(U;,U; \ {z;}) = Z — Hp(V,V \ {y}) = Z. Per una
delle osservazioni precedenti, d; = f,;(1) = £1 Vi.

Quindi si ha che d = deg(f) = X%, d..

Osservazione. Sia 7: 8" — S” restrizione di una riflessione di R"*! lungo un sot-
tospazio di codimensione 1. Allora deg(r) = —1.
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Osservazione. La mappa antipodale a: S™ — S™ tale che a(z) = —z ha grado
deg(a) = (1)L,

DEFINIZIONE: Un campo di vettori tangenti su S® C R™! & una applicazione conti-
nua V: S® — R tale che Vo € S™ (z,V(z)) = 0.
V € mai nullo se V(z) # 0 Vz € S™.

PROPOSIZIONE: S™ ammette un campo di vettori tangenti mai nullo se e solo se n &
dispari.

Dimostrazione. <.
Posso definire V : S2+1 — R26+2 come V (21,1, - - -, Ty Y) = (—Y1, %1, -+, —Yp, Tp). I

Dimostrazione. =.

Supponiamo esista un V' mai nullo. Senza perdita di generalita possiamo considerarlo di
norma costantemente 1, dunque possiamo assumere V: S™ — S™.

Consideriamo I'omotopia tra a e id F(x,t) = x cos(nt) + V(x)sin(nt). Allora (—1)
deg(a) = deg(id) = 1 implica n dispari. O

n+l _

PROPOSIZIONE: Non esiste alcuna retrazione 7: D™ — S"~! continua tale che r|gn-1 =
id.

Dimostrazione. Se per assurdo esistesse una tale r, si avrebbe

(roi)«=id

che pero risulta impossibile. O

TEOREMA (DEL PUNTO FISSO DI BROUWER): Per ogni f: D" — D™ continua esiste
x € D" tale che f(z) = x.

Dimostrazione. Se per assurdo fosse f(z) # x Vo € D™, potremmo costruire una retrazione
sul bordo prendendo 'intersezione con dD™ della semiretta uscente da f(x) e passante per
x. O

2.5 Lezione 14 - 14/11

Sia (X, A, B) una terna di spazi topologici. Allora le inclusioni (A,B) — (X,B) e
(X, B) — (X, A) inducono una successione esatta corta sui complessi di catene

0 —— Ch(A,B) —— Cp(X,B) —— Cp(X,A) —— 0
la quale, a sua volta, induce una successione esatta lunga in omologia

. — Hu(A,B) —— Hn(X,B) —— Hp(X,A) —>— H,_1(A,B) —— ...
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2.5.1 Omologia Simpliciale

Sia X un A-complesso, ovvero sia K = {A"” 2 X } ) una struttura di A-complesso
oc
su X.

Vn > 0 consideriamo K(n) = {(A",0) € K | n, = n} e I'm-scheletro su X, definito come
X" =Unso{o(A™) € X | (A", 0) € K(n)}.

Sia C2(X) lo Z-modulo generato da KC(n), detto lo Z-modulo delle n-catene simplicia-
li di X. L’applicazione 95 = Onlea(x): C2(X) — O ((X) ¢ ben definita e rende

n

{(Cﬁ (X), Bﬁ)} oz W complesso di Z-moduli liberi.

Possiamo dunque costruirne I’omologia HnA (X) detta n-omologia simpliciale del complesso.

In modo analogo possiamo trattare il caso relativo, per cui se (X, A) & una coppia di
A-complessi, si definisce C2 (X, A) := C2(X)/CH(A) e, dopo aver verificato che la map-
pa 6,% passa al quoziente si puo considerare I’omologia simpliciale della coppia HnA (X, A).

TEOREMA: Date le inclusioni C5*(X) < Cy(X), i morfismi indotti i, : H>(X) — H,(X)
sono isomorfismi Vn.

Dimostrazione. Per dimostrare il teorema abbiamo bisogno di qualche risultato prelimi-
nare. 0

Osservazione. Se (X, A) ¢ una coppia di A-complessi, allora I’'omologia simpliciale ve-
rifica la successione esatta della coppia (e vale anche per le triple). Vale anche I’assioma
della dimensione. Infatti:

HA (A% =0 V& # 0, mentre per k = 0:

HAAY) 2% Hy(AY)
[AO%AO] — [AOZ’—%AO]

che sono entrambi generatori dei rispettivi gruppi di omologia (entrambi isomorfi a Z).
Dunque 7 € isomorfismo.

Dimostriamo adesso che il teorema vale per (X, A) = (D", S"~ 1) per ogni n > 1.

(D", S"=1) = (A" 9A™), e poiché CL (A", 0A™) = 0 per k # n, si ha HR (A", 0A™) = 0
se k # n (e dunque H2(A™ OA™) = Hy (D", S™ 1) = 0 e i, ¢ banalmente isomorfi-
smo). Per k = n invece C2 (A", 0A™) = {k-id | k € Z, id: A" — A"} = 7, e poiché
H, (D", 8" 1) = 7 occorre dimostrare che [D" i, D"} & generatore di H, (D", 8" 1).
Proviamolo per induzione su n > 0. Il passo base n = 0 ¢ stato gia fatto sopra; per
il passo induttivo invece consideriamo A" := OA™ \ {parte interna di una (n — 1)-faccia}.
Dico che

Hy (A", 0A™) 2 H, (DA™, A") 2 H,_ (A", 0Am)

dove A"~ & stato identificato con la (n — 1)-faccia tolta da A™ per la definizione di A”.
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Per la definizione di ¢; consideriamo la terna (A™ dA™ A™) e la successione esatta lunga
in omologia indotta

S Hy (A", A" — Hy (A", 0AM 550 H, (DA™, A") — H, 1 (A", A") —
e — | - e — |
~H, (A",A")=0 ~H,_1(A",A™)=0

dove H,(A™, A™) = H, (A", A™) perché A" si retrae per deformazione su A".

Per la definizione di do consideriamo le coppie buone (OA™, A") e (A1 A1), Per
un risultato precedente si hanno gli isomorfismi q1,: H,_1 (A", A") —s H,,_1(dA"/A")
e qoy: Hp (A" 0A" 1) — H,, (A" 1 /A1),

Poiche per la definizione di A™ si ha 1'uguaglianza insiemistica A" /A" = A"~1/9A"—L,
posso definire 83 := (q1,) ! o g2, che & un isomorfismo.

Poiché banalmente 85 '(d1(idan)) = idan-1 a meno di un segno dovuto alla scelta del-
la (n — 1)-faccia, si chiude l'induzione.

LEMMA: Sia {X,, 24}, una famiglia di spazi puntati e consideriamo il wedge degli X, de-
finito come V, Xo := (L, Xa)/(a Ta). Supponiamo che ogni coppia (Xq, ) sia buona.
Allora @, ias: Dy Hn(Xo) — Hp(V, Xa) & un isomorfismo per ogni n.

Dimostrazione. Per ogni n si ha ﬁn(Xa) > H,(Xa,Tq). Analogamente ﬁn(\/a Xo) =
H,(\, Xa, ) con zg € \/, Xo. A questo punto ¢ sufficiente applicare la proposizione
sulle coppie buone alla coppia (||, Xa, [l Za)-

Infatti @, Hn(Xa) = By Hn(Xa, 2a) = Ho(Uy Xao Ly o) = Ho(V,, Xa), dove il secondo
isomorfismo ¢ dovuto all’assioma delle componenti connesse e 1'ultimo alla proposizione
sulle coppie buone. ]

COROLLARIO: Se X ¢ un CW-complesso, allora XF Xkl o \/ Sk,
Quindi H,(X*/X*1) = 0sen # ke Hy(XF/X 1) = (b | ek e Xk\Xk 1 1o Z-modulo
libero generato dalle k-celle.

Siamo pronti adesso per dimostrare completamente il teorema di isomorfismo tra omologia
simpliciale e singolare.

Dimostrazione. Per prima cosa dimostriamo il teorema nel caso particolare in cui A = () e
X = X" per un certo h, ovvero X di dimensione finita. Consideriamo Vn, k il diagramma
(estratto dalla successione esatta lunga in omologia per le coppie)

Hy (X*,XE1) — HMXM) — HR(XF) — Hp (X5, XM — Hp g (XM

b [ | !

Hyo (XF XYY — Hy (XD — Hy (XY — Hy(XF, XPY) — Hy (X

Le frecce 1 e 3 sono isomorfismi grazie al lemma precedente e al passo base gia dimostrato
per (DF, Sk=1),

Le frecce 2, 4 e 5 sono isomorfismi per induzione su k: il passo base risulta da una verifica
diretta; nel passo induttivo, supponendo che valgano gli isomorfismi per ogni n per k — 1
(e dunque nel diagramma che 2 e 4 siano isomorfismi), si applica il lemma dei cinque e
dunque anche la freccia 5 € un isomorfismo, che conclude la dimostrazione poiché X e di
dimensione finita.
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Dimostriamo adesso il teorema nel caso intermedio in cui A = () e X arbitrario.

in: HA(X) — H,(X) & surgettiva: preso un a € H,(X), a = [z], I'immagine di z & com-
patta in X, e dunque & contenuto in un X* per un certo k. A questo punto si conclude
applicando la dimostrazione del caso particolare.

in ¢ iniettiva: sia o € HY(X), o = [2], tale che i,(a) = 0. Allora esiste (n + 1)-catena c
tale che dc = z. L’immagine di ¢ & compatta in X, dunque contenuta in uno scheletro di
dimensione finita. Ma allora possiamo utilizzare la dimostrazione del caso particolare per
vedere che z & un bordo simpliciale.

Concludiamo infine la dimostrazione nel caso generale di una coppia (X, A) arbitraria.
Considerando la successione esatta lunga per la coppia e il diagramma

Hp(A) —— HRX) —— H}(X,A) —— Hp 1 (A) —— Hp 1(X)

n

[ | | | I

H,(A) —— Hp(X) —— Hp(X,A) —— Hp1(A) —— H,—1(X)

si ha che le frecce 1, 2, 3 e 4 sono isomorfismi perché rientrano nel caso assoluto. Quindi
per il lemma dei cinque anche la freccia centrale € un isomorfismo. O

Osservazione. A meno di isomorfismo H5 (X, A) dipende soltanto dalla coppia (X, A);
inoltre se (X, A) ¢ un A-complesso di dimensione finita (ovvero X = X" per un certo n)
allora Hy(X,A) =0 se k > n. Infine se (X, A) ¢ un A-complesso finito allora H(X, A) ¢
calcolabile VE.

2.6 Lezione 15 - 17/11

2.6.1 Omologia Cellulare

Generalizziamo la definizione dell’omologia simpliciale ad ogni CW-complesso in modo
tale che tutto dipenda solamente dagli assiomi.

Per come abbiamo visto, nel caso di A-complessi CnA(X ) puo essere identificato con
H,(X™, X"~ H,(X"/X" )~ ], 7

Dunque 95 : C5(X) — C2 1 (X) puo essere rimontata come morfismo d,, : H, (X™, X"™1)
H, (X", X"2) in modo che il complesso {(H,(X",X""1),d,)}, _, abbia omologia
HA(X).

In generale, preso un CW-complesso X qualsiasi e considerate le coppie (X", X"71) e
(X"=1 X"=2) possiamo definire la mappa d,, come la composizione

Hy(X?, X1 — O f o (xm))

Tl dn l_
RN In—1
~3

Hn—l(Xnila an2)
dove 0 € l'operatore di bordo della successione esatta lunga in omologia della coppia e
7% ¢ Papplicazione indotta dall’inclusione X* =N (X%, Xk=1). Dunque dato un qualsiasi

CW-complesso ha senso definire il complesso di moduli {(Hy, (X", X" 1), dn)}, 5
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Dal seguente diagramma infatti notiamo che d,, o d,+1 = 0:

Hn(XTH—l, Xn)

/

) Hn (XnJrl)
e
Hn(Xn) )
X

dn+1

o Hyppq (X X7y g (xr, X dn

Hyoy(X772)

dpodpi1 = (jnfl © 571) o (jn © 5n+1) = 0 poiche 6, 0 7, = 0.

Possiamo quindi considerare I’'omologia definita da questo complesso, e la chiamiamo omo-
logia cellulare HSW (X).

LEMMA: Sia X un CW-complesso. Allora:

L. Hy(XF, XF1) = 0sen # ke Hy(X* X*1) & lo Z-modulo libero generato dalle
n-celle (aperte) di X;

2. Se k > n, allora H,(X") = 0;

3. Data l'inclusione i: X" < X, se k < n allora i,: Hp(X") — Hp(X) & isomorfismo.

Dimostrazione. 1. Gia vista.
2. Consideriamo la successione esatta lunga

C— Hp (X, X)) —— Hpy (XD —— Hy(X™) — Hp(X™, X" — .

Se k > n per il punto 1 si ha che Hy(X", X" 1) = 0, dunque Hy(X" ') = Hp(X").
Induttivamente si ha percio che Hy(X™) = ... = Hp(X') = Hp(X°) = 0.

3. Se k <n e X e di dimensione finita la dimostrazione ¢ analoga a quella appena vista:
Hp(X™) = Hy(X™1) == Hp (X)) = Hi(X).

Nel caso generale si usa la caratterizzazione dei compatti nei CW-complessi e si procede
come per i A-complessi. ]

Grazie a questo lemma e all’esattezza delle successioni che compaiono, dal diagramma
sopra si puo ricavare che:

TEOREMA: Dato X un CW-complesso, Vn si ha che HSW (X) = H,,(X).

Dimostrazione. Riprendendo le notazioni del diagramma sopra riportato, si osserva che:
Jn € iniettiva, e dunque Im(d,,41) = Im(7, © dp+1) = Im(0p41).

Inoltre 7, & surgettiva e H,(X) = H, (X" = H,(X)/Im(5,41).

Ancora, H,(X"™) = Im(},,) = Ker(d,,) e poiché 7,1 ¢ iniettiva si ha che Ker(é,,) = Ker(d,).
Quindi, mettendo insieme il tutto, si ottiene che

Hp(X) 2 Hy(X™)/Im(6p41) = Ker(d,)/Im(dyy1) = HSW(X). O
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Cerchiamo adesso di caratterizzare le applicazioni d,, completamente.

Per n = 1 & semplice perché dy: Hy (X', X°) — Hy(X?) e dunque d; = 9.

Per n > 1, essendo H, (X", X"~ 1) generato dalle n-celle (aperte) {e}, di X, si ha che
dn(eqn) = >3 aaﬂegfl a supporto finito. Quindi per capire come & fatta d, cerchiamo di
caratterizzare gli ang.

el C X ¢ compatto, quindi interseca un numero finito di {eg_l}ﬁ. Tale insieme fini-

to di indici contiene il supporto della combinazione lineare di d,,(el).

Scelti un o e un 3, la cella e? = (D7, S"~!) ha una funzione di attaccamento f,: S?~! —
X"~ Definiamo la funzione 9ap

9apB
o

n-1 Ja n-1 _m n—1 n—1\ n—1\ ~ con—1
Samt == X = XM /(X T ey ) =55

PROPOSIZIONE: Sia X un CW-complesso. Ve, € X™\ X" ! si ha che dp(ell) = Y5 aageg_l
con aqg = deg(gags)-

Dimostrazione. Data una n-cella e? = (D7, S? 1), la relativa funzione di attaccamento
fo: SP7t — X"~ ¢ la funzione caratteristica ¢, : D? — X" si ha:

oDy, S57Y) —%— Hua(S37Y) Haoa(S57)
lqsa* J{fa* qﬂ*T
Hn(ananl) L ]'an_1<Xn71) 9 ﬁn_l<Xn71/Xn72>

m lj"’l F

Hn_l(Xn_l,Xn_Q) = Hn_l(Xn_l/Xn_2,Xn_Z/Xn_Q)

incuig: X"t — X"~/ X""2 proiezione al quoziente, gg: X"/ X""2 — X1/ (X
egfl) &~ Sgil collassa il complementare della cella egfl, mentre gog = qg o g o fo € la
stessa applicazione definita sopra.

Grazie al fatto che tutti i quadrati commutano si giunge facilmente alla tesi. O

COROLLARIO: Se X ¢ un A-complesso allora 8,% = d,, per ogni n.

Riprendendo il concetto di CW-complesso K(G, 1), & ben definita I"'omologia del grup-
po G:

H,(G) := H,(K(G,1)), essendo il K(G,1) unico a meno di omotopia. Tra gli spa-
zi K(G,1) c’¢ anche il A-complesso canonico B(G) costruito in precedenza, e si ha
Ha(K(G,1)) = HOW (K (G, 1)) = H2(B(G)).

Tutto questo dipende solamente dagli assiomi.

2.6.2 Esempi di Calcolo di Omologia

EsgmPIO: Consideriamo X = X, la superficie di genere g con la struttura di CW-

complesso. Abbiamo che X° & costituito da un solo punto, X!\ X° & formato da 2g
segmenti, X2\ X! ha una sola cella e non ci sono n-celle per n > 2. Dunque calcolando
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'omologia di ¥, attraverso 'omologia cellulare si trova che Ho(X,) = Z, Hy(X,) = Z29,
Hy(X,) = Z e gli altri gruppi di omologia sono tutti banali.

Osservazione. Se g # ¢’ allora ¥y non & omeomorfo a X.

EsEmpPIo: P?(R), visto come CW-complesso, ha 1 punto, 1 segmento e una 2-cella. Dal
complesso delle catene si ha

do dy

0 Z Z Z 0
A+— 2a
a—0

e quindi Ho(P?) & Z, H (P?) = Z/27 e Ho(P?) = 0.

Come per i tori (che si possono "incollare" per creare le ¥,), possiamo considerare I'incol-
lamento di k spazi proiettivi P?# ... #P? =: U,.

k volte
Si dimostra che Ho(Uy) & Z, Hy(Uy) = ZF1 © Z/27 e H,(Uy) = 0 per n > 2.
Dunque Uj, e Uy non sono omeomorfi e neanche Uy con ¥4 (per ogni k per ogni g). Ab-
bastanza sorprendentemente invece si ha che Y #P? = Us.

EseEmP1O: P™(R) puo essere visto induttivamente come CW-complesso, poiché, per ogni n,
OD"*! riveste doppiamente P". Infatti per definire il CW-complesso P" a partire da P*~!
basta aggiungere una n-cella la cui funzione di attaccamento sia proprio il rivestimento.
In questo modo abbiamo una k-cella per ogni £ < n. Per calcolare la mappa di bordo
dj, calcoliamo il grado della mappa g: S¥! Jope-1 2 Pr—1/PF=2 = k=1 dove f ¢ il
rivestimento e ¢ ¢ la proiezione al quoziente. L’applicazione g ristretta ad ogni componente
connessa di S*~1\ S$¥~2 & un omeomorfismo, e su una si comporta come l'identita mentre
sull’altra come la mappa antipodale. Dunque deg(g) = 1 + (—1)*.

Scriviamo quindi i complessi di catene cellulari per P"(R):

0 7z 2,7 - %,z -2, 2.7 0 per n pari
0 z sz -2,7-%, Y.7 0 per n dispari
da cui
Z per k=0 o0 k =n con n dispari
Hiy(P*"(R)) =< Z/2Z per k dispari, 0 < k <n
0 altrimenti

EsEmPI1O: Nel caso di P*(C) si hanno celle soltanto sulle dimensioni pari. Tutte le
argomentazioni del caso reale pero continuano a valere, per cui si ha

Z vper k pari, 0 <k <2n
n . b
H(P"(C)) = { 0 altrimenti

2.7 Lezione 16 - 21 /11

Esemp1o: P*(R) ¢ un K(Z/27Z,1), e in particolare H,(P*>°(R)) = Z/2Z per ogni ¢ dispari.
Dunque ha infiniti gruppi di omologia non banali.
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Consideriamo Vm > 2 'azione di Z/mZ su S* vista come S C §3 C §> C ... C §2"~1 C
... C 5% con la struttura complessa:

27

[Z] : (217237257 .. ) — 61(21,23,25,. . )

Per costruzione si ha che Y, := S /~,, ¢ un K(Z/mZ,1). Definendo Ya, 1 := S?"1/~,,
per ogni n si ottiene

Z perk=0c¢k=2n—-1
Hyi(Yon—1) =< Z/mZ per k dispari, 0 < k <2n —1
0 altrimenti

da cui al limite Hy(Yoo) = Z/mZ per ogni ¢ dispari.
COROLLARIO: Vm > 2, Z/mZ non ammette alcun K(Z/mZ,1) di dimensione finita.

COROLLARIO: Se X & un CW-complesso tale che 71(X) ha elementi di torsione allora
K(m(X),1) non puo avere dimensione finita.

Osservazione. A proposito delle ipotesi sul Teorema di Whitehead, avevamo visto che
P2(R) e S? x P>°(R) hanno tutti i gruppi fondamentali isomorfi. I due spazi perd non sono
omotopicamente equivalenti avendo omologie non isomorfe.

2.7.1 Coefficienti per I’Omologia

Fino ad ora abbiamo sempre costruito i moduli su Z, ma fin dall’inizio possiamo sostituire
Z con un anello commutativo con unita R.

In questo modo definiamo I’ R-modulo delle n-catene per la coppia (X, A) usando la nota-
zione Cy, (X, A; R), da cui passando all’omologia si definisce per ogni n H, (X, A; R) come
R-modulo.

In questa accezione generale ’assioma della dimensione si traduce in

v J R pern=0
Hn({pt}; R) = { 0 altrimenti

1

Inoltre H,(D",0D"; R) = ﬁn(S”;R) = R, da cui per n > 0 data una f: S" — S
di grado m si ha che f.: H,(S"; R) — H,(S™; R) ¢ la moltiplicazione per m.

EsEmPIO:
R per ¢ =0 0 ¢ =n con n dispari
Ry = Ker(z — 2x) per g pari, 1 < g <mn
n . _ )
Hqy(P"(R); ) = R/2R per ¢ dispari, 0 < ¢ <n
0 per g >n

Per esempio nel caso R = Z /27 si ha che Hy(P"(R); Z/2Z) = Z/2Z per ogni ¢ < n.

Generalizzando ancora di piu, sia G un R-modulo. Definiamo il complesso di n-catene
per la coppia (X, A) a coefficienti in G come C, (X, A; R) ®r G che forma, assieme alle
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mappe 0, ® id un complesso di catene aventi omologia H, (X, A; G).

PROPOSIZIONE: Sia G un R-modulo e (X, A) una coppia di spazi topologici. Allo-
ra Vn esiste un omomorfismo naturale a: H,(X,A;R) ® g G — H,(X, A;G) tale che
a([z] ® g) = [gz].

Inoltre, sotto ulteriori ipotesi su R e G (ad esempio se R & un PID e G ¢ libero), @ & un
isomorfismo.

EsEmpio: Poniamo R = Z. Sia X un CW-complesso finito di dimensione n. Dunque
Hp(X)=0Vk > n; per ogni k < n, Hp(X) & uno Z-modulo finitamente generato, quindi
Hy(X) = 7% @ Ty, con Ty gruppo finito (la parte di torsione) e rank(Hy (X)) = by.
Quindi, tensorizzando (su Z) i gruppi di omologia per Q si ottiene Hy(X;Q) = Qb e
bk = dimQ(Hk(X; Q))

EsemPIO: Sia 7: P2(R) — S? = P?(R)/P}(R) la proiezione al quoziente. Possiamo
chiederci se essa sia omotopa all’applicazione costante o meno.

Lavorando a coefficienti in Z e studiando m, sull’omologia ridotta abbiamo che m, = 0
ad ogni livello dell’lomologia, dato che i gruppi di omologia ridotta non banali per P?(R)
e S? appaiono in dimensioni diverse, e dunque non possiamo concludere niente. Lavo-
rando invece a coefficienti in Z/2Z abbiamo Hz(P?) & Hy(S?) = Z/27 e considerando la
successione esatta lunga della coppia (per 'omologia ridotta)

. —— 0= Hy(P') —— Hy(P?) —— Hy(S?) —— ...

si ha che 7, € iniettiva, dunque un isomorfismo. Allora possiamo concludere che 7 non &
omotopa all’applicazione costante.

2.7.2 Caratteristica di Eulero-Poincaré

DEFINIZIONE: Dato un CW-complesso X finito di dimensione n e fissato un campo F
abbiamo che gli F-moduli (spazi vettoriali) Hy(X;F) sono nulli per k£ > n.

Inoltre per ogni k < n si ha che dimp(Hg(X;F)) &€ un numero finito.

Possiamo quindi definire la caratteristica di Eulero-Poincaré di X su F come

n

Xp(X) = (—1)! dimg(H;(X;F))
j=0

TEOREMA: Dato un CW-complesso finito X, chiamando ¢; := | {j-celle di X'} |, per ogni
campo F si ha Xp(X) =Y 7_ (=1)/¢;.
Dunque la caratteristica di Eulero-Poincaré non dipende dalla scelta del campo F.

Dimostrazione. Consideriamo il complesso delle catene per 'omologia cellulare

dn+l

0“8 (X7, XL ) U |, (X7, X2 F) — ... — Ho(X%F) % 0
Ik I I
]Fcn ]Fcnfl FCO
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Si ha dimp(H;(X;F)) = dimp(Ker(d;)) — dimp(Im(d;1))
Dunque

Xe(X) = 3 (~1) (dims(Ker(d;)) ~ dim(Im(d 1)) =

7=0
= Z (—1)7 dimp(Ker(d Z 1)7* dimp(Im(dj41))
j=0 §=0

n n+1
Xp(X) = (—1) dimg(Ker(d;)) + Z 1)7 dimp(Im(d;)) =

= z”: (—1)jcj + dimp (Ker(dp)) + (—1)”+1 dimp(Im(dy41)) =

O

Osservazione. Abbiamo dimostrato che la caratteristica di Eulero non dipende da F, ma
i singoli numeri di Betti (ovvero dimg(H;(X;F)) ) dipendono da F.

COROLLARIO: Sia P un poliedro omeomorfo a S2. Allora X(P) = V - E+ F = 2
con V =vertici, F =lati, F' =facce.

Osservazione. X (X,) =2 — 2g.

COROLLARIO: Dato un CW-complesso X finito, chiamando b; il rango della parte in-
tera di H;(X;Z), ovvero H;(X;Z) = 7% & Ty, si ha che X(X) = 7_ (—1)7b;.

PROPOSIZIONE: Per ogni coppia (X, A) di CW-complessi finiti, si ha X'(X, A) = X(X) —
X(A).

2.8 Lezione 17 - 24/11

PROPOSIZIONE: Siano X, X1, X9, Y dei CW-complessi finiti tali che X = X; U X5 e
Y = X1 N Xs. Allora vale X(X) = X(X;) + X(X2) — X(Y).

PROPOSIZIONE: Siano X,Y CW-complessi finiti. Allora X(X xY)=X(X) - X(Y).
Questa proprieta e compatibile con un caso particolare della Formula di Kiinneth:

PROPOSIZIONE: Siano X, Y due CW-complessi e F un campo. Allora

Ho(X xY;F) = @ (Hi(X;F) x Hi(Y;F))
i+j=n

2.8.1 Teoremi di Sconnessione

PROPOSIZIONE:
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1. Sia H* con 0 < k < n un k-disco topologico in S™. Allora ﬁIq(S’" \ HF) = 0 per ogni
q;

2. Sia Z* con 0 < k < n una k-sfera topologica in S™. Allora ﬁq(S” \ ZF) = 7 se
g=n—k—1 e 0 altrimenti.

Dimostrazione. 1.

Per definizione di H¥ esiste un omeomorfismo p: DF =1k s H* C S, Dimostriamo la
proposozione per induzione su k:

il passo base k = 0 & banale poiché H° = {pt} e S\ {pt} = R" che & contrattile.

Per il passo induttivo consideriamo A = S™\ p(I*71 x [0,1]) e B = S™\ p(I*1 x [, 1]).
Si ha che ANB = S"\ p(I¥) e AUB = S™\ p(I¥! x {%}), dunque per ipotesi induttiva
ﬁlq(AU B) = 0 per ogni gq.

Per Mayer-Vietoris quindi H,(S™ \ ¢(I*)) = H,(A) ® Hy(B).

Se per assurdo esistesse un g¢-ciclo o non banale (non bordo) allora senza perdita di
generalitd esso non sarebbe un bordo in A (poniamo quindi Iy = [0, %]) Iterando la
costruzione fatta sopra per S™ sull’insieme A otteniamo una successione di intervalli
ID>I)2>6L 2...21, D ...che converge ad un punto p € [0, 1] e tale che a non &
un bordo in nessuno degli S™ \ @(I*~! x I,,).

Per ipotesi induttiva o & bordo in S™ \ p(I*~1 x {p}), ma la catena di cui & bordo, per
compattezza, deve essere contenuta in uno degli S™ \ ¢(I*~! x I,,,), che & assurdo. O

Dimostrazione. 2.

Per definizione di Z* esiste un omeomorfismo v: S¥ — Z¥ C S™. Siano E_’f_ e EF gli
emisferi chiusi di S* e definiamo A = 5™\ ¢(E¥) e B = 5™\ ¢(E%). Concludiamo per
induzione su k:

per k = 0, si ha S\ Z° = §7~! da cui la tesi; per il passo induttivo consideriamo la
successione di Mayer-Vietoris e utilizziamo il primo punto (essendo E’_’“|r ~ EF >~ D).
H(S™\ $(S51) 2 Hy1(S"\ $(S")).

Per ipotesi induttiva H,(S™\ Z¥~1) 2 Z se ¢ = n — k ed & nullo altrimenti; quindi si ha
H, (8" \ Z¥) = Z se q=n —k — 1 e 0 altrimenti. O

COROLLARIO: Nessun disco in S™ sconnette S™.

COROLLARIO: ZF sconnette S™ se e solo se k = n — 1 e in tal caso S™ \ Z* ha esat-
tamente due componenti connesse che hanno ognuna ’omologia di un disco.

TEOREMA (DI INVARIANZA DEL DoOMINIO): Sia U C R" aperto, ¢: U — W un
omeomorfismo con W C R". Allora W & aperto in R"™.

Dimostrazione. Consideriamo la compattificazione di Alexandrov di R™ e dimostriamo che
W & aperto in S™. Per fare cio ¢ sufficiente provare che (D™ \ 9D") ¢ aperto in S™.

Per i teoremi di sconnessione S™ \ ¢(0D™) ha due componenti connesse per archi che sono
S"\ @(D") e p(D™\ 0D"™) = D™\ 9D" (p e omeomorfismo). Infatti sono connessi e sono
I’'uno il complementare dell’altro, quindi sono le componenti connesse per archi, e percio

(D™ \ 0D™) & un aperto. O

TEOREMA: Supponiamo esista un prodotto bilineare commutativo senza divisori di zero
su R™. Alloran =1,2.
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Dimostrazione. Se x # 0 allora z? # 0, quindi possiamo definire ’applicazione f: S"~1 —

S™=1 tale che f(x) = Hi;H' Poiché f(z) = f(—=x) per ogni x, questa mappa ne induce una

al quoziente f: P*~1(R) — S,

22

2 = a%y? con a = T2 > 0. Quindi 2?2 — a?y? =

f ¢ iniettiva: se f(z) = f(y) allora z

(x — ay)(z + ay) = 0. Non essendoci divisori di zero si ha x = +ay; dato che z,y € S,
si ha ||z]| = ||y|| = 1 e quindi a = £1, ovvero [z] = [y] in P*"1(R).

Essendo P! compatto e S*~! uno spazio T, f ¢ un omeomorfismo sull’immagine. Se
n # 1, S" ! & connesso e f(P"!) & aperto e chiuso (e connesso) per il teorema di inva-
rianza del dominio (lo spazio proiettivo ¢ localmente euclideo).

Ma allora f ¢ un omeomorfismo tra P*~!(R) e S, che ¢ falso per n # 2 (hanno omologie
differenti). O

PROPOSIZIONE: Sia f: S™ — S™ una applicazione dispari. Allora degy(f) ¢ dispari.

Dimostrazione. Lavoriamo a coefficienti in Z/27Z.
Sia p: ™ — P™(R) il rivestimento doppio. Consideriamo la successione esatta corta di
complessi

0 —— Cy(P™2/22) —T— Cy(S™Z/2Z) —L—s Cy(P™Z)2Z) —— 0

in cui p & surgettiva grazie all’esistenza di sollevamenti delle applicazioni o: A? — P*(R)
e 7 ¢ definita nel modo seguente:

ogni o ha 2 sollevamenti 01 e g2, e Ker(p) ¢ generato dai o1 + 02; quindi si definisce
T (U ) =01 + 09.

Passando alla successione esatta lunga in omologia

0 — Ho(P™Z/27) —— Hn(S™2/2Z) —= Hp(P™Z/2Z) — Hypo1(P2/2Z) — 0
IR IR
7.)27. 7.)27.

Se f: 8™ — S™ ¢ dispari, allora induce una mappa f: P*(R) — P*(R). Nel diagramma

0 —— Cy(P™Z/2Z) —T— Cy(S™ Z)2Z) —2— C;(P™;Z/2Z) — 0

I I I

0 —— Ci(PZ/22) —T— Ci(S™ Z)2Z) —2— Cy(P™Z)2Z) — 0

i quadrati commutano, dunque si ha un morfismo di complessi che induce un morfismo di
successioni lunghe

0 — Ho(P%Z/22) = Ho(S™Z/22) -2 Ho(PYZ)22) — Hy 1 (P 2/27) — ...

2 |+ | 2

0 — H,(P"Z/272) = H,(S™Z/272) == H,(P";7Z/27) — H,_1(P"Z/27) — ...

da cui si ricava per induzione, con passo base in dimensione zero (in cui p, € isomorfismo),
che f, e f. sono isomorfismi (per ogni quadrato, per ipotesi induttiva, si hanno 3 isomorfi-
smi, dunque anche il quarto lo ¢). Quindi f.: H,(S™;,Z/2Z) = Z/27 — H,(P";,Z/27) =
Z/27 ¢ un isomorfismo, che implica degy(f) dispari. O

54



TEOREMA (DI BORSUK-ULAM):  Per ogni funzione continua g: S™ — R” esiste un
x € S™ tale che g(x) = g(—x).

Dimostrazione. Definiamo la funzione f tale che f(x) = g(z) — g(—z). Se per assurdo
f(z) # 0 Vo € S™ posso definire f: S — S"~1 C S tale che f(x) = H?(

f ¢ dispari (perché f lo &) e non surgettiva (su S™). Ma allora deg(f) = 0 e dispari, che &

assurdo. O

2.9 Lezione 18 - 28/11

Oltre ai modelli di omologia presentati finora, in base agli assiomi possiamo definirne altri,
cui accenniamo brevemente.

2.9.1 Omologia Singolare Cubica

DEFINIZIONE: Dato uno spazio topologico X, una applicazione o: I"™ — X si dice n-cubo
singolare.

Sia C,,(X) lo Z-modulo generato dagli n-cubi singolari in X: sia inoltre D, (X) lo Z-
modulo generato dagli n-cubi degeneri, ovvero dalle applicazioni o: I — X che non
dipendono da una o pilt componenti. Sia infine il modulo C,,(X) := Cp,(X)/Dn(X).
Definiamo adesso la mappa di bordo 0,,: Cy,(X) — C—1(X): siano al variare di ¢

AIL = {(.Tl,.. . ,Ii,1,0,$i+1,...,$n) | x; € [0, 1] VZ}

B;n' = {(ml,...,xi,l,l,mi+1,... ,CL’n) ‘ x; € [0, 1] \V/’L}

le facce dell'n-cubo; dato un n-cubo singolare o si pone 9,(c0) = 321 (oar — olpr).

Si verifica che 9,1 0 9, = 0 e dunque che {(Cy(X),0p)},,cz ¢ un complesso di Z-moduli,
su cui possiamo calcolare I’omologia.

I vantaggi dell’omologia singolare cubica stanno nell’immediatezza della verifica degli as-
siomi di omotopia (per cui non ¢’ bisogno di triangolazioni) e di escissione (in particolare
nel lemma sui simplessi U-piccoli).

Osservazione. E fondamentale quozientare i moduli generati dagli n-cubi per quelli
degeneri, perché lavorando direttamente con i én(X ) non sarebbe verificato I’assioma di
dimensione. Infatti 6n({pt}) = {kon | k€ Z, op: I" — {pt}} = Z per ogni n > 0, e
On(on) = Y ieq (on—1 —op—1) =0, ovvero 9, = 0.

Ma allora si ha H,({pt}) = Z per ogni n > 0.

2.9.2 Omologia Singolare Geometrica
DEFINIZIONE: Un poliedro compatto P si dice di dimensione pura n se per ogni « € P

esiste un sistema fondamentale di intorni PL di dimensione n.

DEFINIZIONE: Un punto x € P si dice regolare (punto di varietd PL) se esiste un in-
torno poliedrale (W, z) di = in P tale che (W, x) € isomorfo (tramite una applicazione PL)
a (A™,b) con b il baricentro di A™. I punti non regolari si dicono singolari e I'insieme dei
punti singolari si denota con S(P).
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DEFINIZIONE: Un n-ciclo geometrico ¢ un poliedro P (compatto) senza bordo di dimensio-
ne pura n tale che S(P) ¢ un sotto-poliedro tale che codim(S(P)) = dim(P)—dim(S(P)) >
2.

DEFINIZIONE: Una coppia di poliedri (P, dP) & un n-ciclo geometrico con bordo se:

e S(P)=0PUZ con Z un sotto-poliedro di P tale che codim(Z) > 2;

e JP ¢ un (n — 1)-ciclo geometrico;

e Vz € P\ S(OP) esiste una coppia di intorni poliedrali (U, W) C (P,dP) di z tali
che (U, W, z) PgL (A™, A™=1 b) con b il baricentro di A™~L.
Osservazione. Il caso assoluto rientra in quello relativo con (P,(). Infatti se P & un
n-ciclo geometrico allora 9P = ().

PROPOSIZIONE: (P,0P) ¢ un n-ciclo geometrico con bordo se esiste una triangolazione
(K, H) di (P,0P) tale che

e Ogni (n — 1)-simplesso di K \ H ¢ faccia di esattamente 2 n-simplessi;
e Ogni (n — 1)-simplesso di H ¢ faccia di esattamente 1 n-simplesso.

In tal caso, cio ¢ vero per ogni triangolazione.

DEFINIZIONE: Sia P un poliedro compatto connesso e sia K una sua triangolazione. Un’o-
rientazione di P ¢ un’orientazione su K e: {n-simplessi di K} — {£1} tale che per ogni
coppia di n-simplessi con una (n — 1)-faccia comune 7, le orientazioni di 7 indotte come
bordo siano opposte 'una all’altra.

Z
Osservazione. Si ha che H2(P) = { 0 quindi un’orientazione su P ¢ la scelta di

un generatore.
In modo analogo si definisce 'orientazione nel caso relativo (P, dP).

DEFINIZIONE: Sia X uno spazio topologico. Un n-ciclo orientato geometrico in X &
(P™ w, f) dove f: (P",w) — X ¢ continua e (P™,w) ¢ un n-ciclo geometrico orientato.

DEFINIZIONE: Sia X uno spazio topologico. Un n-bordo orientato geometrico in X e
(P™ w, f) dove f: (P",w) — X & continua, (P™,w) é un n-ciclo geometrico orientato ed
esistono (W"TL W™ wy ) un (n + 1)-ciclo orientato con bordo, ¢: (AW wy) —
(P",w) isomorfismo PL e F': Wt — X tale che F|gpni1 = f o .

Introduciamo una relazione di equivalenza:

DEFINIZIONE: Dati due n-cicli orientati geometrici in X, si dice che essi sono bordan-
ti se (P1, f1,w1) U (P, fa, —w2) € un n-bordo geometrico.

Osservazione. Il bordismo ¢ una relazione di equivalenza: ¢ riflessiva, in quanto F': W =
Px[0,1] — X tale che F'(z,t) = f(x) ¢ tale che (P, f,w)U(P, f, —w) sia bordo, osservando
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che se P & un n-ciclo allora P x I ¢ un (n+1)-ciclo con bordo (P xI) = Px{0}UP x{1};
¢ banalmente simmetrica (¢ sufficiente cambiare I’orientazione sul W trovato); ¢ transitiva
poiché incollando lungo un bordo comune due (n + 1)-cicli si ottiene un (n + 1) ciclo la
cui orientazione ¢ ben definita.

Dunque possiamo definire un’operazione sul quoziente dei moduli degli n-cicli su quel-
lo degli n-bordi Z5(X)/BS (X) come [Py, f1,w1]+[P2, fa,ws] := [(P1, f1,w1)U(P2, fa,ws)].

DEFINIZIONE: HY(X) := Z%(X)/B%(X) ¢ detto n-esimo gruppo di omologia geome-
trica orientata.

Possiamo definire tutto piu in generale in versione relativa:

DEFINIZIONE: (P,0P,w) N (X,A) ¢ un n-ciclo geometrico relativo (orientato) in X
se (P,0P,w) & un n-ciclo geometrico con bordo orientato.

DEFINIZIONE: (P,0P,w) N (X, A) & un n-bordo geometrico relativo (orientato) in X se
esistono (W, 0W,wy ) un (n+1)-ciclo geometrico con bordo (orientato) e F': (W, 0W) —
(X, A) tali che OW D P, si ha F|p = f e Oww|p = w.

In modo analogo si definisce la relazione di bordismo e dunque 'omologia geometrica
HE(X, A).

PROPOSIZIONE: Questo modello verifica tutti gli assiomi di omologia.

Dimostrazione. e Funtorialita: Datauna g: (X, A) — (Y, B) eunciclo f: (P,0P) —
(X7A) si ha che g*([P78P7f]) = [P,(?P,gof],

e Omotopia: segue facilmente dalla proprieta del "prodotto per I';

e Dimensione: per ogni n > 1, dato un n-ciclo P™ si ha che il cono Cpr & un (n + 1)-
ciclo, dunque P™ & un bordo e HY ({pt}) = 0 Vk > 1. Inoltre esiste un unico 0O-ciclo
che non ¢ bordo, quello costante, per cui HS ({pt}) = Z;

e Successione esatta lunga in Omologia: la sequenza di inclusioni A — X < (X, () —
(X, A) induce assieme alla mappa naturale 6: HY(X,A) — HSY ;(A) tale che
([P, 0P, f]) = [OP, f|op] una successione esatta lunga in omologia;

e Escissione: la dimostrazione e delicata, per cui viene lasciata.
O

Osservazione. Il modello dell’omologia singolare geometrica non orientata verifica tutti
gli assiomi ma HSN (X) = Z/27, quindi esso ¢ un modello dell’omologia a coefficienti in
7)27.

Osservazione. Con costruzioni analoghe a queste, & possibile costruire modelli di "teo-
rie omologiche generalizzate" in cui non sono verificati uno o piu assiomi. Ad esempio,
restringendo la trattazione dell’omologia singolare geometrica ai poliedri compatti senza
punti singolari, continuano a valere tutti gli assiomi tranne la proprieta di "cono", e dunque
I’assioma di dimensione.

PROPOSIZIONE: Per ogni spazio topologico X, HS(X) = H,,(X).
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Capitolo 3

Coomologia e Dualita di Poincaré

3.1 Lezione 19 - 01/12

Dato un anello R commutativo con unita e G un R-modulo, possiamo considerare il funtore

controvariante dalla categoria degli R-moduli in s¢é Hom(—,G), tale che A — Hom(A, G)
t

e (A 1, B) — (Hom(B,G) -, Hom(A,G)) con 'f(y) =o f.

Osservazione. Se f ¢ un isomorfismo allora anche ' f lo é.
Osservazione. f =0='f =0.

Osservazione. Se A 5 B %5 ¢ — 0 & una successione esatta (a destra) allora

0 — Hom(C,G) 9, Hom(B, G) i Hom(A, G) ¢ una successione esatta (a sinistra).
Infatti:

essendo g surgettiva, ‘g(y)) = 0 = ¢ = 0, ovvero ‘g & iniettiva; gof =0 = 'folg = 0, cioe
Im(*g) C Ker(*f); infine, se ¢ € Ker(*f), allora 1 o f = 0, cio¢ Ker(¢)) 2 Im(f). Dunque
le frecce del seguente diagramma commutano:

Ge—Y B9 ,¢

‘<\ o~ />[
~ =
~ T -
,¢/ N P
AN Pie g9

B/f(A)

Definendo ¢ := v’ o (¢/)~! si ha che ‘g(¢) = 1.

Osservazione. In generale 'esattezza a sinistra non viene mandata dal funtore Hom(—
,G) in esattezza a destra. Ad esempio prendendo la successione esatta 0 — 7Z 72 7=

7./27. — 0, si ha che 'f non & surgettiva: infatti V1oy € Hom(Z,Z), *f(1) ha immagine
soltanto in 27Z.

Osservazione. Se 0 — A s B %3 ¢ — 0 & una successione esatta e la succes-
sione spezza (ad esempio cio ¢ verificato se C' ¢ libero) allora il funtore Hom(—,G) manda
tale successione esatta corta in una successione esatta corta che spezza anch’essa.

Infatti, poiché esiste m: B — A tale che 7o f = idy4 si verifica che !7 & una sezione che
spezza la successione duale.
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3.1.1 Coomologia di un Complesso a coefficienti in G

Sia C = {(Cy, On) },,ez un complesso di R-moduli. Applicando il funtore Hom(—,G) otte-
niamo un nuovo complesso di R-moduli Ce; = {(Hom(Cy, G),'0n)},,cp = {(C™(C; G), 6n) } ez

DEFINIZIONE: Per ogni n definiamo H"(C;G) = Ker(6,)/Im(d,_1) = H,(Cg), detta

A

coomologia di C a coefficienti in G, come 'omologia di Cg.

Se f: C — C' ¢ un morfismo di complessi, allora 'f: éé; — Cg ¢ un morfismo di
complessi e induce Vn un’applicazione f;}: H"(C';G) — H™(C;G). Questo determina
dunque una famiglia di funtori controvarianti dalla categoria dei complessi di R-moduli
nella categoria degli R-moduli tali che C — {H"(C;G)} e f+— {f7}.

Osservazione. Se s ¢ una omotopia tra f e g morfismi di complessi allora ‘s & omo-
topia tra 'f e g, quindi f* = g} Vn.

Osservazione. Se 0 — C — (' — C” — 0 & una successione esatta corta di
complessi di R-moduli che spezza allora essa induce una successione esatta corta che spez-
za 0 — CA’C’; — CA’G — Ce — 0 che a sua volta induce una successione esatta lunga in
coomologia.

Restringiamoci allo studio di complessi di moduli liberi e supponiamo che R sia un PID.

DEFINIZIONE: Dato C, una successione esatta corta 0 — A — B — C — 0 ¢
una risoluzione libera di C' se A e B sono liberi.

Nelle ipotesi di cui sopra, VC' esiste una risoluzione libera canonica

0 —— Fi(C) —— Fy(C) 2 C —— 0
I
Ker(y)

con Fy(C) il modulo libero generato dall’insieme C.

LEMMA: Dati due R-moduli C e C’, una applicazione v: C — C’ e due risoluzioni
libere di C e di C’, allora esistono «, 3 tali che il diagramma seguente commuti:

0 A-—*.B_ Y, 0
i « i B J{V
0 PN NG 0

Dimostrazione. Fissiamo una base B di B. Definiamo 5(b) Vb € B ponendolo uguale ad un
qualsiasi elemento di (")~ 'y2(b) che esiste essendo ¢’ surgettiva. E banale verificare che
B(Im(¢)) C Im(¢'). Poiché ¢’ & iniettiva, segue che 3 induce una applicazione a: A — A’
come richiesto. O

PROPOSIZIONE: Sia R un PID. Siano C,C’ complessi di R-moduli liberi. Data v =
{Vn: Hp(C) — H,(C")},,, allora esiste un morfismo di complessi ¢: C — C’ che induce

Y-

n’
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Dimostrazione. Chiamiamo per ogni n:
Zp iciclie By, ibordi di C e Z], icicli e B], i bordi di C’'. Per ogni n abbiamo dunque il
seguente diagramma in cui le righe sono successioni esatte

0 B, Zn H,(C) — 0
[
0 B z! Ho(C') —— 0

Usando il lemma precedente completiamo il diagramma con «, 5.
Consideriamo adesso il diagramma

0 Z. c, -, B, ——0
J/Bn la’ﬂfl
/ / 8’; !

0 z! cr B, ——0

Essendo B,,_1 e B],_; moduli liberi, le successioni riga spezzano, quindi C,, = Z,, & U,,
Cl =27 ®U condy: U, — By_1 ed,: U — Bl,_, isomorfismi.

Poniamo dunque ¢,,: C,, — C! tale che ¢(z,u) = (Bn(2), (0,) tan_10n(u)). Questa era
I’applicazione cercata. O

LEMMA: Sia R un PID. Siano C, F complessi di moduli liberi tali che C,, = F;, =0Vn <0
e H,(F)=0Vn > 0. Siano f,g: C — F morfismi di complessi tali che fy = go. Allora
f e g sono omotope (come morfismi di complessi).

Dimostrazione. Costruiamo una omotopia D per induzione sulla dimensione.

Poniamo Dy: Cy — Fj la funzione nulla. Essa verifica la relazione per le omotopie
essendo 0 = fy — go = 91 Dg + Doy, perché 9y = Dy = 0.

Supponiamo di aver definito D finoa D,,_1: C,,_1 — F}, e fissiamo una base B di C,,. Vb €
B poniamo F,, 3 ¢(b) := g, (b) — fn(b) — Dy—1(9yb). Osserviamo che 9, (c(b)) = 0: infatti
OL(c(6)) = 0y () — T fa(b) — O Dr1(0b) = Gu1(Onb) — f1(Onb) — O Dy 1(ub) =
D,,—9(0,—10,b) = 0 per la relazione sulle omotopie al livello n — 1.

Essendo H,(F) = Ker(0;,)/Im(0;,, 1) = 0, si ha che esiste e € Fy,;1 tale che c(b) = 0}, (e).
Dunque definisco D,,(b) = e. La tesi ¢ verificata grazie alla definizione di ¢(b). O

Osservazione. Oltre al funtore Hom(—,G), possiamo definire, fissato un R-modulo A,

il funtore Hom(A,—) che risulta essere un funtore covariante. Dunque, date A’ Ty Ae

G L5 @, applicando rispettivamente i funtori controvariante e covariante possiamo effet-
tuare la composizione ottenendo una applicazione hom(f, g): Hom(A, G) — Hom(A’, G")

tale che hom(f, g)(¢)) =goo f.

3.1.2 Funtore Ext

Sia R un PID, A un R-modulo e 0 — F}(A) < Fy(A) =% A — 0 la sua risoluzione
libera canonica.

Fissiamo B un R-modulo e applichiamo il funtore Hom(—,B), completando la successione
ottenuta ad una successione esatta:

0 — Hom(A, B) -% Hom(Fy(A), B) % Hom(F(A), B) % Hom(F(A), B)/Im('i) — 0

I
Coker ()
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DEFINIZIONE: Ext(A, B) := Coker(%).

Volendo perd potremmo considerare una arbitraria risoluzione libera 0 — R 2P
A — 0 di A. Effettuando la stessa costruzione si puo completare la successione con
Coker(‘®).

Lo scopo dunque ¢ dimostrare che Coker(*®) = Ext(A4, B).

LEMMA: Considerato il seguente diagramma, dove le righe sono risoluzioni libere di A
e A’, e le mappe «, 3, v rendono commutativo il tutto:

0 R -2, F A 0
O
0 R -2, F Al 0

e data 6: B’ — B, allora esiste una unica mappa ¢: Coker(‘®') — Coker(*®) che renda
il seguente diagramma commutativo e che non dipende dalla scelta di « e §:

0 — Hom(A, B) — Hom(F, B) — Hom(R, B) — Coker(‘*®) — 0

Thom(wﬁ) Thom(,@,é) Thom(a,&) e

0 — Hom(A’, B') — Hom(F’, B') — Hom(R', B') — Coker(*®’) — 0

Dimostrazione. Per funtorialita i due quadrati di sinistra commutano e quindi hom(«, 9)
induce un morfismo € tra i conuclei.

Dimostriamo che € non dipende da « e S.

Le righe possono essere viste come complessi A, A" indicizzando i moduli in modo che A e
A’ siano in dimensione 0. Siano («, 3,7) e (¢, 5,7) 2 morfismi di complessi. L’omologia
dei complessi A e A’ & banale poiché le successioni sono esatte. Dualizzando tramite
Hom(—, B) e Hom(—, B') si ha che Coker('®) = H?(A; B) e Coker(‘®') = H?(A'; B').
Il morfismo ¢ & quello indotto in coomologia da («a, §,7). Osserviamo che valgono le ipotesi
del lemma precedente, quindi (a, 8,7) ~ (¢, 8',7), e dunque inducono lo stesso ¢. O

Osservazione. ¢ = £(v,0), ovvero dipende dalla scelta di v e di . Valgono inoltre le
seguenti proprieta di funtorialita:

e (v 0v,0008) =¢(y,0)0e(v,0);

o £(ida,idp) € un isomorfismo.

COROLLARIO: Per ogni risoluzione libera 0 — R 2P —A-—0di A, per ogni B, si
ha Coker(‘®) = Ext(A, B).

Dunque possiamo definire il funtore Ext(—,—) che risulta essere, come Hom(—,—), con-
trovariante sulla prima componente e covariante sulla seconda.

(A, B) ~~~ Ext(A, B)

[ e

(A, B') ~~ns Ext(A, B')
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. . . . P
PRrROPOSIZIONE: Fissato B un R-modulo e fissata una risoluzione libera 0 — R —
F— A — 0di A, ad essa ¢ associata la successione esatta corta

0 — Hom(A, B) ~% Hom(F, B) & Hom(R, B) % Ext(A4,B) — 0
in modo naturale "nel senso delle trasformazioni naturali di funtori", ovvero:

Per ogni morfismo di risoluzioni libere («a, 3,7), per ogni §: B’ — B morfismo tra R-
moduli possiamo definire un morfismo canonico di successioni esatte

0 — Hom(A, B) — Hom(F,B) — Hom(R,B) — Ext(4,B) — 0
Thom(’y,&) Thom(ﬁ,é) Thom(a,&) TExt('y,é)
0 — Hom(A’, B') — Hom(F’, B") — Hom(R',B') — Ext(A’,B’) — 0

Dimostrazione. Preso il seguente diagramma commutativo

0 —— Fi(A *>F0 0

///

0 R/ F A’ 0
\ \ %
00— Fy(A) —2 Fy(A) A’ 0

si ha, ponendo Coker(‘®;) =% Coker(!®3) —2» Coker(‘®y) % Coker(!®;), che €3 e &
sono isomorfismi, essendo e3 = e(idas,idp/) e €1 = (ida,idp), e che £1 0 g9 0 £3 & indotto
per funtorialita da (v, d) dato che g3 = £(7, 9).
Dunque il quadrato seguente commuta
Hom(R, B) —— Coker('®,) % Ext(A, B)
Thom(a,&) TExt(%é)
Hom(R', B') —— Coker(‘®3) «=— Ext(4’, B')

e poiché gli altri quadrati commutano per funtorialita di Hom(—,—) si giunge alla tesi. [

Osservazione. Proprieta di Ext(—,—):

Ext(®,, Ao, B) = 11, Ext(Aq, B);

Ext(A,]1, Ba) =11, Ext(A4, Ba);

Se A e libero allora Ext(A, B) = 0 per ogni B;
e Se R=17Ze G ¢ ciclico, allora Ext(Z,G) = 0 e Ext(Z/mZ,G) = Coker(G - G).
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3.2 Lezione 20 - 12/12

3.2.1 Teorema dei Coefficienti Universali in Coomologia

LEMMA: Sia R un PID, C un complesso di R-moduli liberi e G un R-modulo. Allora esiste
un morfismo naturale surgettivo h: H"(C; G) — Hom(H,,(C), G).

Dimostrazione. Sia [1)] € H"(C; G) un cociclo. 1: C,, — G & tale che §1) = ‘01 = 00 =

0, ovvero Im(9,+1) = B,, € Ker(1)). B
Restringendo 1 otteniamo una 1y : Z, — G che induce una Hom(H,,(C),G) 3 ¢o: Z,/Bp, —
G.

Se ¢ = dp = '9p = v 0 & & un cobordo allora Z,, C Ker(v)), dunque [to] = 0.

Abbiamo quindi definito la mappa h: [¢)] — [tpg]. Verifichiamo adesso che tale map-
pa sia surgettiva.

Consideriamo la successione esatta corta 0 — Z, <i> Ch % B,_1 — 0 che spezza,
essendo B,,_ libero, e la proiezione p: C,, — Z,, tale che poi =1idz,. Se ¢o: Z, — G
annulla B,,, allora 1y o p: C;, — G continua ad annullarsi su B,,. Dunque
t
Hom(H,(C),G) —2— Ker(*dp11) —=» H"(C;G) —"— Hom(H,(C),G)

. o
id

Quindi h e surgettiva. O
Osservazione. Abbiamo anche dimostrato che la successione
0 —— Ker(h) —— H"(C;G) —"— Hom(H,(C),G) —— 0
spezza (anche se in modo non canonico), poiché 7 o tp & una sezione.
ProPOsIZIONE: Ker(h) = Ext(H,—1(C), G).

Dimostrazione. Consideriamo il diagramma

On+1
0 —— Zpp1 — Cppl —— B, 0
Ont1 ‘Zn+1 =0 On+1 Onl|B, =0

On
0 Zn, C,, B,.1 ——0

e interpretiamo le colonne come 3 complessi di R-moduli liberi Z, C, B. Tutto il diagramma
risulta essere una successione esatta corta di complessi.
Applichiamo il funtore Hom(—, G) e otteniamo una successione esatta corta dei complessi
duali che induce la successione esatta lunga in coomologia

L H'U(BG) & HY(Z.6)  HY(C:G) «— HMB:G) " H Y (Z,G) ...
con [ il morfismo di connessione. Tutti gli operatori di bordo per i complessi B e Z sono
nulli (e di conseguenza lo sono anche quelli dei rispettivi complessi duali), dunque Vn si ha
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H"(Z;G) 2 Hom(Z,,G) e H""(B; G) = Hom(B,,,G). Percio, chiamando i,: B, < Z,
si ha che 3, = ti,.

Una successione esatta lunga puo sempre essere spezzata in tante successioni esatte corte, e
da quella sopra consideriamo 0 +— Ker(%i,) <= H"(C; Q) +— Coker(*i,_1) <— 0. Poiché
gli elementi di Ker(%i,) sono omomorfismi da Z, in G che si annullano su B, possono
essere identificati con gli omomorfismi Z,,/B,, — G, ovvero Ker(%i,) = Hom(H,(C),G).

Quindi la mappa g viene identificata con la mappa h definita in precedenza.
7;n—l

Essendo infine 0 — B,,_1 — Z,,—1 — H,,—1(C) — 0 una risoluzione libera di H,_1(C)
si ha che Ker(h) = Coker(%i,,—1) = Ext(H,,—1(C), G). O

COROLLARIO: Esiste un isomorfismo H"(C; G) = Hom(H,,(C), G) ®Ext(H,,—1(C),G) (non
canonico).

COROLLARIO: H,(C;Z) ¢ finitamente generato per ogni n. Inoltre, se H,(C;Z) = F,, ®
T, = 7™ & T, con T, il sottomodulo di torsione, allora H"(C;Z) = F,, ® T;,_1.

3.2.2 Funtore Tor

Sia R un PID e G un R-modulo fissato. Allora possiamo definire il funtore covariante
—®G taleche A— AR Ge fr— fRidg.

Dato inoltre A un R-modulo, applicando il funtore —RG alla sua risoluzione libera canonica
si ottiene, aggiungendo in testa un termine per rendere la successione esatta:

0 —— Ker(i ®ide) —— FL oG 2% Roo6¢ ™9 A9G —— 0
DEFINIZIONE: Tor(A,G) := Ker(i ® idg).

LEMMA: A meno di isomorfismi, Tor(A,G) non dipende dalla scelta di una risoluzione
libera di A.

Preso un complesso C di R-moduli liberi, possiamo definire funtorialmente il comples-
0 C®G:={(C, ®G,0, ®idg)},cyz, da cui si ottiene 'omologia di C a coefficienti in G.

Abbiamo gia detto che esiste un omomorfismo naturale iniettivo a: H,(C; R) ® G —»
H,(C;G). Dunque la successione

0 —— H,(C;R)®G —*— H,(C;G) —— Coker(a) —— 0

¢ esatta.
PRroPOSIZIONE: Coker(a) = Tor(H,—1(C; R), G).
Osservazione. Proprieta di Tor(—,—):

e Tor(A, B) = Tor(B, A) in modo canonico;

e Se almeno uno tra A e B ¢ libero allora Tor(A, B) = 0;

o Tor(P, Aun, B) = @, Tor(A,, B);

o Tor(Z/mZ,7Z/nZ) = Z/dZ con d = gcd(m,n).
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3.2.3 Coomologia Singolare, Simpliciale e Cellulare

Sia R un PID e X uno spazio topologico. Fissato G un R-modulo, applicando il funtore
Hom(—,G) al complesso delle catene singolari {(Cy (X, R),9n)},cz si ottiene il complesso
duale {(C™(X,G),0n)}, ez delle cocatene singolari a coefficienti in G, da cui possiamo
passare alla coomologia H"(X;G) di X a coefficienti in G.

Osservazione. Per la coomologia singolare valgono le seguenti proprieta:

e Esiste una versione relativa che generalizza la teoria assoluta: e sufficiente conside-
rare il complesso di catene singolari relative e poi passare in coomologia;

e Vale la funtorialita (controvariante);

G sen=20

e Vale l'assioma della dimensione: H"({pt};G) = { 0 altrimenti

e Vale la successione esatta lunga in coomologia (gia visto nella parte puramente
algebrica);

e Vale 'assioma di omotopia;

e Vale ’assioma di escissione;

Data (X, A) una coppia di A-complessi, passando attraverso il complesso delle catene sim-
pliciali possiamo definire la coomologia simpliciale H} (X, A; G) a coefficienti in G.

TEOREMA: Vn si ha HR (X, A;G) =2 H' (X, A;G).

Inoltre, dato X un CW-complesso possiamo definire ripercorrendo la costruzione per ’o-
mologia il complesso delle cocatene cellulari {(H"(X", X" 1 G), d,) . ¢z, © di conseguenza
la coomologia cellulare H@y, (X; G) a coefficienti in G.

TEOREMA: Vn si ha Hiy, (X;G) = H"(X; G).

3.2.4 Struttura Moltiplicativa su H"

Lavoriamo a coefficienti in R dominio a ideali principali, e per snellire le notazioni sottin-
tendiamo i coefficienti.

Consideriamo dapprima X e Y CW-complessi finiti X = {e'jﬁ} eY = {egﬁ } Quindi
XXY:{eka xegﬁ}.

o

Lavoriamo con le cocatene cellulari: dati ¢ € Cqy,(X) e 1 € Oy (Y) definiamo

e
(px)(c)=0 se ¢ ¢ una k + h catena non prodotto del tipo sopra

In questo modo possiamo definire il prodotto "cross"

x: Cly(X) x Chy(Y) — CEMX xY)
(¢, v) — o XY
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Si verifica che 6(px 1)) = (6¢) x4+ (—1)Fp x (61)), dunque il prodotto x passa al quoziente
e possiamo definire x: H*(X) x HMY) — HFMX xY).

Poniamo adesso X = Y: vorremmo definire un prodotto interno a partire da x e per
fare cid occorre trovare una mappa da H*"(X x X) in H¥"(X)

H*(X) x HM(X) —=— HFM(X x X)

Definendo la diagonale A: X — X x X tale che A(z) = (z,x) tale mappa cercata ¢ A*,
e dunque possiamo definire il prodotto "cup": a — b := A*(a X b).

Tale prodotto & commutativo?

SiaT: X x X — X x X tale che T'(z,y) = (y, x). Grazie a risultati piu avanzati (Teorema
di Eilenberg-Zilber) si ha T*(a x b) = (—1)*(b x a).

Dunque, poiché TA = A, si ha che a — b = (—1)F"(b — a).

Inoltre, ponendo p1,p2: X x X — X le proiezioni sulle componenti, si deduce che
a x b =pj(a) — p5(b). Infatti:

H*(X) x H"(X) x HFh(X x X)

e
p’{l lpé T TA*

HF¥(X x X) x HMX x X) —=— H"((X x X) x (X x X))

Abbiamo quindi dotato H*(X; R) = @,, H"(X; R) di una struttura di R-algebra gradua-

ta.

Lavoriamo adesso al livello piu generale delle cocatene singolari di un qualsiasi spazio
topologico X e ricostruiamo gli stessi risultati.

DEFINIZIONE: Definiamo il prodotto "cup" —: C*(X) x CMX) — CF(X) sui ge-
neratori o: A*" — X nel modo seguente: usando la notazione A*" = Alvg, ..., vpin,
ponendo 7: A¥ — Afvp,...,vx] e 71 A" — Afuvg, ..., vp4p] le parametrizzazioni stan-
dard di facce di A**" sia (p — ¥)(0) 1= p(o o T)p(o o T').

Osservazione. Useremo la notazione o o7 = 0'|[u0,...,vk] ecor = o*|[

Uk7-~-77~}k+h]'
LEMMA: §(p — 1) = (8p) — 9 + (—1)Fp — (6¢)).
Dimostrazione. Dato o: AFh+l 5 X ¢ ha
k+1 '
(5()0 ~ w)(o-) = Z ((_l)l(p(a—’[U(),...,f)i,...,’l)k-‘rl])w(o—‘[’Uk;+1,...,1)k+h+1}))
i=0
k+h+1 '
Mo — T = S ()P0l EOlprisernn))

i=k
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da cui la tesi. ]
COROLLARIO:

e Se dp = 01 = 0 allora 6(¢ — ) = 0;

e Sedp=0et =dpallorap— =2 —p) ety —p==2p—);

e Ponendo C*(X) = @,,C"(X), — ¢ un prodotto bilineare associativo graduato che
rende C*(X) un anello. I cocicli Z*(X) formano un sottoanello e i cobordi B*
formano un ideale bilatero. Il tutto passa al quoziente, per cui H*(X) = @,, H"(X)
ha la struttura di anello graduato (R-algebra).

LEMMA: Se f: X — Y ¢ una mappa continua e f*: H*(Y) — H*(X) ¢ la mappa
indotta in coomologia, allora per ogni «, 5 si ha f*(a — ) = f*(a) — f*(B).

DEFINIZIONE: Possiamo dunque definire il prodotto "cross" tale che a x b := pj(a) — p5(b)
con p;: X x X — X per i = 1,2 le proiezioni sulla i-esima coordinata.

Osservazione. A posteriori si ritrova dunque anche la relazione A*(a x b) = a — b.
PROPOSIZIONE: a — b= (—1)k"(b — a).

Osservazione. Nel caso di X un CW-complesso finito le 2 definizioni coincidono.

3.3 Lezione 21 - 15/12

3.3.1 Prodotto "cap"

DEFINIZIONE: Dato X uno spazio topologico, R un PID e G un R-modulo, possiamo de-
finire il prodotto "cap" —~: Cp14(X; G) x CP(X; G) — Cy(X; G) tale che z —~ c & 'unica
g-catena tale che per ogni g-cocatena d si ha d(z —~ ¢) = (¢ — d)(z).

Esplicitamente: dato 0: AP* — X, 0 ~ ¢ = (0, ...0,)) 7 |jop,...,

Vptql®
LEMMA: 9(z ~ ¢) = (=1)P((0z) ~ ¢ — z —~ (dc)).
Dunque il prodotto "cap" passa ai quozienti —~: Hy,14(X;G) x HP(X;G) — Hy(X;G).

3.3.2 Dualita di Poincaré

La dualita di Poincaré (DP) riguarda le relazioni tra omologia e coomologia singolare nel
caso di varieta topologiche, differenziabili o poliedrali.

La trattazione piu elementare di DP riguarda le n-varieta PL compatte connesse.

DEFINIZIONE: M é una n-varieta compatta PL se & un poliedro compatto tale che Vo € M
esiste un intorno poliedrale W di x in M tale che x e W e W I;&“L A",

Osservazione. M ¢ una n-varietad PL compatta connessa se M ¢ un n-ciclo geome-
trico con S(M) = 0.

Sia K una triangolazione di M, cioé¢ un complesso simpliciale finito tale che || = M.
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Dunque H*(M;G) = Hi(K;G) e H.(M;G) = H2(K; G).

Consideriamo dunque (con M di dimensione n) H, (M;Z) = H~(K;Z). Poiché M ¢ una
n-varietd, Vo (n — 1)-simplesso di K esistono esattamente 2 n-simplessi 71,7 tali che o ¢
faccia comune di entrambi.

DEFINIZIONE: Se esiste £: (K \ Kn1) — {£1} tale che 2 = ¥ c(x,\x, 1) (E(0)a) €
Zn(M;Z) allora si dice che M ¢ Z-orientabile e la scelta di un tale ciclo & una orientazione
di M.

DEFINIZIONE: Se non esiste una ¢ di cui sopra allora si dice che M non ¢ Z-orientabile.

DEFINIZIONE: (M, [2]) varieta orientata. [M] := [z] si dice classe fondamentale della
varieta orientata.

Osservazione. La scelta di € non dipende dalla suddivisione. Ogni scelta di segni su
K induce una scelta di segni coerente con la suddivisione e viceversa.

Osservazione. Si ha H2(M;Z) = 7 se M ¢& orientabile e H(M;Z) = 0 altrimenti.
A coefficienti in Z/27 ogni varieta ¢ Z/2Z-orientabile e H>(M;7/27) = 7,/27.. In gene-
rale denotiamo con [M]¢ la classe fondamentale di M a coefficinti in G.

Da ora in poi sia R=7Z o R =7Z/2Z.
Lo scopo delle prossime lezioni sara quello arrivare a dimostrare che:

TEOREMA (DP-PL-PRIMA VERSIONE): Sia M una n-varieta PL compatta, connes-
sa e R-orientabile. Allora HP(M;R) = H,,_,(M;R).

TEOREMA (DP-PL-SECONDA VERSIONE): Sia M una n-varieta PL compatta, con-
nessa, R-orientata con relativa classe fondamentale [M]g. Allora [M|r ~: HP(M;R) —
H,,_,(M;R) ¢ un isomorfismo.

Osservazione. Se M ¢ orientabile, R = G =Z, se HP(M;7Z) = FP®T? e H,_,(M;7Z) =
F,_p, ®T,—p con F la parte libera e T" il modulo di torsione, allora:

TCU = FPaIP=F,&T, N N
DP = FPeTPeF, 6T, [ r trr NIt =i

ovvero il teorema diventa puramente algebrico.

Osservazione. Se R = 7/2Z invece, si ha un isomorfismo HP(M;Z/27) = H,,_,(M;7Z/2Z)
come spazi vettoriali, e dunque il teorema si traduce in una uguaglianza tra le dimensioni
degli spazi vettoriali. Inoltre, per il teorema dei coefficienti universali si ha H7 (M;Z/27) =
Hom(H;(M;Z/27),7/2Z) ® Ext(H;_1(M;7Z/27),7/27) = Hom(H;(M;Z/27),Z]27) =
(Hj(M;Z/2Z))* (essendo H;_1(M;Z/2Z) uno spazio vettoriale, in particolare ¢ libero),
ovvero dim(H’(M;Z/2Z)) = dim(H;(M;Z/2Z)). Dunque, analizzando la caratteristica
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di Eulero-Poincaré, si ha

X (M) => " (=1) dim(H;(M;Z/2Z)) = > (=1) dim(H (M;Z/2Z)) =
=0

(—1) dim(Hy—;(M;Z/2Z)) = > (=1)""" dim(H;(M; Z/2Z)) =
=0

<.
i M:
o
o

Il
NE

.
I
o

(1) SO (-1 dim (B (M Z/22)) = (—1)" X (M)
=0

1

Ne segue che se n & dispari X'(M) = 0.

PROPOSIZIONE: Supponiamo che N sia una n-varieta compatta connessa con n pari e tale
che N = OW con W varietd compatta connessa di dimensione n + 1. Allora X(N) = 0
(mod 2).

Dimostrazione. Sia M la (n + 1)-varieta costruita incollando due copie di W lungo il
bordo N, in modo tale che M risulti essere senza bordo. Essendo n + 1 dispari, si ha che
X(M)=0=2X(W)—X(N). O

Osservazione. X(P?(R)) =1 = P%(R) non @& bordo di una varieta.

3.3.3 Varieta PL

Sia IC un complesso simpliciale finito, X = |K] e 0 € K.
Richiamiamo una definizione gia data in precedenza:

DEFINIZIONE: Si definisce stella chiusa di o in K I'insieme St(0) := U, i o0 |T]-
Definiamo inoltre la stella aperta st(o) := U cic oo (I7] \ 9|7]).

DEFINIZIONE: Si definisce link di ¢ in K linsieme Lk(o) dei supporti dei simplessi di
KC contenuti in St(o) disgiunti da o.

PROPOSIZIONE: St(o) e Lk(o) sono supporti di sottocomplessi di K. In particolare St(o)
¢ il supporto del sottocomplesso generato dai 7 € K tali che o <7, mentre Lk(o) come
sottocomplesso € generato dai 7 € St(o) disgiunti da o.

Osservazione. Nella trattazione in futuro confonderemo le nozioni di simplesso e sup-
porto del simplesso.

DEFINIZIONE: Siano o, 7 simplessi di K, 0 = [vg,...,vx] € T = [wp,...,wy] disgiunti.
Se [vg, ..., Vg, Wo, ..., wp] € un simplesso di K (anche con un altro ordinamento) allora si
definisce o % 7 := [vg, ..., Vg, Wy, . . ., wy| detto join di o e 7.

Pit in generale, se H e L sono sottocomplessi disgiunti di & tali che per ogni coppia di
simplessi si puo definire il join e I'unione risultante & un sottocomplesso T di K, allora si
definisce T := H % L.

LEMMA: Sia o € K. Allora:

e St(0) = o * Lk(0);
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e St(o) \ st(o) = do * Lk(0);
o st(0) =(Nyeo st(v) con v vertice.
LEMMA: X poliedro compatto, z € X. Allora:
1. Esiste una triangolazione IC di X tale che x ¢ vertice di K;

2. Vo € X, VK triangolazione di X tale che x & vertice di I, la coppia di poliedri
(St(z),Lk(z)) a meno di omeomorfismo PL non dipende dalla scelta di K.

Dimostrazione. 1.

Sia ‘H una qualsiasi triangolazione di X. x appartiene alla parte interna di un unico o € H.
Se ¢ & un vertice allora ¢ = z e H ¢ la triangolazione cercata. Altrimenti & sufficiente
definire la suddivisione I di H in cui o & stato suddiviso aggiungendo x come vertice e
suddividendo tutti i simplessi 7 tali che o <7 senza aggiungere ulteriori vertici. O

Dimostrazione. 2.

Poiché x ¢ un vertice, St(x) ¢ il cono finito di centro  su Lk(x). Basta dimostrare che
Lk(z) ¢ PL-invariante. Poiché ogni coppia di triangolazioni ha una suddivisione comune,
e sufficiente verificare I'invarianza su una suddivisione. In questo caso la dimostrazione
¢ banale utilizzando come isomorfismo PL una proiezione "pseudoradiale" rispetto a =,
ovvero radiale sui vertici e completata linearmente sui simplessi). O

Osservazione. Una definizione equivalente di varieta poliedrale ¢: M ¢ una n-varieta se
Vx € M, a meno di isomorfismi PL, Lk(z) ¢ PL-isomorfo a 0A™.

Sia M una n-varietd PL compatta e connessa. Sia K una triangolazione di M e KW
la prima suddivisione baricentrica di K. Possiamo produrre una decomposizione regolare
in celle di M "duale" a K:
per ogni simplesso o € K sia 6 il baricentro di o e definiamo il blocco duale D(o) come
I'unione dei simplessi di ) che hanno & come vertice iniziale.
In modo analogo alle stelle definiamo D(o) come 'unione delle parti interne dei supporti
dei simplessi di K1) aventi 6 come vertice iniziale, e dD () := D(0) \ D(0).
PROPOSIZIONE: Valgono i seguenti fatti:

e Vo € K il blocco duale D(o) ¢ un sottocomplesso di KL1;

e Se || = M con M una n-varieta PL compatta connessa allora, Yo p-simplesso di
K, D(o) ¢ PL-isomorfo a D"P;

e Vo € K, 9D(0) & unione di blocchi duali dei simplessi di K di cui o ¢ faccia propria
ed ¢ un sottocomplesso di £M);

e Se || = M con M una n-varieta PL compatta connessa allora, Yo p-simplesso di
K, dD(c) & PL-isomorfo a S"~P~1;

e |o|ND(o) = {5}
. {D(U)}UE}C fornisce una partizione di M;
e D(o)=6%0D(0).

DEFINIZIONE: K := {D(0)}, k-
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3.4 Lezione 22 - 19/12

3.4.1 DP-PL-Prima Versione

Se M & una n-varietd PL, nella suddivisione baricentrica K di una sua triangolazione
Vo € K p-simplesso St(6) = 6 x Lk(5) I;EL A™ = D" mentre Lk(6) & JA™ = §n 1,
Usando la definizione dei blocchi duali si ha Lk(6) = dD(0) * (9o)1), da cui si ricava che
0D(o) P§L Sn=r=1 e dunque D(o) I%L DnP,

Dunque, definita K la decomposizione cellulare duale di K, vogliamo calcolare la coo-
mologia di M attraverso HX (K; R) e Pomologia di M attraverso Hg,‘/g (K; R).

I simplessi di K hanno vertici ordinati e sono orientabili di conseguenza. II modulo
CX (K; R) ha come base duale {0*}06(,@7\,%71) (con i o ordinati).

Per fissare una base {D(o)} ce(kp\,_r) i C’Sf‘;(l@; R) con R = 7Z dobbiamo specificare
per ogni o una orientazione di D(o).

Poiché
R= H, ,(D(0),0D(c); R) = HSW (D(0),8D(0); R) = HY (KW | p(o), KP|ap(oy; R)

una orientazione di (D(c),0D(0)) € un ciclo simpliciale relativo Y - (7)7 con A I'insie-
me degli (n — p)-simplessi su IC(l)]D(U) ee(r)==1.

Per ogni p esiste una corrispondenza biunivoca insiemistica tra ¢* e D(o) con o un p-
simplesso; tale corrispondenza tra le basi dei moduli CX (K; R) e Cgl/g(lC; R) si estende
dunque ad un isomorfismo di R-moduli liberi ¢,.

Dunque, dato il diagramma

. —— CR(K;R) —2— CRM (I R) —— ...

=1 ¥p | Pp+1

se tutti i quadrati di questo tipo commutano allora vale HX (K; R) = HS_VZ (K; R).

Osservazione. Se R = 7Z/27 allora non ci sono scelte da fare per definire ¢ e i qua-
drati commutano automaticamente per verifica diretta. Dunque DP-PL-Prima Versione
vale se R = Z/2Z.

Se R = Z esistono varie scelte possibili per le orientazioni dei blocchi duali D(c). Cer-
chiamo un modo coerente di fissare questo sistema di orientazioni. Per fare cido useremo

che M ¢ 7Z orientabile.

Fissiamo una orientazione con relativa classe fondamentale [M]x = [z] simpliciale rispetto
a K, ovvero z = 3" ¢k, \k,_,) E(0)0 con (o) = £1.

Prendiamo come base di C}(K;Z) linsieme {e(0)0™}, ¢ \x,_,) € definiamo sui gene-
ratori op(e(0)o*) = 6.
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Per ogni 0 < p < n sui p-simplessi manteniamo 'orientazione combinatoria originaria
. . . . * . p .
data dalla triangolazione, ovvero consideriamo {o*} se(Kp\K,_y) come base di C INGSYAR

A questo punto resta da definire ¢, ovvero l'orientazione di D(o) per far si che i qua-
drati commutino. Qualitativamente, immergendo la varieta in R", poiché o e D(o) sono
trasversali e sono in codimensione opportuna, o @ D(o) = R™, e dunque esiste un’unica
orientazione w(D(0)) tale che w(o) @ w(D(0)) = w(R™).

Per formalizzare questo ragionamento consideriamo per ogni p-simplesso o orientato,
oW e KO con orientazione propagata da o. Dunque St(&, 0(1)) & orientata.

Ogni n-simplesso di St(&, (1) I;E’L D™ ¢ il join 7 * 7/ con T un p-simplesso orientato di
St(6,0M) e 7/ un (n — p — 1)-simplesso di K:(l)’GD(U)-

Ogni p-simplesso di St(&,a(l)) ¢ orientato, quindi 7 € orientato; allora esiste un’unica

orientazione di 7' tale che 7 * 7/ abbia l'orientazione gia assegnata come n-simplesso di

st(a, kM),

Non ¢ difficile verificare che tale procedura assegna una orientazione su ogni dD(o), ov-
vero: abbiamo assegnato una orientazione a ogni (n — p — 1)-simplesso di 0D(o), cioe un
segno +1 rispetto alla sua orientazione come simplesso di K1), Cosi facendo abbiamo
definito un ciclo di HnA_p_l(lC(l)b D(o); Z) = Z, che dunque ne & un generatore. Utilizzan-
do la successione esatta lunga per la coppia possiamo rimontare tale generatore a uno di
H,_,(D(0),0D(0);Z).

Con queste scelte si definisce ¢, e tramite verifica diretta si ottiene la commutativita
dei quadrati, da cui la tesi di DP-PL-Prima Versione.

3.4.2 DP-PL-Seconda Versione

E fissata una orientazione [M]x = [ oetc,\, 1) E(0)0] generatore di H2(K;R) = R.

Vogliamo costruire delle v, che facciano commutare i quadrati del diagramma

. —— CR(K;R) —>— CR'M(K;R) —— ...

El’(ﬁp Elwp-k 1

A a A
L — CS_VZ(IC;R) — Cgl/gfl(lC;R) —_
Consideriamo su K Porientazione ottenuta propagando quella su K.

Sia Dﬁ_p(lC(l); R) il sottomodulo di Cf_p(lC(l); R) generato dalle (n— p)-catene simpliciali
c tali che 0c C |, 0D(o) al variare dei o p-simplessi.

Definiamo una g: [K()| — |K| simpliciale e omotopa a idy; per induzione sugli scheletri:
se ¢ vertice di 1) & anche un vertice di K poniamo g(¢) = &; se invece ¢ il baricentro di
un 1-simplesso Alvg,v1] possiamo definire g(6) = vg oppure ¢g(6) = v;. La definizione di

g sui simplessi di dimensione pil alta segue automaticamente da queste scelte.

Per costruzione, g ha la proprieta che Vo € K un p-simplesso 3! 7 p-simplesso di KW
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tale che g|, € un isomorfismo lineare tra 7 e +0. Tutti gli altri p-simplessi la cui immagine
tramite g & contenuta in o degenerano su facce proprie.

Definisco infine 7, := ¢*: CR (K; R) — CR (K; R).
Consideriamo il diagramma

CR (K R) "5 DA (KW; R)

’yp\[ X \[jnfp
M1y~
CR(KW; R) /SN CnA_p(IC(l);R)
PROPOSIZIONE: Valgono i seguenti risultati:

1. p ¢ iniettivo e ha come immagine Dﬁ_p(lC(l); R). Quindi esiste un unico isomorfismo
1y che fa commutare il quadrato;

2. Vo p-simplesso orientato (secondo [M]x) di K, ¢,(0*) & una orientazione di D(o);
3. I quadrati commutano (a meno di un segno).
Da qui, passando alle omologie e osservando che 7 e j inducono isomorfismi, si ottiene

la tesi di DP-PL-Seconda Versione.

3.5 Lezione 23 - 22/12

DEFINIZIONE: Sia X una varieta topologica compatta (T e Na2). X & triangolabile se
esiste un omeomorfismo f: M — X dove M ¢ una varieta PL.

DEFINIZIONE: X e triangolabile in modo orientato se M ¢ PL-orientata.
Osservazione. DP vale per X su Z e Z/27 con X triangolabile.

ESEMPIO: Se X & una varieta differenziabile allora & triangolabile tramite mappe che
sono diffeomorfismi a tratti. Inoltre, si puo trattare 'orientabilita con nozioni di diffe-
renziabilita e dimostrare DP con strumenti "differenziali" senza passare alle triangolazioni
(Teoria di Morse).

PROPOSIZIONE: Per n > 4 esistono n-varieta topologiche non triangolabili.

Sia M varieta topologica connessa non necessariamente compatta. Vx € M esiste un
intorno U di z in M omeomorfo a R™. Da ora in poi identificheremo impropriamente U
con R™. Abbiamo che:

H,(M,M\ {z};R) = H,(R",R"\ {z};R) = H, 1(R"\ {z};R) = H, ;(S" L R) =R
DEFINIZIONE: Una orientazione locale di M in x € un generatore p, di Hy (M, M\{z};R).

Osservazione. Dato x € B C R®” C M con B aperto limitato, si ha che Vy € B
H,(M,M\{z};R) = H,(M,M\ B;R) = H,(M, M\ {y}; R). Dunque Yy € B abbiamo
un’orientazione j, = i.(pp) con pp il generatore di H,(M, M \ B; R).
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Quindi la definizione ¢ locale e non puntuale come sembrerebbe evincersi dalla definizione.

DEFINIZIONE: Una orientazione globale su M ¢ una famiglia di orientazioni locali {1tz } ¢y
localmente coerenti.

DEFINIZIONE: M ¢ R-orientabile se ammette una R-orientazione.
Osservazione. Se R = Z /27 allora M ¢ automaticamente R-orientabile.

Sia R = Z. Consideriamo M := {pz | € M} T'insieme delle orientazioni definibili su
ogni punto di M. Sia inoltre w: M — M tale che Fgﬁx) = x. Tale applicazione ha tutte
le fibre di cardinalita 2. Mettiamo una topologia su M in modo tale che M sia orientata
e 7 sia un rivestimento doppio.

Dato B C R™ C M, sia U(up) = {uw eM ‘ xr€B A g = i*(uB)}. La famiglia degli
insiemi di questo tipo forniscono una base di aperti per una topologia su M e con questa
topologia 7 risulta essere un rivestimento doppio.

Osservazione. Da ora in avanti useremo la notazione H, (M|A;R) = H,(M,M \ A; R).

Osservazione. Yy, € M,z € Bsiha che Hy,(M|uy; R) = H,(U(ug)|pe; R) = Hy(B|z; R).
Quindi possiamo scegliere come orientazione locale ,,, quella che corisponde a i, tramite
tali isomorfismi. Per costruzione tali orientazioni sono localmente coerenti, dunque M &
orientabile.

ESEMPIO: Se n & pari, per S” — P?(R) si ha che S™ & orientabile mentre il proiet-
tivo no.

PROPOSIZIONE: M ¢ connesso se e solo se M ¢ non orientabile. Se M ¢ orientabile

M=MU(—M).
COROLLARIO: Ogni varieta M tale che 71 (M) non ha sottogruppi di indice 2 & orientabile.

LEMMA: Sia M una n-varieta topologica connessa (non necessariamente compatta) e sia
A C M un sottoinsieme compatto. Supponiamo che M sia Z-orientata tramite {fiz},c ;-
Allora:

1. Esiste una unica classe ay € H,(M|A;Z) tale che Vax € A si ha u, = iy(as) dove
io (M, M\ A) = (M, M\ {z});

2. Vi >nsiha Hi(M|A) =0.
Dimostrazione. Dimostriamo innanzitutto che, dati A, B compatti in M tali che le tesi

del lemma valgono per A, B e AN B, allora il lemma vale anche per AU B.
Analizzando la successione di Mayer-Vietoris

Hpr (M|AN By R) » Ho(M|AUB;R) & H,(M|A;R) ® H,(M|B;R) & H,(M|ANB) > ...
I
0 a (o, —)
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Vi > n si ha che H;(M|AU B; R) = 0 poiché per ipotesi sono nulli i gruppi di omologia per
A, B, AN B. Inoltre esistono unici a4, ap, @anp che inducono tramite I'inclusione i pg.
Dato che a4 e ap coincidono su A N B si ha che (a4, —ap) = 0. Per esattezza della
successione dunque esiste unico a4up tale che ¢(aaup) = (s, —ap). Ma allora asyp
coincide con a4 su A e con ap su B, come voluto.

Riconduciamoci adesso al caso M = R". Ricopriamo A = Ay U...U A,, con A; com-
patto in una carta R™ dentro M. Per induzione sul numero di compatti, ’osservazione
precedente ci permette di supporre m = 1. Infatti una volta verificato il passo base, per
ipotesi induttiva si ha che Ay U...U A1, Ap, (A1NAp)U...U(Apn—1NA,,) verificano
la tesi del lemma, e dunque anche A la verifica. Quindi considerando A C R™ C M per
escissione Hy,(M|A; R) = H,(R"|A; R).

Dimostriamo ora che la tesi vale per A un complesso simpliciale finito per induzione sul
numero di simplessi. Poiché intersezione di simplessi ¢ un simplesso, ¢ sufficiente dimo-
strare il lemma per A* con k € N. Per esso la tesi del lemma & ovvia essendo connesso,
compatto e contrattile.

Infine, dato un arbitrario A compatto in R", sia a = [z] € H;(R"|A4; R). L’unione C delle
immagini dei simplessi di 9z in R™\ A ¢ un compatto e dunque ha distanza positiva da A.
Quindi preso un A" ad immagine contenente A, esiste una sua suddivisione tale che ogni
suo simplesso non intersechi contemporaneamente A e C. Detta I I'unione dei simplessi
di tale suddivisione che intersecano A, la tesi del lemma vale per K per quanto visto sopra.

Chiamando ax = [z] € H;(R"|[C; R) si ha dunque a; = 0 per ¢ > n, e percio essendo
i«(ax) = a anche o = 0.

Adesso, data una famiglia {1tz } .. di orientazioni localmente coerenti sicuramente esiste
un ag € Hy(R"A; R) che le induce (¢ sufficiente prendere una palla contenente A). Per
I'unicita, supponiamo esistano a4, o’y tali che i,(aq — d/y) =0 € H,(R"|z; R) Yz € A: la
stessa relazione vale su ogni simplesso di K perché si ha H,(R"|o; R) = H,(R"|z; R) dove
z € Aex€o. Maallora ax = o e quindi i, (ax) = aq = oy =i (). O

COROLLARIO: Se M & compatta, potendo scegliere A = M nel lemma si ottiene H;(M) =
0 Vi > n e possiamo definire la classe fondamentale di M rispetto all’orientazione [M] :=

QM-

3.5.1 Coomologia a Supporto Compatto

Sia X uno spazio topologico T5.

DEFINIZIONE: Una cocatena ¢ € CU(X;R) ¢ detta a supporto compatto se esiste un

compatto K C X tale che ¢(c) = 0 Ve i-catena a valori in X \ K.
L’insieme delle i-cocatene a supporto compatto si indica CL(X; R).

(CH(X;R),6) & un sottocomplesso di moduli liberi di (C*(X;R),§) invariante per i co-
bordi, quindi possiamo parlare di H.(X; R).

Per descrivere gli H.(X;R) consideriamo una generica famiglia {Ga},e; di R-moduli.

Sia (I, <) parzialmente ordinato e diretto, cioé tale che per ogni i,j € I esiste o € I tale
che a > i, a > j.
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Sia inoltre {fog: Go — Gﬁ}a<6 morfismi di R-moduli tali che Vo foq = idg, € Va <
6 < v fa'y = fﬁ’yofaﬁ-

DEFINIZIONE: Si dice limite diretto lim G = | ], Go/ ~ dove: Gy > a ~be Ggsee
solo se fay(a) = fgy(b) per un certo v € I con 'operazione indotta dai G.

Osservazione. Se J C [ tale che Va € I esiste § € J tale che a < (3 allora ligael Gy =
hglﬁeJ G-

Sia X una varietd e [ = {K C X | K compatto in X} ordinato con 'inclusione. Se consi-
dero le mappe i}, : HP(X|K; R) — HP(X|L; R) con K < L si ha che ling(XLK; R) =
H?(X; R).

Osservazione. Se X ¢ compatto allora H?(X; R) = HP(X; R).
Vogliamo definire adesso 'applicazione di dualita H?(X; R) — H,—,(X;R).

Osservazione. La teoria coomologica a supporto compatto ¢ ben definita consideran-
do le applicazioni proprie.

Dati due compatti K C L C X, per ogni orientazione globale {j;}, .y su X esistono
unici a, ax che inducono puntualmente tale orientazione (i.(ar) = ak).

Si puo verificare che il prodotto —~ commuta nel senso che i.(ap) ~ a = ap —~ *(«);
percio gli omomorfismi HP(X|K; R) — H,_,(X;R) tali che @« — ax —~ « passano al
limite diretto.

TeOREMA (DP-Top.): Sia M varieta topologica connessa e R-orientata con classe

fondamentale [M]. Allora Vp l'applicazione [M| —~: H?(M;R) — Hy,_,(M;R) & un
isomorfismo (con R =7 o R =17/2Z).
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