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Capitolo

Teoria delle distribuzioni

Sia D(Q2) = C§°(Q) con la topologia ¢, — ¢ se IK compatto tale che supp(é,) C K per
ogni n e inoltre ¢$Z“ ) #®) uniformemente per ogni k

Definizione: chiamiamo T' € D(2)" una distribuzione

esempio: f € Li,.(Q), (Ty,9)= [, fg
esempio 2: (4, g)=g(0)

1.1 operazioni sulle distribuzioni

abbiamo gratis le operazioni di + e (,), osserviamo inoltre che D(€2)’ non & un’algebra ma
un D(Q)-modulo.

(T, ¢)=[ Tpop=(T, )
Derivazione Definiamo la derivata di una distribuzione come
(0T, g) = —(T, 09)

Esempio

dove H é la funzione di Heavyside. Infatti applicando la definizione

oo

(H',g)=—(H,g') = —/ g =g(o)

0

O
Traslazione

<7TaT> g) = <T7 ﬂ-*ag>
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convergenza debole

Definizione 1.1.1.
T, —~T

se Vg € D
(Tn,9) = (T’ g)

successione di funzioni che converge ad una distribuzione

{fn = nsu [, ]

frn =0 altrove

Converge alla ¢ di Dirac nel senso descritto sopra. Infatti vediamo che

(fn,9) = /I ng = %ng(én) — 9(0)

n

Problema  Come ¢ noto abbiamo che % ¢ L', vediamo come possiamo definire una
distribuzione associata. Vale 1 = Dlog|z|

1 1
(=,g) = lim —g
xT e—0 [—e,+e] €T

ora possiamo scrivere g(x) = ¢(0) + 2 (z) con ¢ € C5° per cui

lim 1500 + 1im W(w) = / (@)

e—0 [—e,4€]e xT e—0 [—e,+ele

dunque intanto ’espressione ha senso vicino a 0,inoltre

. 3 1 1
—&,4€]¢

e [—e,+e]e
Ora perd abbiamo che — lim log|z|g | 75— 0 poiché
log|z|g |T5= log|x|g(0) |T5 +axlog|z|y(x) |To= xlog|z|i(x) [F— 0

dato che zlog|z| — 0 per x — 0 O

Integrale di una distribuzione Vogliamo definire un oggetto del tipo

xr
- / s
—o0
dove S ¢ una distribuzione.
Metodo naive
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Abbiamo pero il problema che se g € C§° non é detto in generale che ¢’ sia a supporto
compatto e quindi I’espressione non ¢ nemmeno ben definita. Sia allora

v:{geD|/g=0}={g|g=Dw,weD}

vogliamo definire una proiezione D — V

g =90 [/g} + g1(z) = Pog + Piyg

con [ go = 1. In questo modo risulta Pyg € V, si verifica a mano che la definizione ¢ ben posta
e coerente (tutte le operazione che abbiamo fatto sono continue)

Nota 1.1.2. T ¢é soluzione = T + ¢ & soluzione

Definizione 1.1.3 (supporto di una distribuzione). Diciamo che z ¢ suppT se Je | [Tg = 0
Vg € D(B:)

1.2 Funzioni a decrescenza rapida e distribuzioni temperate
(Schwartz)

Definizione 1.2.1. Chiamiamo spazio di Schwartz o spazio delle funzioni a decrescenza rapida
S={9€C®||lgllnx < ooVh,k}

Dove
xhakg|

llglln.k = supgn
Definizione 1.2.2. S’ ovvero il duale di S viene chiamato spazio delle distribuzioni temperate

Abbiamo le seguenti inclusioni
D—S§—C*

1.3 Trasformata di Fourier

Definizione 1.3.1. Chiamiamo I'operatore F : L2 — L? definito come

Fu(€) = (2;); / (@) ds

Proposizione 1.3.2. F : L? — L% ¢ un’isometria (definita a priori su L*(L?, si estende poi
a L?), ovvero
(u,0) = (Fu, Pu)

con il prodotto scalare di L?
Inoltre F' & un operatore unitario, ovvero il suo spettro si trova sulla circonferenza unitaria.

Ricordiamo tra le proprieta di F’
F(Ou) = izF(u)

per cui una proprietaa che ci € comoda € che u assorba tutte le potenze di x per poterne fare
Iintegrale, ossia per quanto definito sopra u € S.

Nota 1.3.3. F: S — S & isomorfismo lineare.
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1.3.1 Trasformata di Fourier di una distribuzione

Data una distribuzione T ne definiamo la trasformata di Fourier come ’unico operatore tale
che -
(FT,g) = (T, Fg)

abbiamo inoltre F' : §" — 5.

1.3.2 Spazi di Sobolev frazionari

Consideriamo la norma data da
e = [ 1D+ uf? = (D*u, DFu) + () = (FD*u, FD ) + (Fu Fu) = [ (14 g
La norma data dall’ultimo passaggio & equivalente a

Ja gy
Definizione 1.3.4. Una definizione equivalente di spazio di Sobolev ¢é la seguente
H* = {u| [Juls < oo}
dove

] 2 = / (1+[¢) a2

. N . . . . . . . . . 1
Si possono cosi definire i cosiddetti operator: pseudodifferenziali come ad esempio /A2

Nota 1.3.5.
H® 2 H®

e inoltre
(HS)/ — H—s
Infatti

O

Proposizione 1.3.6. Le proprieta classiche della trasformata di Fourier valgono anche per le
distribuzions

Dimostrazione. applicare la definizione O

Esempio(Trasformata di Fourier della ¢ di Dirac)

F(5) = \/% / 5(x)e " da —

5
3




1.4. APPLICAZIONI DELLA TRASFORMATA ALLE PDE

1.4 Applicazioni della trasformata alle PDE
Esempio: equazione di d’Alambert (corde vibranti)
Consideriamo ’equazione alle derivata parziali
O*u— 0*u =0
Applicando la trasformata rispetto a z si ottiene la nuova equazione
QP+ E%u=0
da cui, fissando &

a(t) = Oge_igt

per cui otteniamo la soluzione come
u(t,x) = /C’geﬂ'&eigrdfz /C’geig(g’“’*t)dE

Esempio 2

Sia data
P(D)yu=f

dove P é un polinomio, applicando la trasformata otteniamo

P(if)a:f:u:F_l< f )

P(ig)
Esempio 3
P(D)u =20
, chiamiamo .
~Pi)
la soluzione fondamentale del problema, vediamo che in effetti la soluzione al problema
P(D)u=f
¢ data da
u=FExf
Infatti

ﬂ:E’fwu =Exf= /G(x,y)f(y)dy
(G la funzione di Green)

Esempio 4

>

—Nutu=f~~a=

—
+
I

[\v]
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1.5 Applicazione al problema del’Hamiltoniano quantistico

Esaminiamo 'operatore Hamiltoniano quantistico

H= 5(—D2 —2?)

e prendiamo in considerazione il funzionale
1
J(u) = Z/ (|Du)? + 2*u?) dz
, abbiamo che

1 1
dJ,[v] = 5 /DuDv + 2%uv = 5/ (=D*u + z*u) v = (Hu,v)

Prendiamo ora
V ={u€ Lj,.|Du€ L* zu € L*}

1
M:{ueV|§/\u|2:1}
ci chiediamo se sia possibile risolvere il problema
minasJ(u)

Se dimostriamo che J effettovamente ammette minimo su M allora mediante moltiplicatori
di Lagrange ci riduciamo a risolvere il problema

J' (u) = MA'(u)

dove A(u) = [ |ul*.
da cui il problema di autovettori
Huv = \uv

Dimostriamo ora che J ammette minimo su M.

Dimostrazione. Ci basta mostrare che J ¢ debolmente semicontinuo inferiormente e che M ¢é
compatto. Allora per Weierstrass avremo che J ammette minimo
J & una norma su V per cui un risultato generale ci dice che é debolmente LSC: infatti

tim [[un|[* = Tm([ul[* + 2(u, wn) + |[w,|[*) > [[ul* = || lm w, |

con Uy = U+ Wy, w, — 0
Vediamo ora che M é compatto. Ricordiamo che vale il seguente risultato di cui daremo
dimostrazione piu avanti

Teorema 1.5.1 (Sobolev).
HY(B,) < L*(B,)

compattamente
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Vogliamo mostrare che I'inclusione
V(R) — L*(R)

é compatta, ovvero che ogni successione u,, convergente debolmente in V' converge fortemente in
L?. Prendiamo quindi
Up — U
in ||.||v, vediamo che
||t —ull3 =0

1 M
/\un*UIQZ/ \un*UI2+/ \un*UIQS/ \Un*UI2+7/ Iun*Uszzﬁ/ |un—ul?+ 25
R B, Be B, R Be B, R

T

Ora siccome ||ully > ||u||g: per il teorema di immersione [, |u, — u?> < e per n grande

abbastanza mentre % < ¢ per R abbastanza grande, da cui la tesi

O

Troviamo ora esplicitamente autovalori e autovettori di H. Per quanto visto sopra 3wy € M
ed d)\g tali che

Hug = Moo
ovvero

(=D? + &)1y = Aotho

applicando ora la trasformata di Fourier all’espressione sopra otteniamo
(=€ = DZ)dho = Aotho

ora dato che l'operatore resta invariato sotto ’azione della trasformata deve essere lo stesso per
la soluzione vy per cui abbiamo che tale soluzione é una gaussiana

2

o =e"7
1(-D+2)(D+12) = 3(-D? + 22 — Dz 4+ D) = H + 3[D,z] dove chiamiamo [D,z] il
commutatore tra D e x, %(—D—i—x) = a™ l'operatore di salita (o di creazione) e %(D—i—x) =a”
Voperatore di discesa (o di distruzione).
calcoliamo ora esplicitamente il commutatore

[D,z]¢ = (=Dx + 2D)¢ = —D(x¢) + 2D¢ = —zD¢ — ¢ + xD¢ = [-1]¢

per cui
1 1 1
H+§[D,x]:H—§:>H:a+a_+§

Calcolo autovalori

Osserviamo intanto che la formula trovata in precedenza

1 1
(Hu,v) = 3 / (=D*u+ 2*u) v = 3 /DuDv + z?uv = (u, Hv)
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Ci dice che H & autoaggiunto rispetto al prodotto scalare di L? e dalla teoria generale sugli spazi
di Hilbert sappiamo allora che H avra spettro reale discreto!

He 7 = 5(—D2 +2He T = 5(7D(677(7SC)) + 2l 7)) = 5677
per cui
1
)\0 == 5

Proposizione 1.5.2. a™y e a= 1y sono ancora autovettori per H.

Dimostrazione. Vediamolo per ©; = a™1)g

1
Hyy = Hatpg =ata a gy + §a+7/)0

ma a~at = H + 1 per cui
+ 1 Loy + 1 L
Hiy1=a H+§ ¢0+§a Py =a )\0+§ ¢0+§a 1/}0:(1+)\0)1/11

Si prova facilmente per induzione che

Yry1 = at Yy,
A1 =14+ g
Allo stesso modo si trova chwe a~ vy, € autovettore per H
O

Nota 1.5.3. Abbiamo visto che
FH=HF

dove F' ¢ la trasformata di Fourier, infatti

FH = F(—D*¢ +2°¢) = €6 — 06
HF¢ = H(¢) = =020 + £2¢

Per cui gli autovettori di H sono anche autovettori di F' = 1 sono autofunzioni per F'

1.6 Teorema di immersione di Sobolev
Diamo ora una dimostrazione che sfrutta la trasformata di Fourier di un teorema gia utilizzato

in precedenza.
Teorema 1.6.1 (Sobolev). Sia Q C R™ un aperto limitato, allora si ha che limmersione

Hg(Q) = L*()

e compatta.

1’operatore Hamiltoniano classico invece non gode di tale proprieta
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Dimostrazione. Data u,, — u in H vogliamo vedere che questa converge fortemente in L? a
meno di sottosuccessione. Estendiamo le u,, a 0 fuori da Q (posso farlo in modo continuo visto
che sono a supporto compatto), ora abbiamo che u,, limitata in L? = zu,, limitata in L' = D,
limitata in L® = u, ¢ uniformemente equicontinua (unif. Lipsch.)= per Acoli-Arzela converge
uniformemente sui compatti per cui

UpXB, = Up =V
uniformemente.

Abbiamo inoltre che 1,, € L? poiché u, € L?, ora
. . . 1 R 1 . 1 M
i =l = [ 1P < 55 [ @il < g5 [ 040l < ggllunllg < 75

che possiamo rendere piccolo a piacere aumentando R (ogni successione debolmente convergente
¢ limitata in norma)
Per cui in definitiva abbiamo

lm ||uy, — ulle < lm (|Jun — v + v — o] + [Ju —v]]) < 3e
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Capitolo

Problemi variazionali

In questo capitolo ci occupiamo di discutere I'esistenza di una soluzione debole e forte per
problemi riconducibili a problemi di minimo per un funzionale integrale tra Banach

Definizione 2.0.1. J(u) : B — R si dice differenziabile in x se esiste un’applicazione lineare
dJ,
J(x +v) = J(x) + dJz[v] + o([[v]])

Proposizione 2.0.2. dJ continuo = J differenziabile (dimostrazione analoga al caso di R?) e
inoltre se J differenziabile vale

d
dJz[v] = - J(@ + tv)le—o

Esempio classico
1
Tw) = [ FIVu + faw)
Q2

dove ¢ un limitato di R e u € H}(Q), in questo caso abbiamo®

dJ,[v] = %/Q%OVUF + 2tVuVu + 3| Vu|?) + f(z,u + tv) [;=0 (2.1)

:/Vqu+('9ufv (2.2)
Q

:/(—Au—i—@uf)v (2.3)
Q

Nota 2.0.3. D:C' — L?, D: L? — (C') (D antisimmetrico), —A : C* — (C')’ (inoltre —A ¢é
operatore simmetrico, in quanto tale ammette uno spettro reale di autovalori isolati)

Proposizione 2.0.4 (Disuguaglianza di Poincaré). 1 < p < 00,02 C R"™ limitato allora 3C =
C (9, p) tale che
ull, < ClIVullp

Yu € WyP (Q)

Labbiamo supposto u regolare per poter applicare Gauss-Green nell’ultimo passaggio, inoltre il termine di
bordo non da contributo in quanto la soluzione debole deve essere valida per ogni v nell’ambiente considerato, il
che include v nulli al bordo

13
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In particolare dunque se ci troviamo in Hg (£2) abbiamo
IVull3 > const||ull3

ovvero il termine quadratico in Vu si stima dal basso con un termine quadratico in ||u|

Esempio: esistenza del minimo per un funzionale con potenziale sottoquadratico
Consideriamo il problema

J(u):/ﬂ;vu\tx/(u)

con V(u) < M + klul|®, a € (0,2)
un funzionale di questo tipo ¢é limitato inferiormente per quanto osservato prima

Passi per risolvere un problema di minimo di questo tipo:

e vedere che il funzionale ¢ limitato inferiormente
e trovare una successione minimizzante

e vedere che tale successione converge in qualche senso

Nota 2.0.5. ' € L? = u € H! e in particolare possiamo scrivere

ta
u(tz) — u(t1)| = l/ ] < Ja(te — )2
ty

2.1 Teorema del passo montano e condizione di Palais-Smale

Definizione 2.1.1. una successione u,, si dice di Palais — Smale per un funzionale J se

{J(un) —c

J'(un) — 0 come operatore

Definizione 2.1.2. Diciamo che un operatore J : M — R soddisfa la condizione di Palais —
Smale se ogni successione di Palais-Smale per J é compatta, ovvero ha un’estratta convergente
fortemente

Lemma 2.1.3 (Lemma di deformazione).
Teorema 2.1.4 (del passo montano per spazi di Hilbert). Sia V un Hilbert, J € C%! (ovvero
con derivate prime Lipsch.), J : V — R tale che

J0)=0

J(u) > a > 0Vu € B.(0),u # 0 per qualche v abbastanza piccolo

Je # 0 tale che J(e) <0

J soddisfa la condizione di Palais-Smale
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Allora se ¢ = infyermazieo)Jd (7(t)), dove T' = {y € C*([0,1], V)[y(0) = 0,7(1) = e} allora
Ju | J(u) = ¢, J'(u) =0 (ovvero ¢ & un punto critico).

Dimostrazione. Siano
J*={ueV|J(u) <a}

Jo={ueV|J(u) >a}

. Siccome ci troviamo in un Hilbert allora posso identificare d.J con V.J e abbiamo una nozione
di discesa mediante il gradiente.
Consideriamo ora il problema di Cauchy

‘;—’g = WVVJJH (il denominatore ci garantisce la limitatezza della derivata prima di 7 )
77(07 u) =u

I1 RHS della prima equazione ¢ limitato e Lipsch. per le ipotesi che abbiamo dato su J, quindi
per Cauchy esiste una soluzione globale.? Ora per il lemma di deformazione se assumiamo che
¢ non ¢ punto critico abbiamo che possiamo deformare J._. in J°'¢ con un semigruppo di
omeomorfismi a un parametro.

3b>0|Vue JtE

vale
[IVJI = b
; -VJ —[|[VJ]]?
dJ, = (VJ(n), = (VJ(n), = < —
Inoltre esiste T tale che?
n(T,J%) € J* = (2.4)
T
Tt w) = Jo(0.w) = [ s, < 67 = (2.5)
0
J(n(T,u)) < c+e—pT (2.6)

Dall’'ultima disequazione segue che la curva finisce sotto ¢ — e: allora ho
c <mazxepJ(T,7) <c—e¢

assurdo: c¢ allora deve essere un punto critico

Applicazioni del teorema sopra Discutere I’esistenza del minimo per il funzionale

1
1 1

J(u)=/ SIVul? = = [ulP
0o 2 p

2In realta il teorema vale anche per funzionali C! tra spazi di Banach
3Vedere lemma di deformazione
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in H}. Vediamo che J ¢ Palais-Smale. Sia u,, una successione PS per .J, ovvero

1
1 1
() :/ SIVal? = Sful? =+ e (2.8)
0 p
VI (ty) = — Ay — |un P ?u, = xn — 0 (2.9)
(2.10)

I passo: u, limitato = u, — u
IT passo: u, — u

Moltiplichiamo 2.10 per Ju,, e integrando otteniamo

1/t 1 L1
/ |vun|2 - 7‘un|p = / —XnUn
P Jo p o P

11\ [*
(3-3) [ 19wl =ctent B [xum et + il
0

Sottraendo ora 2.9 otteniamo

Ovvero ||Vu,||? — 0 e dall'immersione compatta Hg(2) < L?(Q) abbiamo la tesi O

2.1.1 Condizione di Ambrosetti-Rabinowitz
Consideriamo il funzionale

I = [ 5IvuP = ota)

Dove v > 0, v sovraquadratica

vediamo quali ipotesi dobbiamo richiedere su v affinché sia soddisfatta PS
Osserviamo che questo problema di minimo é equivalente al problema di Cauchy

{u” + Vo(u) =0

u [pn=10

Serve come ulteriore ipotesi v sottoquadratica vicino a 0 ossia TSILZ) — 0 per |ul = 0 (0 ¢

minimo locale: posso applicare il teorema del passo montano se sussiste PS)

Verifichiamo PS

f%|v“n‘2 —v(un) = c+ey
- A Up — U/(un) = Xn

in modo analogo a prima otteniamo

(; — 9) / |V, | + /Hv’(un)un —v(uy) =c+e, — /OXnun
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Per fare una stima in modo simile a quanto fatto prima ci serve

/Hv’(un)un —v(up) >0

ovvero

0V (Un )y, — v(un) > 0 = v (up)uy, > %v(un) (2.11)

La condizione 2.11 prende il nome di Ambrosetti-Rabinowitz

2.1.2 Funzionali C? e teoremi di immersione di Sobolev

Definizione 2.1.5. Diciamo che un funzionale .JJ : H — R & C? se 3d?.J forma quadratica tale
che
J(u+v) = J(u) + dJ,[v] + d*J,[v]?

Nota 2.1.6. Vale la formula di polarizzazione

Nota 2.1.7. Prendiamo un funzionale della forma
1
J(u) = / §|Vu|2 + F(z,u) = dJ,[v] = /vuw + Fo = d2Jw]? = / |Vo|? + Fyyv®

Proposizione 2.1.8. Se d?J ¢ continuo allora J € C? (differenziale secondo Frcht)

vediamo quali ipotesi ci servono su F' affinché gli integrali sopra non divergano

Teorema 2.1.9 (Niemitski). f di Carathodory ovvero x — f(x,u) misurabile e v — f(x,u)
continua (u € L) allora se
f:LP— L1

¢ ben definito allora & anche continuo, ovvero
U = u in LP = f(up) = f(u) in LY

Dal teorema 2.1.8 segue che se ad esempio |f| < a(z) + ui con a € L7 allora il problema &
ben definito. Abbiamo gia visto che

Hy () = L*(Q) = (f)L*(Q) — H™H(Q)

Ora pero sfruttando tali inlcusioni otterremmo che f deve avere crescita al pit lineare. Introdu-
ciamo allora i seguenti teoremi di immersione

2.1.3 Teoremi di immersione di Sobolev

Teorema 2.1.10 (Sobolev).
W™P(Q) < LI(£)

per = < = — % dove Q C RN limitato

11
a=p
Teorema 2.1.11 (Sobolev).

L*(Q) — L))

per s < q
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Corollario 2.1.12.
HY(Q) < LP(Q)

< % — % , in particolare se N = 2V¥p < oo

(J [vup?)?
(J ful?)

per

D=

T =

Teorema 2.1.13 (Morrey).

WHP(RYN) < L®(RY)
e inoltre f € WHP(RN) ¢ a-Hélder con a =1 — %
Nota 2.1.14. T teoremi sopra sono validi anche per spazi di Sobolev frazionari
Teorema 2.1.15 (Sobolev-Gagliardo-Niremberg).

WLP(RN) — L (RV)

2|~

dove L =1
p p

Esponente critico 2* In particolare noi vogliamo massimizzare p nell’espressione
Hy(Q) = LP(Q) = (f)L9(Q) — H~1(Q)

P
a

In modo da avere condizioni meno restrittive possibili su |f| < a(x) +u< : prendiamo quindi

HY(Q) — LP(Q)

3 =
=
2=

HE(Q) — L¥2(Q) = (/)L¥(Q) — HH(Q)

Definizione 2.1.16. Chiamiamo
2N
N-2

esponente critico (caso N=2 gia visto) che ¢ quell’esponente tale che

2*

HY(Q) — LP(Q)
Vp < 2%,
Proposizione 2.1.17. Per p < 2* limmersione é anche compatta: infatti
HY(Q) — Hy () — LP(Q)
e inoltre
Hy — LP
L1~ H!

sono compatte
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Consideriamo il problema seguente

— A u— |ulP~%u =0 dove p > 2
u € Hi(Q)

che corrisponde al problema di minimo per il funzionale
1 1
Iy = [ 51 =l
Q2 p

Abbiamo gia verificato che si puo applicare il teorema del passo montano, dimostriamo che
in effetti u soluzione & piti regolare di Hg:

bootstrap argument Consideriamo
—Au=|uP?u

,u€ H} = Aue H' = ue H? = u € LP con p dato dal teorema di immersione di Sobolev

Condizioni sufficienti per avere minimo su un funzionale di tipo [ %|Vu|? + F(z,u)
Se abbiamo

1
() :/§\w\2+F(x,u)
con F' = f,
dJ =—Au+ f(z,u)
d? J,[v)? :/|W|2 + fv?
fiHy—H™'

In generale se |f| < M + |ufP, p < 3+2 L s 0peru—0(a>2)e0< flu) <O0f (u)u

) e
(Ambrosetti-Rabinowitz) ci basta per dire che il funzionale ¢ C?

Problema

—ANu—|uP2u+ flx,u) =0p> 2
u € Hi(Q)

con f continua limitata, p < 2* (altrimenti J ¢ C?)

1 1
Iw) = [ 51Vl + fuP + (o)

Osserviamo che la parte J(u) = [ $|Vu|*>+ % |u[P & LSC e convessa mentre F'(z,u) & limitata,
quindi il problema ¢ ben posto e ammette minimo.

Problema
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—Au—|uP2u—u=0p>2,
u € Hy() N L (D)

1 1 1
Jw) = [ =|Vu|®> + =|u|P — u?
(w) = [ 319u + S~ 5
Osserviamo che il termine %|u\p non conta per u = 0, per cui vicino all’origine basta studiare

1 1
J(u) = /§|Vu|2 - §u2

Ossia il problema di Cauchy
—Au—u=0p>2
u € HF Q)N LP(Q)

Nota 2.1.18.
/ |Vul> —u? = (= A —1)u,u)
Q

In particolare se gli autovalori del laplaciano sono > 1 la forma quadratica é definita positiva.

Base di autovettori per il laplaciano e funzione di Green Essendo il laplaciano un
operatore simmetrico per il teorema spettrale si pud trovare una base ortonormale di autovettori.
In particolare possiamo scrivere

(= A -Du,u) = <Z()‘m = Dttn, upn) = Z()‘m — s,

Problema

—ANu—|uP2u—Au=0p>2,
u € HF Q)N LP(Q)

Vediamo che ci servird come ipotesi A ¢ o(—2A). Consideriamo la variazione seconda del
funzionale

d*J,v)? = / Vo2 + (p — 1)|ulP~20? — Mo?

In particolare
d*Jy = /|Vu|2 — \?

Osserviamo
—Au=M\u
u € H}(Q)

K:H—H



2.1. TEOREMA DEL PASSO MONTANO E CONDIZIONE DI PALAIS-SMALE

con (Ku,v) = —(u, Kv)

con

(A )u = Ku = /Q Gl y)u(y)dy

Dove G ¢ la funzione di Green

Nota 2.1.19. Per quanto appena visto sono ben definite le norme

||U’H§—I(} = ZAmufn
||UH§11 = Z()‘m + 1)u72n
lullFre = D At

Inoltre

d>Jw)? = / Vol = X% = (A — A0}
Q

21

(2.12)
(2.13)
(2.14)

si capisce quindi che bisogna distinguere i casi A < A\g e A > A, dove 0 < g < A1 < .... sono

gli autovalori del laplaciano.
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Capitolo

Calcolo differenziale su varieta
Riemanniane e analisi nonlineare

3.1 Calcolo differenziale su varieta

Teorema 3.1.1 (Nash). Ogni varietd Riemanniana si immerge in un R™ per qualche n abba-
stanza grande

Definizione 3.1.2. Data M varieta definiamo T, M = {7/(0)|y € C'; v € M e v(0) = p} (piano
tangente a M in p)

Ovvero y(t) = p+tv, f(p1) — f(p) = dfp(¥'(0)) + ol | (0)]

Problema: dati pg, p; € vero che esiste una geodetica che li congiunge, tuttavia il funzionale
d(po,p1) = infy / V)

cresce linearmente in 7/: lo spazio in cui trattare il problema sarebbe L', che perd non ha le
buone qualita che ci interessano. Questo problema é legato al fatto che che 1’espressione sopra
dipende dalla parametrizzazione

Definizione 3.1.3. m(po,p1) = {v € H}(I, M) che congiunge py con p; }

Facciamo allora una riparametrizzazione PLA di v, ovvero tale che ||7'|| =1 Ora

/le/Wg\//olﬂ\//olwwv

1 . . .
dove fo (',') puo essere interpretato come un’energia.
consideriamo allora il funzionale energia

J(u) = 5/0 ',

23
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che in quanto norma risulta debolmente LSC: ci basta allora minimizzarlo su m per quanto visto
in precedenza. Vediamo intanto che m ¢ debolmente compatto, ovvero 7, € m; v, — v in H!
allora v € m. (qui ci serve come ipotesi che M completa)

ma 7y, — 7 uniformemente = v € m y(¢) € M, quindi esiste una geodetica ~ talde che v(t) =
po + tv localmente, v(0) = po, y(1) = p;.

Definizione 3.1.4 (Fibrato tangente). Chiameremo T'M = J ., T,,M il fibrato tangente di M

Fatto: m & varieta Hilbertiana di dimensione infinita.
Problema (uso dei moltiplicatori di Lagrange)

Sia m, = {u € H}(Q); [ G(u) = p}, J(u) = § [, |Vul* e consideriamo il problema

MMy, J (1)
Cominciamo col vedere che m, ¢ varietd. In generale vale la seguente proposizione
Proposizione 3.1.5. M = {z; f(x) =0} e Vf # 0 Ve € M allora M ¢é varieta.

Sia allora I' = [ G(u) — p, risulta evidentemente m, = {I' = 0} C HJ. Vogliamo I' € C*,

ovvero vogliamo che G non cresca troppo, ad esempio |G| < M + C|u|P~! con p < 2% = %

Nota 3.1.6. dT',[v] = [ G'(u)v, dunque per avere che m,, varieta ci basta G’ non identicamente
nullo.

Nota 3.1.7. G dispari = funzionale I" pari.
ora

(VJyu,0)m = dimJu[V]

dove v € T,m e d,,J ¢ il differenziale di J sulla varieta (def equivalente).
Per come la abbiamo definita risulta che VI' é ortogonale alla varietd m,, quindi in particolare

possiamo scrivere
(VJyu, V)

Vindu =V, —
[IVI[[?

VI,
Verifichiamo che J verifica Palais — Smale, ovvero Vu,, tale che
o J(uy) —c

o V., Ju, — 0 esiste una estratta convergente.

(Vdy,, VI'y)

poniamo per semplicitd g = G' e \,, = R
Un

(Vi du, ,v) = /Vuan — Ang(up)v — 0
per ipotesi PS, da cui

—Auy = /\ng(un) +é€n

Vogliamo dare delle ipotesi su g affinché \,, non diverga a +oco (esercizio per il lettore)
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Definizione 3.1.8. Chiamiamo m = {y € H'(I,R");~(0) = po,y(1) = p1} il loop space (dove
~(t) € M; M varietd completa e compatta, abbiamo cosi garantita lesistenza di geodetiche tra
due punti arbitrari).
Per mostrare che m & una varieta ci basta far vedere chi & lo spazio tangente in ogni punto
Tym = {v € Hy(I,RY);v(t) € Typym}
(spazio delle variazioni)

Ha senso definire d.J,,[v] percid possiamo anche chiederci se vale Palais — Smale

Definizione 3.1.9. Chiamiamo Dy = 77 ,,(0¢y') la derivata covariante di v, osserviamo

inoltre che
/<8t’y’,v> =0

Vv € T,m se v & geodetica (definizione di geodetica)
Vediamo ora il fatto seguente

Proposizione 3.1.10. M wvarieta compatta e completa, Tym = {v € Hg(I,RY);v(t) € TyyM},
J(v) = [(+,7') allora J soddisfa Palais — Smale

Dimostrazione. prendiamo una successione 7, tale che J(v,) — c e VJ,, — 0 come operatore,
vediamo che esiste una estratta fortemente convergente v,, — Yo

Ora siccome J é una norma allora & debolmente LSC, quindi a meno di sottosuccesioni ~y,, — o,
osserviamo inoltre che evidentemente 4 € T,m

[y = [or.ow)

(trasporto parallelo di v)

Nota 3.1.11. nel casodi varietd non posso in generale considerare v = , — 7 per in generale
tale quantita ¢ M : prendiamo allora in considerazione v(t) = P, ()(7n(t) —70(t)) la proiezione
sul tangente a M in 7, (t)

V(1) = Pro(al0) = 35(0) Py (0) = 70(1)

Ora siccome sono su una varietd compatta 4’ & limitato 7y, — ~¢ uniformemente e debolmente

in H}
[ =elol
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3.1.1 Esistenza delle geodetiche nei problemi di meccanica

Prendiamo un funzionale del tipo

1
S(v) = / 30 = V()
la cui equazione di Fulero — Lagrange é
Dt’}/ = fVV

Notiamo inoltre che per funzionali di questa forma che sono ben posti ¢ sempre verificata I'ipotesi
di Palais — Smale sulle varieta compatte (e quindi esistono geodetiche).

3.2 Varianti di problemi visti in precedenza e problemi non
variazionali
Problema 1
—Au= f(z,u)
U |6: 9,9 € ct

In generale per avere soluzione serve che g sia estendibile con continuita a 2, ad esempio
1
ge H2

Problema 2 (di Dirichelet classico)
—Au=0
ulo=g,9 € C°

In generale se g solo C° la soluzione diverge. in questo caso si prendono soluzioni approssi-
manti g, = ¢

Problema 3 (di Neumann nonlineare)
{— Au= f(u)

9u — g(z) su 09

cerchiamo una soluzione u € H'(Q). Vediamo che il problema equivale a minimizzare il
funzionale

J(u) = /Q IVl — Flu) + ﬁﬂgu)u

dove F' & una primitiva di f, infatti ( Gauss — Green

)
dJy[v] :/Q(—Au—f(u))v—i— - gZU—ngg(m)v

ora data ’arbitrarieta di v sia il termine interno che quello di bordo devono essere nulli, da cui
I’equivalenza al problema di partenza.
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Problema 4

{AquV(:c)u = f(u)

u\3:0

Questo problema equivale a trovare il minimo del funzionale

J(u)z/Q%WuF—i—V(x)%—F(u)

Ci chiediamo dunque quando ¢é che il problema di iminimo ha soluzione. Se V(z) > 0e V € L?
possiamo considerare lo spazio di Sobolev con peso

Hy () = {us [Jul [y, < oo}
dove ||u|\§{é = [|Vu|? 4+ V(z)u?, abbiamo le seguenti inclusioni date dai teoremi di Sobolev
Hg, < Hy <~ H ' < Hg,

Inoltre se V' > 0 possiamo caratterizzare esplicitamente il duale come
2 / 2 1

Se in generale abbiamo V = V* — V™~ e V™~ limitato il problema ¢ comunque ben posto. Ci
serve infatti che lo spettro di — A 4V (z) sia limitato inferiormente.

Problema 5

u‘azo

{—wM(m)w) — f(u)

O equivalentemente

{— 31 O, (i ()00, u) = f(u)

u\@:O

Vogliamo vedere quali ipotesi servono affinche il problema sia ben posto. Dove questo avviene
abbiamo che il problema variazionale associato ¢ della forma

J(u) = /Zai’jaziuazju — F(u)

]

Ora una soluzione debole del problema ha senso anche se la forma non é simmetrica, ovvero
I’espressione

dJ,v] = /M(m)Vqu — flu)v
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ha senso e ci si puo chiedere quale sia la soluzione anche se M non simmetrica. Se M simmetrica
e definita positiva questa definisce una norma. Una ipotesi ragionevole da richiedere su M ¢é
a;j € L> : abbiamo infatti d,,u,0,,v € L? = 0, u0y,;v € L' (buona definizione dell’integrale
sopra)

vale in effetti la seguente

Proposizione 3.2.1. Se abbiamo le sequenti condizioni sugli elementi del problema sopra
@ij = Qg
am-(:r) S Lee
M definita positiva, ovvero (ME, &) > || (chiamiamo v > 0 costante di ellitticita)

Allora M definisce un problema uniformemente ellittico ben posto

In effetti il problema resta trattabile se (ME, &) > v(x)|€]? e v > 0 quasi ovunque, in questo
caso si prende lo spazio normato da

lulfy = [ 0190,

[u]|2; = 0 <= Vu = 0 quasi ovunque (si pud anche sommare la usuale norma L?)

Problema 5 (esempio di problema del IV ordine)

{A%—fW)

condizioni al bordo,u € HZ(Q)

3.2.1 Problemi non variazionali

Problema 1

u|3:0

{—Au—k@VU—I—f(u) = g(x)

Problema 2 (esempio di come rendere non variazionale un problema variazionale)
—Au— f(u) =0~ du=ALu+ f(u)
Problema 2

—Au—u+ f(z,u,Vu) =0
ulo=0
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Dove A ¢ a(—=A)
1 approccio:

u=—L"1(f(x,u,Vu)) = /QG(:c,y)f(x,u, Vu)

Se ad esempio f rende RHS una contrazione allora si pud applicare il teorema del punto fisso
(op. Fredholm). Vale la seguente proposizione

Proposizione 3.2.2. K operatore compatto B, — B, ha un punto fisso

2 approccio (mediante il grado topologico)
questo metodo si sviluppa in 3 passi:

riduzione del problema a uno in dimensione finita V,,
trovare soluzioni approssimanti nel problema finito wu,,
passare al limite

3.2.2 Utilizzo del grado topologico
Definizione 3.2.3. F(u) =0, u € B, definiamo il grado topologico
da(F, B,) = t{u € B,|F(u) = 0}/2Z
Per calcolare il grado topologico ci servono le seguenti condizioni:

dF # 0 (zeri semplici)
Flop,#0

Osserviamo inoltre che se F' ha zeri semplici su un compatto allora questi sono in numero
finito.

Proposizione 3.2.4. Il grado topologico é invariante per omotopia
F,:[0,1]] x R" - R"”

dove prendiamo Fy regolare su B, e F1 = F
osserviamo che affinché l'omotopia sia ben definita ci serve F |gp, # 0

Ad esempio se F' ~ Id tramite Fy(u) = (1 — t)u + tF(u) su B, allora il suo grado ¢ 1 (c¢’¢ un
numero dispari di soluzioni).

Lemma 3.2.5 (Saard). F : R™% — R™ ¢ tale che dF # OVu € {F(u) = 0} (ovvero lo zero ¢
non degenere) allora

M = {F(u) = 0} = {F~(0)}
¢ una k-varieta

Nota 3.2.6. 1l grado dipende solo da F' |gp,: se questa infatti & # 0 possiamo prendere G(u) =

F(“) . Qn—1 n—1
mFe &5 S

Nota 3.2.7 (teorema del punto fisso). K : B, — B, continua allora Ju | K(u) = u (se K # 0 sul
bordo possiamo restringere un poco B, — B,._)
equivalente a dire che F' = Id — K ammette O :

F,=1—-t)Id+t(Id—K)=1Id—tK
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3.2.3 Maggiorazioni a priori
Consideriamo il problema
—Au—Xu+ f(z,u,Vu) =0
u € HH Q)

Dove 2 é un aperto limitato, vogliamo stimare a priori la norma di un’eventuale soluzione u
del problema. definiamo ora F(u) = — A u — Au+ f(x,u, Vu) e aggiungiamo Uipotesi |f| < M
u ¢ soluzione debole del problema sopra se

/Vqu —dww + f(z,u, Vu)v =0

Vv € H
F:Hj—H™'
Ora se u é soluzione avremo in particolare
(F(u),u) =0
Vogliamo stimare RHS con qualcosa del tipo
(F(w), u)| = vlul]* = Killul] - K>

Avremo sicuramente una stima del tipo

0=l [ [VuP <3t ful = | [ [FuP < x|+ [ ful
Q Q Q

chiamiamo ora per semplicita A = | [, [Vu|* — Xu?| e B = | [, fu|, abbiamo

o0

A=1>" (wuf = Md) |

k

dove — A e = Agey, prendiamo ora A, 'autovalore in norma piu vicino a A

Nota 3.2.8. Importante: per fare questa stima ci serve l'ipotesi A ¢ o(—A)

oo

A=Y (e =Nud) [ = A=Al D ud = (X = M [Jul 13
k k

mentre su B abbiamo la stima
B=| [ ful<M [ ful < Mifull < MKl
Q Q
Da cui finalmente

0= [(F(u),u)| > [X = Am|[[ul[§ — ME]|ull2 =

MK

< _
ol < 5 =5
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dove le costanti sono rispettivamente K = K(Q) e M = M(f)
prendiamo ora Hg () = U Vin, Vin = spang<m(ex) e cerchiamo u,, € V,,. Sia

F,:Vy,—Vny

il funzionale del problema approssimato

{<Fm<u>,v> =0

Um € Vin
Per quanto appena visto abbiamo la maggiorazione a priori ||u||2 < % < R uniforme in
m
Uy, — U
: 1
in Hy e
U, — U
in L?

per passare al limite nella parte non lineare dipendente da f ci serve u — f(x,u, Vu)
compatto,
2N

N -2

/fv < 4ooVv € LP(Q),p <
tuttavia con la nostra ipotesi sulla limitatezza di f non c’é problema.
Problema 3 (diffusione di pesci in un corso d’acqua)

— Au+ TVu+ ulP~?u = f(z)
u € Hy(Q) L (Q)

o € L™, vedere quali condizioni servono su n affincheé ci sia soluzione (n = oo ok ¢’¢ soluzione)

3.3 Operatori monotoni (crescenti)

Nota 3.3.1. gli operatori lineari > 0 sono monotoni crescenti

Esempio (p-Laplaciano)

Aw) == Dpu= = 0, |VulP 20, u =~V [|Vu"2|Vu]
]
& operatore monotono e il problema tipo da studiare in questo caso & della forma
— Ay ut = f(x)
{u e W, P(Q)

Definizione 3.3.2. A:V — V’ operatore tra Banach si dice
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e monotono se (Auy — Auj,ug —u1) >0

e strettamente monotono se (Aus — Auj,us —ug) >0

e uniformemente monotono se (Aus — Auy,us — ur) > h(||uz — u1]|)|ue — u1| con h(0) = 0,
h(t) > 0Vt > 0, h monotona crescente

Uy

e coercitivo se — 00 per u — 00

Proposizione 3.3.3. A strettamente monotono, allora se ammette soluzione questa é unica
Dimostrazione. Siano Auy = f e Aug = f allora = Aug — Auy =0 = up = us O

Teorema 3.3.4. A : V — V' uniformemente monotono e surgettivo allora A invertibile con
inversa Holderiana

Dimostrazione. Siano Auy = f1, Aus = fo e vediamo che f; = fo = Au; — Aus

(Aug — Auq,ug — u) > h(||ug — ul|)|uz — ui| =

(fa — fr,uz —u1) > h(||luz — ua[])|uz — 1|

(fa = fr,ug —wn) = B([[A™ fo— AT AIDIAT fo — A7 ]
(fo— froug —ur) <|lfa— AlllIAT fo— AT Al =
h(|A™ fo = AT AN < I f2 = Al

1A o = ATE AL < A7 = Al

Nota 3.3.5.
= 8= ) n =) = [ 192 = ) = o~ el
dunque il laplaciano é uniformemente monotono

Teorema 3.3.6 (Teorema di surgettivitd). Sia V' un Banach separabile riflessivo, A:V — V'
hemicontinuo monotono (continuo sugli spazi di dimensione finita), limitato (AB, C Bg) e
coercitivo, allora A é surgettivo, ovvero Au = f ha soluzione

Dimostrazione. V = U,,V,,, cerchiamo soluzioni del problema approssimato

(A, v) = (f,v)Vv €V,
Um € Vi

(dove in effetti A = P, A la proiezione su V)
Nota 3.3.7. dao(B;, Ay) = 1 : infatti

Fo=(1-t)A+tId

funziona come omotopia in quanto la combinazione convessa di vettori che puntano all’esterno
punta ancora all’esterno = F} |gp,# 0
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Facciamo ora una maggiorazione a priori (Au,u) > I(||u]])||u|| con I — oo per ||u|| — oo
(coercivitd) dunque possiamo scrivere

(Au— f,uw) Z U([[ulDlul] = [[£[Tull = ETull) = 1Dl
Ora se u ¢ soluzione (per R abbastanza frande [ > f)

0= (Au— f,u) = (U([[ull) = [IFIDIu]] >0

se © ha norma grande: assurdo
= ||lu|l| <R

Questa maggiorazione & uniforme in m e siccome siamo in un Banach riflessivo abbiamo
Uy, — U

Consideriamo ora
(Aup,v) = (f,v)

Yv € V., per definizione di convergenza debole si ha Au,, — ¥,
X f) = (fv)

Yo € Vip,m > n(uy) = Vo € U Vi = x = f

Consideriamo la relazione di monotonia

0 < (Aup, — Av, U, — V) = (A, Um) — (A, v) — (AV, up,) + (Av,v)
Tutti i membri tranne il primo di RHS sono controllati dalla convergenza debole, ovvero
= (AU, um) — (X, v) — (Av,u — v)
vediamo ora come possiamo stimare il primo termine
= (Atm, um) = (f, um)
a m fissato e
(frum) = (f,u)
(x —Av,u—v) >0

Vv € V per monotonia, in particolare per v = u — tw si ha

{(x — Au,w) 20

per t — 0F

<X_Auaw> <0

pert — 0~
da cui

(x — Au,w) =0= x = Au
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Capitolo

Analisi non standard

Definizione 4.0.1 (definizione assiomatica dei numeri euclidei n.1). Chiamiamo campo dei nu-
meri euclidei E

{z,} CR = Flimprqz, =z € E
Typ =c=limzx, =c
limnta=ack

limz, + limy, = im(z, + y,); limax,.limy, = lim(z,.y,)

4.1 Matematica non Archimedea

Definizione 4.1.1. Diciamo che un campo F gode del principio di Archimede se VK, M € F
Jn € N tale che nK > M

Definizione 4.1.2. Diamo ora alcune definizioni relative agli elementi di un tale campo F
o £ € Fsidice infinitose Vn e N¢ > n
e ¢ si dice infinitesimo se Vn € N [¢] < &
e ¢ si dice limitato se In | || < n
e ¢ si dice apprezzabile se 3n € N | % <é&<n
e a ~b ("a & infinitamente vicno a b") se |a — b| ¢ infinitesimo

e mon(z) ={y |y ~ x} (monade di x)

35
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e gal(xz) ={y | |z — y| & limitato } (galassia di x)

Teorema 4.1.3 (della parte standard). Sia F D R un campo non archimedeo, allora V¢ € F
limitato ez e R |z ~ ¢

idea. Definiamo
A={zeR|z<¢}

B={zeR|z>¢}
applicare il principio di Dedekind O
Corollario 4.1.4. ¢ ben definita la funzione "parte standard”

st : F(limitati) — R

st(€) =x = £ =z + ¢ dove € & un infinitesimo

4.1.1 Esempi di campi non Archimedei

o R(a) = {%} dove p,¢q € R[x] e ¢ non nullo

. . . . o0
e germi di funzioni meromorfe f =3 """ , a,2"
e serie formali

e campo di Levi-Civita = {>°°7 ; a,w? } dove g, € Q, ¢, — 0

Definizione 4.1.5. e un campo [ si dice completo alla Dedekind se ogni sezione ha un ele-
mento separatore

e un campo F si dice completo alla Scott se due insiemi contigui hanno un elemento se-
paratore, inoltre diciamo che A, B sono contigui se Ve € F Ja € A,b € B tali che
la —b] <€

Nota 4.1.6. Se F completo alla Scott e soddisfa il principio di Archimede allora ¢ completo alla
Dedekind

Nota 4.1.7. 1 campi non archimedei non sono mai completi alla Dedekind: infatti {limitati U
infiniti negativi } U { infiniti positivi } = F ma i due insiemi hanno intersezione vuota

Nota 4.1.8. 1l campo di Levi-Civita & completo alla Scott

4.2 Campi iperreali

4.2.1 Definizione n.2 dei numeri euclidei

Definizione 4.2.1. Chiamiamo numeri euclidei gli elementi del campo definito come

E:{£|§:Zan; aneR}

neN
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Assiomi per la buona definizione della somma su E Diamo i seguenti assiomi per
completare la definizione di E

L4 E = ZnGN an
b (EnEN a") (ZmeN b””) = Zm,n a”bm

hd Zam,n = Zk Ck> dove ¢ = Zmax(m,n):k’ Am,n

definizione della somma Diamo ora una definizione rigorosa dell’operatore di somma
che abbiamo descritto sopra

Definizione 4.2.2. Sia
> :F(N,R)»E

I'operatore dalle successioni a valori reali negli euclidei, diamo in modo assiomatico le seguenti
proprieta a )

e > lineare

e > estende la somma usuale su R

o (X,enan) (X,enbm) definita come sopra

definizione dell’ o-limite Sia

=0
lime(n) = > an = J(%)
neN

(somma transfinita)

con

e J lineare surgettivo

e p(n)=c=J(p)=c

o J(p)J(¥) = J(py)

Nota 4.2.3. L’a-limite esiste sempre su E
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Estensione a E di funzioni standard

f(&) = lim f(zn)

nta
dove

lim x,, =
lim 2, 3

4.2.2 Estensione mediante quoziente

Estensione di Q a R Sia
J:C(N,Q) —» R

Dove C(N, Q) = {successioni di Cauchy a valori razionali } e I = {successioni infinitesime }

A
Proposizione 4.2.4. A anello e I C A ideale massimale allora il quoziente T ¢ un campo (e

in effetti vale la doppia implicazione)

Si ha in effetti che I ¢ ideale massimale in C e risulta

_O(N,Q)
R I

Estensione di R a E Vorremmo ora operare una costruzione simile a quella sopra per E.
Consideriamo

J:F(N,R)%Ezm

Per qualche ideale massimale I.

Definizione 4.2.5.

Ir = { successioni definitivamente nulle }
Proposizione 4.2.6. Se non mettiamo Ir C I il quoziente sopra risulta ~ R
Proposizione 4.2.7 (Zorn). Ogni ideale é contenuto in un ideale massimale

Definizione 4.2.8. ) C P(N) si dice qualificato rispetto a I se J(xg) =1

Proposizione 4.2.9. vediamo alcune proprieta degli insiemi qualificati
e RO Q eQ qualificato = R qualificato
o R Q qualificati = RN Q qualificato

e () qualificato <= Q° =N Q non qualificato



4.3. APPLICAZIONI ALLA TEORIA DELLA NUMEROSITA 39

Definizione dei chiusi E D F chiuso < (2, € FNR = limy4, z,, € F)

Definizione 4.2.10 (chiusura). Chiamiamo F™* la chiusura di F' secondo la definizione di chiu-
sura data sopra (estensione naturale).
Vediamo che effettivamente F* soddisfa le proprieta dei chiusi

e [E. () sono chiusi
e F*UG*=(FUG)*

e NF*=H*

Proviamo il secondo punto

Dimostrazione. £ € (FUG)* = £ = limz,, x, € (FUG). Definiamo ora Q = {n | =, € F},
R ={n|z, € G}. Abbiamo che QUR = N per cui almeno uno dei due ¢ qualificato: allora z,
appartiene a uno dei due definitivamente O

4.2.3 Altra definizione di E

Diamo una ulteriore lista di assiomi con i quali possiamo definire E
e Va, € R Jlimp1q ap, limppa ap, =& € E
o limc=c (RCE)
o limpto(Tn + yn) = liMyga n + limpra Yo, limMyga ZpYn = limpra 5 impga Yn
4.3 Applicazioni alla teoria della numerosita
Enunciamo ora due formulazioni classiche del problema "numero di elementi di un insieme"
e (Euclide) "il tutto & piu grande della parte"

e (Cantor) " A e B hanno lo stesso numero di elementi < esiste una bigezione tra i due
insiemi "
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4.3.1 Modi di contare
Cardinali  (ovvero si conta tramite bigezione )

Ng = card(N)

Ng

dove (8 & un ordinale

Ordinali  ( ovvero si conta mettendo in fila)
wo = ord(N)
ltw=w<w+1

Numerosita (non vale Cantor, vale la definizione di Euclide)
num(A) = Z 1;
i€A
num(N) = «
num(NU{0}) =a+1
num(N x N) = o?

come si calcola la numerosita

Dobbiamo innanzitutto definire la funzione detta "etichettatura” in modo tale che
L:A—N

e L71(n) ¢ finito, definiamo poi la numerosita di A come

num(A) = 3717 ()

neN

Problema: dato un certo k£ € R vedere se « ¢ divisibile péer k: questo in effetti dipende
dall’ultrafiltro scelto oltre al filtro di Fréchét. Ad esempio

e Qr={n=0(k)} = « divisibile per k
e Q) ={n =1} « divisibile per ogni naturale

e Qun = {n = 1"} « divisibile per ogni naturale ed esiste a* Vk
Definizione 4.3.1. f ¢é standard se é ’estensione di una funzione R — R
Definizione 4.3.2. f continua in 2y € R se

f(zo+¢) ~ flzo)

Definizione 4.3.3. f uniformemente continua se V€ ~ v si ha f(£) ~ f(v)
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4.4 o~ limite di insiemi e insiemi iperfiniti

Definiamo
lim E,, = {lima, | a, € E,}
nta nTa

In particolare notiamo che anche se F,, = EVn in generale
limE=FE"#F
nTa
Questo tipo di limite non viene da una topologia, infatti il limite di una successione costante
non ¢ la costante stessa.
Definizione 4.4.1. Un insieme che é limite di insiemi si dice interno
Definizione 4.4.2. Se E, finito Vn allora lim,1o E, = E si dice iperfinito
ad esempio

lim{0...n} = N*

nta
Proposizione 4.4.3. Gli insiemi iperfiniti hanno max e min

Teorema 4.4.4. f standard continua ha mazx e min su un insieme iperfinito

mazy,, f = li%n mazrg, f
nla

Esempio
. (P 2
H = lim{~
lim{° | [p| <n7}

Teorema 4.4.5. f :[a,b] = E standard continua allora ha il maz

Dimostrazione. Sia x,, € argmaziqprm, f, & = limpa 2, € sia 1 = st(§). Dico che x¢ €
argmazq ) f. Prendo y | |y —yn| < Ly, € H,.

f(zn) > f(yn) = lim f(2,) > lim f(yn) > f(§) > f(v)

Nota 4.4.6. f continua sse commuta con st

4.5 Definizioni di integrale

4.5.1 definizione 1

/abf::st v Y f@)

z€HN(a,b)

/X@Zl

Problema
Con questa definizione si ha che
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4.6 Definizione dell’universo standard come insieme

Siano

Vo(R) =R
Var1(R) = Vo (R) U P(V,.(R))

E definiamo come insieme universo standard

U = lim V,,(R) = U, V,

nta

e come insieme universo non standard

W = lim V, (E)

nta

Noi lavoreremo principalmente con
(Prin(U), C)

Vogliamo definire il limite come insieme diretto. Definiamo Q(X\g) = {A € L | A > Ao} e U
un ultrafiltro D Q(\o), dove L = Py;, (U)
4.7 Caratterizzazione dei campi iperreali

R* & campo iperreale se 91, J tali che

Jr: F(I,R) - R

dove F(I,R) sono le composible functions, ovvero le funzioni tali che

§= o] = f(§) =[f(v)]
Ad esempio Q(\g) C kerf

©(A) un net, vogliamo definire il limite lungo I'ultrafiltro
Per ¢(X) € Vi(R) ok, se ¢(A) € Vi41(R) allora definiamo
lim = {lim $(3) [ (A) € (M)}
Definizione 4.7.1. Chiamiamo f* la chiusura del grafico di f, dove
£(€) = lim /(@)

Definizione 4.7.2.
A° =lm(ANN)
ATA

notiamo che A° ¢ iperfinito, ed ¢ in generale piu piccolo strettamente di

A :{E}Tnﬁak\aAEA}
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4.7.1 Definizione di D e [ su V,
Sia
VA = %\1%11% V
vogliamo dare una definizione coerente di D, [ su Vj

Poniamo

D*f = lim(Df)

/*legg/f

(V' & spazio vettoriale per cui hanno senso queste operazioni)

4.8 Soluzione generalizzata di problemi di minimo per fun-
zionali

Vogliamo vedere che un funzionale J*(u) ammette sempre soluzione generalizzata in V)

4.8.1 Struttura di questo spazio

Voglio poter definire d, ad esempio su F' = {funzioni con numero finito di discontinuita }.

Primo tentativo di definizione

da(z) = er(a)ex(a)

[utar= 3 e [ ertant@

Dove {ej} base ortonormale. Osserviamo che si puo definire § su uno spazio iperfinito

definizione della §-base Abbiamo cosi ottenuto una rappresentazione di f, vorremmo tutta-
via deinire una base ortonormale che abbia come elementi oggetti simili alla § di Dirac

/%&%o

Prendiamo allora §7 la delta di Kroneker,

v(x) = Z v(a)oy

a€cl

/ﬁﬁ:&

Osserviamo che in generale

ci chiediamo se



44 CAPITOLO 4. ANALISI NON STANDARD

/* udx = Z u(a)d(a)

acl’

/ Ondr =

ultrafunzioni associate Sia f:R — RV
[ e

dove f¢ é lunica funzione tale che
/ fovde =>" f(a
4.8.2 definizione di limite sugli iperreali

(L, U)

dove U ultrafiltro, definiamo

Vo net : L — R3limy4pa ¢
lim 4+, -

J: F(L,R) - R*
come J(p) = ¢(Ao)

£(6) += tim F (@)
. F(L R)
kerJ
nei casi considerati da noi
L = Pyin(U)

Definizione 4.8.1. {textelementicofiniti} = filtro di Fréchét

4.8.3 Griglie

u:A—E

una funzione di griglia
se f una funzione standard prendiamo come funzione di griglia associata

fo=r1A

mentre
u’ =ul|A



4.8. SOLUZIONE GENERALIZZATA DI PROBLEMI DI MINIMO PER FUNZIONALI 45

se u funzione interna alla teoria, ad esempio u(x) = senax

[ =limT,
A

G(T') = funzioni di griglia

(T,0): =) ur(a)¢*(a)

acl

(applicazione di una distribuzione)

(derivata di griglia)

~ A= fx)

esempio di problema
u o= 0

dove f € Lj,, cerco la soluzione tra le funzioni di griglia che si annullano su 99

Nota 4.8.2. ;ciﬁ per 3> N non é nemmeno una distribuzione su RV

G(T) ¢ spazio iperfinito, ad esempio posso definire se V = C}(2) Vi = limyya span(V N A),
in particolare voglio G(I') tale che ci sia un isomorfismo o : Vy — G(I') come u — u | I' = u°

Definizione 4.8.3.
D°f = (0f)°

definizione dell’integrale di griglia una possibile definizione ¢ data da

/ fdz =" u(a)d(a)
ed una possibile norma associata é
[ull* =) u(a)®d(a)
acTl

con prodotto scalare corrispondente

(u,v) = v(a)u(a)d(a)

acl’

Nota 4.84. feV = [ fdz =" f°(a)d(a)
Nota 4.8.5.
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per il principio di transfer, ma

/F5§7éo

/F 07 = d2d(a) = d(a)

acll

Infatti

definiamo allora la delta di Dirac nel seguente modo

dq(x) = d(z(z)

In questo modo otteniamo che

/de(x)v(x)dx = Z dp(a)v(a)d(a) = Z

acl’ a€l

(sgva a)=v
Jyva)d(a) = ()

6-base  Abbiamo cosi ottenuto una base ortogonale fatta da  come
5.’E
{da(@)Vd(a)}aer = {%}ael“

e la conseguente decomposizione

Cosa succede con le distribuzioni

foeVe  ur = DMI(f°)

4.9 applicazione ai problemi al contorno

Problema di Yamabe ) )
I = [ 5Vl = ool

vogliamo vedere se esiste
minF(Q)J

Proposizione 4.9.1.
1
I = [ Je()|VuP + flau)

ammette minimo su un opportuno spazio di ultrafunzioni
V = UV,
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Risolviamo il problema approssimato

{minJ (u)

ueVy

e per come abbiamo definito tale spazio posso sempre fare

lim uy 1= up
AA

4.9.1 Esempi di spazi di Hilbert non separabili
Esempio 1

Sia F'([0,1]) = { funzioni non nulle solo su un numero finito di punti }

(u, w) = Z u(a)w(a)

a€F

dove F' D supp(u) U supp(w) finito
Tale spazio si dimostra essere un Hilbert e non é separabile.

Esempio 2 (funzioni quasi-periodiche)

Siano u,w periodiche € L3_ e sia

1 T
{u,w) = %L“;oﬁ/,T“@
(media ergodica)

la chiusura di L3, rispetto a questo prodotto scalare ¢ uno spazio di Hilbert ma una base
ortonormale & data da {e'**}\cr che ha cardinalita piti che numerabile!

4.9.2 altri esempi di problemi

Nel problema di Yamabe enunciato in precedenza vorremmo poter definire una funzione tale
* . . .
che [ |u|* =1 e in particolare vorremmo dare senso all’espressione

52+
esempio (problema dell’elasticita)

consideriamo il funzionale
1
I = [ GaIa + )

dove chiamiamo a tensore degli sforzi
Abbiamo che

dJy[v] = /a(u)Vqu + %a’(u)\VUFU + f(u)v

Ldalla teoria sugli spazi di Hilbert sappiamo che tutte le basi ortonormali di un Hilbert hanno la stessa
cardinalita. Chiamiamo questa cardinalita appunto dimensione Hilbertiana
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Osserviamo che il termine a’(u)|Vu|?v puo essere problematico in quanto v € L? v € D.

Mettiamo allora come ipotesi a’ limitato, ad esempio prendiamo a costante a tratti del tipo

a=1sul0,1]U(23]
a=0su (1,2]

e semplifichiamo il problema in modo da ottenere

1 12
yo [l
0

2

e condizione al bordo u(0) =0

L’equazione di Eulero-Lagrange associata diventa

au) =
u(0) =0
w'(1)=0
Ora se « ¢ tale che a < 1 basta risolvere u” = —v che ha per soluzione un polinomio di

secondo grado, altrimenti la soluzione fa un salto in u = 1. Abbiamo infatti che v in zg "é&" §2

(xo dove a supera 1)

esempio

{Au—ﬂ@

u |g)Q= 0

Ora se f € C°(Q2) N C?(2) abbiamo che esiste una soluzione classica € HJ

se invece f € LP con p < 2* abbiamo una soluzione come distribuzione
Ora se f ¢ LP abbiamo che l'integrale energia
B = [ [VuP - S
Q

diverge
Esiste soluzione debole come distribuzione ma deve essere almeno f € L!

/Vqu — f(z)v

esempio
Supponiamo di voler risolvere

—bu=prE
U o= 10
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Con ad esempio Q2 = B(0,1), abbiamo i seguenti casi
e « < 0 soluzione classica

e 0 < a < 2* soluzione € H&

e 2 < a < N soluzione come distribuzione

e « > N vediamo cosa succede in questo caso

Supponiamo u(z) = u(|z|), abbiamo che il laplaciano di funzioni a simmetria sferica si scrive

come 700)
P
Af(p) = f"(p)+ (N 1) )
per cui il’equazione del nostro problema diventa
!/
1
U//p+N71U(p):7
(n) +( ) >

che ha come soluzione

A B
U(I)ZW+W+C
-1
A=— -
(a—2)(a—N)

e dalle condizioni al contorno B deve essere tale che

ue) = A (s 1) + 8 (= 1)

Nel caso classico B = 0, soluzione € C?: il B che ha senso finiscamente & quello che minimizza
F(B) = Blus) = [ [Vusl® - fla)us

minF(B) = HB*+ KB + L, per B = —J5 (E quadratica in Vu)
svolgendo i conti otteniamo

£ _ fﬁ <|I‘%71) 7%f(v\1|i’2) (v|$\]£_2>

2H SV =12

Se ao < N abbiamo che B — 0 e ci riconduciamo al caso classico, altrimenti se « > N abbiamo
che B — oo e quindi la soluzione non ¢ accettabile (u = co ovunque)

esempio (membrana elastica)

—Au=46,
U‘QQ:O
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abbiamo che 4, € L' solo in dim=1.

dove H(z) ¢ liscia.
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