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Sia f : Q — C una funzione analitica, con dominio Q C C. Sia A
una matrice di dimensione N.

Vogliamo trovare una soluzione X all’equazione:

F(X) = A
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Sia f : Q — C una funzione analitica, con dominio Q C C. Sia A
una matrice di dimensione N.

Vogliamo trovare una soluzione X all’equazione:

fF(X)=A

Mostriamo algoritmo per il caso f funzione razionale:

H(x) = P(x)
p(x), g(x) sono polinomi di grado m — 1 e n — 1, rispettivamente.

~q(x)
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Definizione (Soluzione Primaria)

Sia X una soluzione all'equazione f(X) = A. Essa & primaria se &
soddisfatta una delle seguenti condizioni equivalenti:

1. Esiste un polinomio p tale che p(A) = X.

2. Esiste f~! un'inversa di f, definita sugli autovalori di A e
analitica in un intorno degli autovalori con indice > 1, tale che
f~1(A) = X.

3. Valgono le due condizioni

a Per ogni coppia di autovalori &1,& di X, si ha (&) # f(&).
b Ogni autovalore ¢ di X tale che f/(£) = 0, & un autovalore
semisemplice.

R 5 erikin — UNIP) Metod: di Approssimazions 16 Dic ZZTE



0e00000 000000000 0000 0000000

Definizione (Soluzione Primaria)

Sia X una soluzione all'equazione f(X) = A. Essa & primaria se &
soddisfatta una delle seguenti condizioni equivalenti:

1. Esiste un polinomio p tale che p(A) = X.

2. Esiste £~ 1 un'inversa di f, definita sugli autovalori di A e
analitica in un intorno degli autovalori con indice > 1, tale che
f~1(A) = X.

3. Valgono le due condizioni

a Per ogni coppia di autovalori &1,& di X, si ha (&) # f(&).
b Ogni autovalore ¢ di X tale che f/(£) = 0, & un autovalore
semisemplice.

1 = 3 La condizione 3a) & necessaria per |'esistenza dell'inversa
f~1(A). La condizione 3b) serve per evitare che un blocco di
Jordan di X si spezzi.

Per le altre implicazioni, basta scegliere come p un polinomio
interpolatore appropiato.
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Per una qualsiasi g derivabile, definiamo la differenza divisa

g(x) —gl(y) se x £y,
glx,yl = X=y
g'(x)

se x =y;

o
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Per una qualsiasi g derivabile, definiamo la differenza divisa

gx)—8ly) . 2y
glx.y] = x—y
g'(x) se X =y;

Lemma
Sia A una matrice di taglia N e f funzione. Siano
e1 = (1,0,...,0,0)" e ey =(0,0,...,0,1)T ey € C.
> Se A & un blocco di Jordan con autovalore ), allora
f(A+~erey) = F(A) + F/(\) yerey .
> Se A & formata da due blocchi di Jordan con autovalori A, p,
allora f(A+ yerey) = f(A) + f[\, u] verey .
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Lemma

Sia A una matrice di taglia N e f funzione. Siano

er1 = (1,0,...,0,0)" e ey = (0,0,...,0,1)T ey € C.

» Se A e un blocco di Jordan con autovalore )\, allora
f(A+erey) = F(A) + F/(\) yerey.

» Se A e formata da due blocchi di Jordan con autovalori A, p,
allora f(A+yerey) = f(A) + f[\, ] verey .
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Lemma
Sia A una matrice di taglia N e f funzione. Siano
er1 = (1,0,...,0,0)" e ey = (0,0,...,0,1)T ey € C.
» Se A & un blocco di Jordan con autovalore A, allora
F(A+erey) = F(A) + F/(\) yerey .
» Se A e formata da due blocchi di Jordan con autovalori A, p,
allora f(A+yerey) = f(A) + f[\, ] verey .

A f(A)
A1 F)  x o«
1 *
A0 £(N)
po1 fpu) = =
1 *
1 f(n)
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Lemma
Sia A una matrice di taglia N e f funzione. Siano
er1 = (1,0,...,0,0)" e ey = (0,0,...,0,1)T ey € C.
» Se A & un blocco di Jordan con autovalore A, allora
F(A+erey) = F(A) + F/(\) yerey .

» Se A & formata da due blocchi di Jordan con autovalori A, p,

allora f(A+yerey) = f(A) + f[\, ] verey .

0000000

A+'ye1e,-\,'— f(A—O—vele,-'\,—)
A1 5 f(A) = *
1 E *
A0 F(\)
w1 flp) =
: 1 )
1
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Lemma
Sia A una matrice di taglia N e f funzione. Siano
er1 = (1,0,...,0,0)" e ey = (0,0,...,0,1)T ey € C.
» Se A & un blocco di Jordan con autovalore A, allora
F(A+erey) = F(A) + F/(\) yerey .
» Se A e formata da due blocchi di Jordan con autovalori A, p,
allora f(A+yerey) = f(A) + f[\, ] verey .

v

Dimostrazione: Dividendo A in blocchi di taglia N —1 e 1, si ha:

(5 0) w- (0L

14

prrae=(g ) arman= (0 0 )
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Lemma
Sia A una matrice di taglia N e f funzione. Siano
er1 = (1,0,...,0,0)" e ey = (0,0,...,0,1)T ey € C.
» Se A & un blocco di Jordan con autovalore A, allora
F(A+erey) = F(A) + F/(\) yerey .
» Se A e formata da due blocchi di Jordan con autovalori A, p,
allora f(A+yerey) = f(A) + f[\, ] verey .

v

Dimostrazione: Dividendo A in blocchi di taglia N —1 e 1, si ha:

(5 0) w- (0L

v

prrae=(g ) arman= (0 0 )

Le prime N — 1 colonne sono uguali. Dividendo in blocchi di 1 e
N — 1, si ottiene che |'unico elemento diverso & in posizione (1, N).
Il suo valore puo essere calcolato scomponendo a blocchi.
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Osservazione. Se [\, u] =0, allora f(A) = f(A + verey).
A+ yerey
Al

f(A—I—'yele,-'V—)
v fA) *  x v fI pl
1 *
A0 F(\)
po 1 U *
1 *
1 f(n)

=
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Definizione
Una soluzione X all’equazione f(X) = A si dice isolata, se esiste

. . 2 . . R . , .
un intorno di C™ in cui X & l'unica soluzione dell’'equazione.
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Definizione

Una soluzione X all’equazione f(X) = A si dice isolata, se esiste
. . 2 . TR . , .
un intorno di C™ in cui X & I'unica soluzione dell’equazione.

Proposizione

Sia X una soluzione non primaria all'equazione f(X) = A. Allora
X non ¢ isolata.

A
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Definizione

Una soluzione X all’equazione f(X) = A si dice isolata, se esiste
. . 2 . TR . , .

un intorno di C™ in cui X & I'unica soluzione dell’equazione.

Proposizione
Sia X una soluzione non primaria all'equazione f(X) = A. Allora
X non ¢ isolata.

Dimostrazione: Se X non & primaria, allora esistono &1 # &> con
(&) = f(&), oppure esiste &y con /(&) = 0.
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Definizione

Una soluzione X all’equazione f(X) = A si dice isolata, se esiste
. . 2 . a T a . [} -
un intorno di C™ in cui X & I'unica soluzione dell’equazione.

Proposizione

Sia X una soluzione non primaria all'equazione f(X) = A. Allora
X non ¢ isolata.

Dimostrazione: Se X non & primaria, allora esistono £ # &, con
f(&1) = (&), oppure esiste & con /(&) = 0.

Nel primo caso, siano Ji, J i relativi blocchi di Jordan. Sia X(7)
la matrice ottenuta sostituendo il blocco T =diag(Ji, J2) con

T +~eie, si ha f(T) = f(T +~ere') per il lemma. Dunque
f(X) = f(X(~)) per ogni v € C.

Il secondo caso si fa similmente.
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Definizione

Una soluzione X all’equazione f(X) = A si dice isolata, se esiste
. . 2 . a T a . [} -
un intorno di C™ in cui X & I'unica soluzione dell’equazione.

Proposizione

Sia X una soluzione non primaria all'equazione f(X) = A. Allora
X non ¢ isolata.

Dimostrazione: Se X non & primaria, allora esistono £ # &, con
f(&1) = (&), oppure esiste & con /(&) = 0.

Nel primo caso, siano Ji, J i relativi blocchi di Jordan. Sia X(7)
la matrice ottenuta sostituendo il blocco T =diag(Ji, J2) con

T +~eie, si ha f(T) = f(T +~ere') per il lemma. Dunque
f(X) = f(X(~)) per ogni v € C.

Il secondo caso si fa similmente.

Corollario. Una soluzione isolata & primaria. J

IR Deriskin - UNIP) Metod: di Approssimazions 16 Dic 2T
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Teorema
Sia X una soluzione all'equazione f(X) = A. Siano &1,...,&y gli

autovalori di X. Sono equivalenti:
1. X & una soluzione isolata.
2. X & primaria e vale una condizione piu forte:
a Per ogni coppia di autovalori §;,&; di X, si ha f(&;) # f(&).
b Ogni autovalore ¢ di X tale che f/(¢) = 0, & un autovalore
semplice.

3. X e I'unica soluzione con autovalori &1, ..., &N.
4. f[&,&] # 0 per ogni i # j.
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Risolvere r(X) = A & equivalente a p(X) = A g(X).

o =
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A=UTU?

Risolvere r(X) = A & equivalente a p(X) = A g(X).
Scriviamo A in forma di Schur, con T triangolare superiore e U
unitaria
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Risolvere r(X) = A & equivalente a p(X) = A g(X).
unitaria

Scriviamo A in forma di Schur, con T triangolare superiore e U

A=UTU?

Trasformo X con il cambio di base dato da U

X=UYU!

o
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Risolvere r(X) = A & equivalente a p(X) = A g(X).
Scriviamo A in forma di Schur, con T triangolare superiore e U

unitaria
A=UTU?

Trasformo X con il cambio di base dato da U
X=UYUu!

Anche T, Y soddisfano I'equazione:
p(Y)=Taq(Y)

Cerchiamo Y con la stessa suddivisione triangolare superiore a
blocchi di T. Anche g(Y) e p(Y) avranno questa suddivisione.

R 5 crikin — UNIP) Metod: di Approssimazions ' 16 D ST



p(Y) = Cmym_1 + Cm—lym_2 +...+ C3Y2 + Y +cal

E possibile calcolare p(Y) in modo ricorsivo, equivalentemente alla
decomposizione di Horner:
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p(Y) = Y™t emo YT R+ C:J,Y2 + oY + al

E possibile calcolare p(Y) in modo ricorsivo, equivalentemente alla
decomposizione di Horner:
(

plm — ¢ 1

plm= — ¢ 1+ ypim

PRl = ¢, 1 + Y PB

PM = ¢ 14y PR

Pl & una matrice di taglia N, che dipende da Y.
(L'indicizzazione ¢ stata scelta per essere la stessa del codice
Matlab)

R 5 erikin — UNIP)
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Similmente per il polinomio g(x), di grado n — 1:
q(Y)=d,Y" 1 4+ dy 1Y " 24+ Y2+ Y +dyl
(

QI = d, |

QI =d, 11+ v QW

QP =dy 1 + Y QP
QM =d; 1+ Y QP

o
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Guardiamo la ricorrenza sui blocchi diagonali di Pl

pll = ¢, 1 + vy plutil

N
P’_[iu] =c,+ (Y- p[u+1]) =c,+ Z Yin P,[77+1] =c,+ Vi P,.[,.”H]
h=1

o
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Guardiamo la ricorrenza sui blocchi diagonali di Pl

Wl = ¢, 1+ y pluti]

h=1

Pl — ¢, + (v Pltlly — ¢, 4 Z Yin PR — ¢, 4+ Pl
Questa dipende unicamente dal blocco (7, ). Per cui determiniamo
Y;; come una soluzione al sistema

p(Yi) = Tiq(Yi)
per ogni i, e da esse ricaviamo i blocchi Yj; con i #

R 5 erikin — UNIP)
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P[U]

(cul + Y Plutlly,

= (v Pl
Pi[ju] _ZY P[u+1] P[u—|—1]+ Z Y PI[;-l—l] Y. P[u—l—l]
k=i+1

L]

o
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P[U]

(cul + Y Plutlly,

= (v Pl
[v] [u+1] [u+1] [u+1] [u+1]
P ZY Py Yi P Z Yi P+ Y P
k=i+1
C,E"H—l]

o
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P[“]

(cul + Y Plutlly,

= (v Pl
Pi[ju] _ZY P[u+1] P[u+1] + Z Y P1[<j'l+1] Yu PJ[Ju+1]
k=i+1
c.[.““]
P[u] Y,, P[u+1] + C[u+1] + Yl_/ PJ[Ju+1]

o
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P[”] (C I+Y P[u-l—l]) (Y P[u+1]):j

Jj+1
Pi[jU] _ Z Yo P/[(}J—i—l] P[u+1] + Z Y Pl[;_'—l]

u+1
+ vy Py
k=i+1
c.[.““]
P[u] Y,, P[u+1] + C[u+1] + Yl_/ PJBqul]
Valori per m grande
M=o, P =[cnl]j=0 perchéi#],
P =040+ v, P = ¢, P
Invece C-[-m_ll, P,-[jm_ ] e successivi sono non nulli
B Nikita Deniskin — UNIPI
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m—u

m
P =Y vty el
e=1

Per i # j, il blocco P,-[J.”] si puo scrivere in funzione dei blocchi con
u maggiore

—u—1

S oyl
f=1 ’

Metodi di Approssimazione



. . u .
ij
u maggiore

Per i # j, il blocco Pl i puo scrivere in funzione dei blocchi con

Pl — Z vely; plote —Z— yi-1 clot]
Dimostrazione
[u]  A[u+1] [u+1] [u+1]
P C +Yj PJJ +Y; Pu

o
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. . u .
ij
u maggiore

Per i # j, il blocco Pl i puo scrivere in funzione dei blocchi con

[UI 1 [U+e] &t f—1 ~[utf]
E Ve VR § yi-1c
Dimostrazione
[u]  A[u+1] [u+1] [u+1]
P C +Yj PJJ + Y PU

o
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. . u .
ij
u maggiore

Per i # j, il blocco Pl i puo scrivere in funzione dei blocchi con

[”] Z Ye 1 KJ PJ[JUJ’_e] Z )/i;r—l Ci[-u+f]
Dimostrazione
u u+1 u+1 u+1
Pl =l vy Pl vy Pl
[u]  A[u+1] [u+1] ; [u+2] [u+2]
P = ¢l vy P vyl vy P

1Y P[Eu+2])

o
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. . u .
ij
u maggiore

Per i # j, il blocco Pl i puo scrivere in funzione dei blocchi con

[”] Z Ye 1 KJ PJ[JUJ’_e] Z )/i;r—l Ci[-u+f]
Dimostrazione
u u+1 u+1 u+1
Pl =l vy Pl vy Pl
[u]  A[u+1] [u+1] ; [u+2] [u+2]
P = ¢l vy P vl vy P

1Y P[Eu+2])

o
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Per i # j, il blocco P,.[J.] si puo scrivere in funzione dei blocchi con
u maggiore

[u} Z vely; ’DJ[Ju+e] —zu:— Yl_;f—1 Cij[u+f]
Dimostrazione:
P[U] C[u+1] +Y P[u+1] Ty, P:BUH]
P[u] C[u+1]+ Y. P[u+1]

; [u+2] [u+2] [u+2]
i PR v (P vy P 4 v )

if
P[u] C[u+1] Ly, PJ[ju+1] Ly, (C,-J[-”+2] LY Pl 4y ( ))

=
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L’equazione p(Y) = T q(Y), owero P = T QM ha in (i,j):
[ 1 _
Pl = (T Q! ]) =

Ti Q) + Z Ti Qy

k=i+1
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L’equazione p(Y) = T q(Y), owero P = T QM ha in (i,j):
1 _ my =
P =(TQ )U T

J
ii Q,_[lll + Z Tik Q[l]

k=i+1
1] .ol _ (1]
ij - Tu QU Z T Q

=i+1
0 1 e
Py = TiQy —ZY

+2
Yy P+

Z yf C£f+2]_
— l5+2] [h+2]
- ngy Qg+ +ZY"D+
g=0
B Deniskin — UNIPI
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m—2 m—3
R e s
e=0 f=0

n—2 n—3
— T | Y YEY QE Y v Dl
g=0 h=0

m—2 -2

> Vive P = Ta 3 Yy @F =

e=0 g=0

J m—3 n—3

=3 Q- vic T Y v ol
k=i+1 f=0 h=0

W Nikita Deniskin — UNIPI
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m—2 m—3
A= Tl =3 v+ S v
e=0 f=0

n—2 n—3
— T | Y YEY QE Y v Dl
g=0 h=0

m—2 -2

> Vivy P = Ta 3 Yy @f =

e=0 g=0

J m—3 n—3

=3 Q- vicA T Y vl
k=it+1 f=0 h=0

R 5 erikin — UNIP)
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m—2

> i

m—2
[e+2] T Z Y”g QJ[Jg+2]
e=0 =

= n—3
Z TaQu = S vic A4 1 Y v ot
=i+1 =

Supponiamo che tutti i blocchi diagonali di T siano 1 x 1. Allora
I'equazione & scalare, e posso esplicitare Yj;:

Yij

o
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Supponiamo che tutti i blocchi diagonali di T siano 1 x 1. Allora
I'equazione & scalare, e posso esplicitare Yj;:

= [ 2] 3 [ 2]
P e+ — T E 8 g+ .
Ye i )/ii Q \/Ij
0 =

e—=

m—3 n—3
Z Tk Q[I] > Yi Ci5f+2] +Ti ) Vi Dl[jh+2]
F=0 -

=i+1

Vi Yij = pijj
";Dl:i — Z [e+2] — T Z [g+2]

n—3
0 = Z Tw QL — Z Yf A 1 3 vhpltd
=i+1
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Algoritmo invrat

Setting: caso in cui ogni blocco Tj;; ha dimensione 1, sono scalari
Algoritmo: sia | = j — i, lavoriamo via via sulla /-esima diagonale

» Per | =0, trovo ogni y;; come soluzione di p(y;i) = tii q(vii)-
(o] _[v]

» Calcolo p;;*, g;;* per ogni i, u,v.
> Per/=1...,N— 1'

1. Calcolo C[ u_ Z Yie p[ u D,-[J-V] = Z Yie qk per ogni
k=i+1 k=i+1
u,v.

2. Calcolo v e pji
Calcolo Yjj = vjj /1.

4. Aggiorno p,[j"] , q,[}/] .

w
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Bisogna garantire che 1);; # 0.

=
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Bisogna garantire che 1;; # 0

Siano p(x), g(x), r(x) come prima, e a,b € C

Sia plKl(x) il calcolo parziale di p(x) utilizzando Horner
Y(a, b)

m—2
Z a® plet2(b) — r(a) Z a€ qle+2(p)

g=0

o
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Bisogna garantire che 1;; # 0

Siano p(x), g(x), r(x) come prima, e a,b € C

Sia plKl(x) il calcolo parziale di p(x) utilizzando Horner

,lp(a b Z ae [e+2]

m—2

—r(a) Z a€ qle+2(p)
g=0

Proposizione

1/}(‘97 b) -

Supponiamo g(a), g(b) # 0. Allora vale la seguente relazione

pla, b] — r(a) qla, b] = r(a, b] q(b)
R 5 erikin — UNIP)
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m-2 m—2
P(a, b) = Z 2¢ p[e+2](b) — r(a) Z 28 q[g+2](b)
e=0 g:0

m—2

m—2
vy = oY V) = D Vi PG —r(Ya) D Vi aE () =
e=0 g=0

bij = r[Yi, Yl a(Yy)
Proposizione
Si ha vj; # 0 se e solo se

» Per Yji # Yj, se r(Yi) # r(Yj) e q(Y}) #0,
> Per Yj = Yj se r'(Y;) # 0 e q(Y};) # 0.

o =
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Teorema

Siano p(x), g(x) coprimi, r(x) = p(x)/q(x). Sia T triangolare
superiore di taglia n, e Y una soluzione a r(Y) = T. Sono
equivalenti:

» Y & una soluzione isolata

» Scegliendo Yj; soluzione di r(X) = Tj; per ogni i, I'algoritmo
calcola univocamente Yj;, ovvero la soluzione esiste ed e unica.

o =
—NIPI Metodi di Approssimazione




0000000 000000000 oooe 0000000

Teorema

Siano p(x), g(x) coprimi, r(x) = p(x)/q(x). Sia T triangolare
superiore di taglia n, e Y una soluzione a r(Y) = T. Sono
equivalenti:

» Y & una soluzione isolata
» Scegliendo Yj; soluzione di r(X) = Tj; per ogni i, I'algoritmo
calcola univocamente Yj;, ovvero la soluzione esiste ed ¢ unica.

v

Dimostrazione: Ogni Yj; & soluzione di 1;; Y;; = jj; basta
mostrare che v # 0, equivalente a r[Yj;, Yj] q(Y};) # 0.
La condizione di coprimalita tra p, q implica g(Yj;) # 0.
Per il Teorema, chiedere che r[Yj;, Yjj] # 0 per ogni i,/ &
equivalente a Y soluzione isolata.
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Sperimentazione

Vogliamo risolvere il sistema r(X) = A, con r(z) funzione razionale
assegnata.
Confrontiamo tre algoritmi:
P> INVRAT: |'algoritmo descritto, con forma triangolare di Schur
» DIAG: diagonalizza A = UDU™! e calcola f(A) = Uf(D)UL.
» APPROX_DIAG: perturba A — A+ B con B dell’ordine di
e ~ 107!, Fattorizza A+ B = UDU™ e approssima f(A)
con f(A+ B) = Uf(D)UL.
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Fig. 1. Relative forward errors of invrat, diag, and approx_diag on the test set.
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r(z) = <m+1—o+§+1 “tot-3tl
Sono scelte 63 matrici A, con N che varia da 2 a 10, prese da
GALLERY di Matlab.
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Fig. 1. Relative forward errors of invrat, diag, and approx_diag on the test set.

Viene calcolata la soluzione X = r~!(A) tramite un pacchetto ad
alta precisione (Advanpix Multiprecision Computing Toolbox), con
512 cifre decimali.
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Fig. 1. Relative forward errors of invrat, diag, and approx_diag on the test set.

Per ciascuna A, sono calcolate X; = invrat(A), X, = diag(A),
X3 = approx_diag(A). Nel grafico vengono rappresentati le norme
degli errori X — X1, X — X5, X — Xj.
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Fig. 1. Relative forward errors of invrat, diag, and approx_diag on the test set.

La linea blu rappresenta il condizionamento in norma 1 della
funzione di matrice r—!(A), stimata con FUNM_CONDEST di
Higham (Matrix Function Toolbox).
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Per ogni N tra 1 e 20, sono generate 10 matrici A con
distribuzione uniforme su [0, 1] per ciascuna entrata.
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diag(A),

invrat(A), Xa

approx_diag(A). Nel grafico vengono rappresentati le norme

degli errori di A—r(X1), A—r(Xz2), A—r(X3).
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Per ciascuna A, sono calcolate X

X3
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in Test 2 with spectrum {r; '(A1), 7 ' (A2), ri (X))
_ _—Z
r(z) = 7

La funzione r(z) ha valori critici per r(z) = +0.5.

Fig. 2. Relative error of the Schur algorithm for computing the solution of the matrix equation r(Xs) = As

Si ha N = 3, e la matrice di test ¢ A = MDM~! dove M & matrice
casuale, e D & una perturbazione di § dei valori critici. -
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Fig. 2. Relative error of the Schur algorithm for computing the solution of the matrix equation r(Xs) = As
in Test 2 with spectrum {ry '(A1), 7 *(A2), ri 1 (As)})

In questo grafico viene rappresentato |'errore relativo di X,

confrontando la soluzione calcolata con invrat in aritmetica double,
e con precisione di 512 cifre decimali. L'errore aumenta quando gli
autovalori sono vicini ai valori critici di r. L
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Esperimento 2

r(z) = z2_—i1

Si ha N = 3, e la matrice di test ¢ A = MDM~! dove M & matrice
casuale, e D & una perturbazione di § dei valori critici.

Il grafico sono rappresentate le norme degli errori A — r(X1),
A— r(Xg), A— r(X3).

R 5 erikin — UNIP)

Metodi di Approssimazione



Esperimento 3
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Matrice circolante di taglia N da 1 a 74, con le prime cifre di 7.

\

E una matrice normale, e i metodi danno risultati vicini.

- - = z 9ac
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'x) =} (x - 3+ Vx? —6x+ 13)

Il ramo scelto per r~! & quello destro. Per ogni N tra 1 e 20, sono

3, viene calcolato

r(X) e successivamente vengono applicati gli algoritmi per

calcolare X; = r1(A).

generate 10 matrici X con autovalori >

A
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Nel grafico sono rappresentate le norme degli errori, X — X;.
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