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Grafi
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Un grafo G & definito da un insieme di vertici V' e da un insieme di
archi EC V x V.
Ci occupiamo di grafi finiti, V = {1,2,...,n}
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Grafi
€000

Un grafo G & definito da un insieme di vertici V' e da un insieme di
archi EC V x V.
Ci occupiamo di grafi finiti, V = {1,2,...,n}

Misura di centralita: & una funzione f : V — R™, tale che pil un
vertice i & "importante” e "ben collegato”, maggiore & f(/).
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Grafi
€000

Un grafo G & definito da un insieme di vertici V' e da un insieme di
archi EC V x V.

Ci occupiamo di grafi finiti, V = {1,2,...,n}

Misura di centralita: & una funzione f : V — R™, tale che pil un
vertice i & "importante” e "ben collegato”, maggiore & f(/).
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m vertici rossi — centrali
e importanti
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m vertici blu — periferici e

=] poco importanti
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Grafi
€000

Un grafo G & definito da un insieme di vertici V' e da un insieme di
archi EC V x V.
Ci occupiamo di grafi finiti, V = {1,2,...,n}

Misura di centralita: & una funzione f : V — R™, tale che pil un
vertice i & "importante” e "ben collegato”, maggiore & f(/).

Obiettivo

Dato un grafo C? ottenuto modificando alcuni archi di G, come
posso stimare la nuova misura di centralita f(G, i) conoscendo
quella vecchia f(G,i)?
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Grafi
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Un grafo G & definito da un insieme di vertici V' e da un insieme di
archi EC V x V.
Ci occupiamo di grafi finiti, V = {1,2,...,n}

Misura di centralita: & una funzione f : V — R™, tale che pil un
vertice i & "importante” e "ben collegato”, maggiore & f(/).

Obiettivo

Dato un grafo C? ottenuto modificando alcuni archi di G, come
posso stimare la nuova misura di centralita f(G, i) conoscendo
quella vecchia f(G,i)?

Studieremo misure di centralita ottenute da funzioni di matrici, e
troveremo un modo per stimare la variazione utilizzando i polinomi
di Faber.
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Grafi «—— Matrici

A ogni grafo possiamo associare una matrice di adiacenza A,
mettendo A;; = 1 se c'¢ un arco i — j, e 0 altrimenti.
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Grafi «—— Matrici

A ogni grafo possiamo associare una matrice di adiacenza A,
mettendo A;; = 1 se c'¢ un arco i — j, e 0 altrimenti.

Se il grafo & non orientato (se c'é un arco i — j, c'& anche j — i)
allora A & simmetrica.
Se il grafo & orientato, A in generale non & simmetrica.
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Grafi «—— Matrici

A ogni grafo possiamo associare una matrice di adiacenza A,
mettendo A;; = 1 se c'¢ un arco i — j, e 0 altrimenti.

Se il grafo & non orientato (se c'é un arco i — j, c'& anche j — i)
allora A & simmetrica.
Se il grafo & orientato, A in generale non & simmetrica.

Grafi pesati Possiamo generalizzare la definizione e assegnare a
ciascun arco di un grafo un numero (di solito reale positivo).

In tal caso nella matrice di adiacenza il valore di A;; ¢ il peso
dell’arco i — j, e 0 se non c'e nessun arco i — J.
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Per A matrice di adiacenza di G grafo non pesato (diretto o non
diretto), si ha:

[A¥];; = numero di cammini da i a j di lunghezza k
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Grafi
oooe

Per A matrice di adiacenza di G grafo non pesato (diretto o non
diretto), si ha:

[A¥];; = numero di cammini da i a j di lunghezza k

Se G grafo & pesato (diretto o non diretto), il peso di un cammino
e definito come il prodotto dei valori su ogni arco.

6 0.5 1
OO e
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Grafi
oooe

Per A matrice di adiacenza di G grafo non pesato (diretto o non
diretto), si ha:

[A¥];; = numero di cammini da i a j di lunghezza k

Se G grafo & pesato (diretto o non diretto), il peso di un cammino
e definito come il prodotto dei valori su ogni arco.

O—O——O0—O
_ > _— —_ peso=3
In questo caso si ha:

[Ak],-j = somma dei pesi dei cammini da i a j di lunghezza k
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Funzioni di matrice 3eckermann
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Funzioni di Matrice

Definizione

Sia A matrice diagonalizzabile con autovalori A1, ..., A,
A= QDQ~!. Sia f una funzione definita sullo spettro di A a valori

in C. Allora:
f(A1)
f(A)=QF(D)Q ' =Q e 5 Q!
)

Se A ha blocchi di Jordan di dimensione k; relativi a \;, bisogna
richiedere anche che f sia derivabile k; — 1 volte in A;.
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Funzioni di matrice
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Proposizione

Sia A matrice con raggio spettrale p(A).
Se f(x) e analitica in x = 0 con raggio di convergenza R > p(A),
con sviluppo in serie di Taylor:

o0
f(x) = chxk =+ ax+ax®+ax+...
k=0

Allora f(A) si puo calcolare come:

F(A) =D aA =cl+aA+ oA +aA®+. ..
k=0

Scuola Normale Superiore
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Funzioni di matrice olinomi di Faber

00e00

Proposizione

Sia A matrice con autovalori A1, ..., A,.

Sia 2 C C un aperto contenente lo spettro di A e sia I una curva
in Q che racchiude tutti gli autovalori di A.

Sia f : Q — C una funzione olomorfa. Allora:

f(A) = 2% / f(z)(zl — A)~tdz
r
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Funzioni di matrice
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Alcuni esempi di misure di centralita:
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Alcuni esempi di misure di centralita:

m Eigenvector centrality (simile al PageRank): A ha un
autovettore v con tutte componenti positive, con autovalore
p(A) (per Perron-Frobenius). centr(i) = v(i).
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Alcuni esempi di misure di centralita:

m Eigenvector centrality (simile al PageRank): A ha un
autovettore v con tutte componenti positive, con autovalore
p(A) (per Perron-Frobenius). centr(i) = v(i).

m Exponential subgraph centrality centr(i) = [¢?4];; con
B € Rt parametro.
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Alcuni esempi di misure di centralita:

m Eigenvector centrality (simile al PageRank): A ha un
autovettore v con tutte componenti positive, con autovalore
p(A) (per Perron-Frobenius). centr(i) = v(i).

m Exponential subgraph centrality centr(i) = [¢?4];; con
B € Rt parametro.

= Resolvent subgraph centrality centr(i) = [(/ — aA)~1];i con
a € RT tale che p(aA) < 1.
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Alcuni esempi di misure di centralita:

m Eigenvector centrality (simile al PageRank): A ha un
autovettore v con tutte componenti positive, con autovalore
p(A) (per Perron-Frobenius). centr(i) = v(i).

m Exponential subgraph centrality centr(i) = [¢?4];; con
B € Rt parametro.

= Resolvent subgraph centrality centr(i) = [(/ — aA)~1];i con
a € RT tale che p(aA) < 1.

m Ce ne sono molte altre, definite sia attraverso I'algebra lineare
o funzioni di matrici, sia piu direttamente dalla struttura del
grafo.
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Funzioni di matrice
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Interpretazione di [e%4]; in termini di cammini sul grafo:

1 1
eﬁA:I+BA+§,82A2+§ﬁ3A3+...

N.Deniskin Scuola Normale Superiore

Stima di variaz



Funzioni di matrice
0000@

Interpretazione di [e%4]; in termini di cammini sul grafo:

1 1
eﬁA:I+BA+§,82A2+§ﬁ3A3+...

[#A]; = 1+ BlAls + %52[;\2],-,- + %/33[;\3],-,- v

Si ottiene il numero di cammini chiusi che partono e tornano in i,

. . K
pesati con un coefficiente %
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Polinomi di Faber
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Polinomi di Faber

Una funzione olomorfa in 0 si puo sviluppare localmente in una
serie di potenze:

f(z)=c+az+ oz +328+...
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Polinomi di Faber
©000000

Polinomi di Faber

Una funzione olomorfa in 0 si puo sviluppare localmente in una
serie di potenze:

f(z)=c+az+ oz +328+...

Dato un dominio 2, una funzione f olomorfa su 2 si puo
sviluppare in serie di polinomi di Faber:

f(z) = fo®o(2) + AP1(2) + HLDP2(2) + ...
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Funzioni di matrice Polinomi di Faber
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Identifichiamo C in maniera naturale dentro la sfera di Riemann C.

Sia Q un aperto connesso limitato di C e tale che I'aperto

=C . . CN
complementare Q" sia un aperto semplicemente connesso di C
contentente oo.

Per il teorema della mappa di Riemann, esiste (ed & unico) un
biolomorfismo ¢ : Q° — D tale che (o) = 0o € ¢/(0) = a > 0.

z = P(w) w = ¢(2)

N.Deniskin Scuola Normale Superiore




Polinomi di Faber
0®00000

La condizione ¢’(00) = « vuol dire che ¢ si pud sviluppare in un
intorno di co come:

1 1
ga(z):ozz+ao+a,1f+a,2—2+...
z z

Analogamente si pu0 scrivere v l'inversa di ¢:

1 1 1
¢(W):fw+bo+b,1f+b,2f2+...
« w w

z = P(w) w = ¢(2)
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Polinomi di Faber
fole] Yololele)

1 1
go(z):az+ao+a_1;+a_gz—2+...

@(z)": a”z"+a$, )lz +...+a§")z+a(()") —I-a(_nl) (_ng) 2 +.
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Polinomi di Faber
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1 1
@(Z):az+30+3—1;+8—227+-..

n n n n ]‘
o(2)" =|a"z"+ a2+ &z B +a(_1) a") = a2t
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1 1
go(z):az+ao+a_1;+a_gz—2+...

n n n n]‘
@(Z)“Z{ +alm znl oy +a§)z+a()}+a(_1) 5t
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Polinomi di Faber
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1 1
go(z):az+ao+a_1;+a_gz—2+...

n n n n 1
p(z)" = {a”z” I af, )12 FoooTr ag )z F a( )} ( ) + 3(_2) 2 +.

®n(2) R,,(z)
p(2)" = ®n(z) + Ra(2)
®,(z) e I'n-esimo polinomio di Faber per il dominio Q.
Si pone ®g(z) = 1.

®,(z) & un polinomio, quindi & ben definito su tutto C.
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Polinomi di Faber
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Sia I il bordo di 2 e d'ora in poi assumiamo che sia analitico.

Sia G ={z€ C:|z| =R} elTr =¢(GRg).

¥ T

v
Mr v Gr
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0O00@000

Sia I il bordo di 2 e d'ora in poi assumiamo che sia analitico.
Sia G ={z€ C:|z| =R} elTr =¢(GRg).

Siano Qr e Dg le regioni delimitate da g e Gg.

/—N
Dr
W 2

Mr
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Sia z € Qg. o(z)" = ®,(2) + Ra(2)
/ 2(s) ds = / ®n(s) ds + R"(S)ds
s—z s—z s—z
M'r Mg Mg
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Sia z € QR. o(z)" = ®,(2) + Ra(2)
/ #(s) ds = / ®n(s) ds —i—/ R"(S)ds
s—z s—z s—z
M'r M'r Mg
Pn(s) . .
sids = ®,(z) per la formula integrale di Cauchy su Qg
-z
M'r

o
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Sia z € Qg. o(z)" = ®p(z2) + Ru(2)
n b, R,
/ #(s) ds = / () ds —i—/ (S)ds
s—z s—z s—z
M'r M'r Mg
Pn(s) : :
sids = ®,(z) per la formula integrale di Cauchy su Qg
-z
M'r
Ry . :
/ < —(Sz) ds=0 per la formula integrale di Cauchy su Qf
)
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Sia z € Qg. o(z)" = ®p(z2) + Ru(2)
) [Ous) [ Rls)
[ 2400 58

®, . .
/_‘;(S)ds = ®,(z) per la formula integrale di Cauchy su Qg

-z
M'r

Rn . :
/ (s) ds=0 per la formula integrale di Cauchy su Qf
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Sia z € Qg. o(z)" = ®p(z2) + Ru(2)
) [Ous) [ Rls)
[ 2400 58

®, . :
/(S)ds = ®,(z) per la formula integrale di Cauchy su Qg

s—z
M'r

Rn . :
/ < —(Sz) ds=0 per la formula integrale di Cauchy su Qf
)

p(s)" t"4'(t)

o,(z) = ds = | ——= dt =Y(t

(2) /s—z s OEE con s = 1)(t)

s Gr
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definita su Q°.
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Sia F,(t) = wzil)(t_) .

Si ha che F,(o0) = 0, dunque la serie di Laurent in t = co non ha
termini in tX con k > 0.

definita su Q°.
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. P'(t) . —c
Sia F,(t) = ———— definita su Q.
NGRS
Si ha che F,(o0) = 0, dunque la serie di Laurent in t = co non ha
termini in tX con k > 0.

Il coefficiente -5 & dato da / t"F,(t)dt = &,(2).

Mz
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Sia F,(t) = wzil)(t_) .

Si ha che F,(o0) = 0, dunque la serie di Laurent in t = co non ha
termini in tX con k > 0.
Il coefficiente -5 & dato da / t"F,(t)dt = &,(2).

Mr
Dunque la serie di Laurent di F,(t) &:

definita su Q°.
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Sia F,(t) = w(qil)(t) definita su Q°.

-z
Si ha che F,(o0) = 0, dunque la serie di Laurent in t = co non ha
termini in tX con k > 0.

Il coefficiente # ¢ dato da /t”Fz(t)dt = d,(2).

Mr
Dunque la serie di Laurent di F,(t) &:

! L b,(z
0= i 27 =2
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. P'(t) . —c
Sia F,(t) = ———— definita su Q.
NGRS
Si ha che F,(o0) = 0, dunque la serie di Laurent in t = co non ha
termini in tX con k > 0.
Il coefficiente -5 & dato da / t"F,(t)dt = &,(2).

Mr
Dunque la serie di Laurent di F,(t) &:

Ry =2 _ > Oul2)

P(t) —z = et
—k !(t t_k
Osservazione: / #(s) ds = / V() dt =0 per k > 0.
s—z P(t) —z
Mg Gr
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Con l'ipotesi di " analitico, 1) e ¢ possono essere estese ai bordi.
Inoltre ¢ puo essere estesa a D¢ con r < 1; analogamente essendo
o l'inversa, si puo estendere in un intorno di I'.

Data f funzione olomorfa su €, si pud calcolare f(z) scegliendo

r <1 tale che z € Q,.

1 [ f(s) 1 [ AWR) ()
f(z)—zm-/s_zds—zm- -z ¢
r, G,

t
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@)= 5 [ f(w(r))d,(%(t_)zdt = 57 | F0() <Z “;:ﬁ?) .

n=0

r r
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@)= 5 [ f(w(t))w(%(t_)zdt = 57 | F0() (Z ";:ﬁ?) .

r r n:0
@)= 0nle) 5 [ e
n= G,
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01 2 gy o=t [ (£ %2 o
n=0
f(z) = Zo ®n(2) %/ f(;r/jj(ttl))dt
n= G,
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Funzioni di matrice Polinomi di Faber Beckermann

0000« 000000@ 00000«

@)= 5 [ f(w(t))d,f/;/)(t_)zdt = 57 | F0() (Z ";:ﬁ?) .

n=0

r r

1 [ f(y(1)
2mi / g+l dt
G

= Z@n(z) fn
n=0
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Range Numerico

Sia A € C™" il range numerico di A & definito come:

W(A) = {xT Ax | x € C", ||x]|2 = 1}

m W(A) & un sottoinsieme compatto e convesso di C
m W(A) contiene tutti gli autovalori di A

m Se A & normale, allora W/(A) & esattamente I'inviluppo
convesso degli autovalori

N.Deniskin Scuola Normale Superiore
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Beckermann, 2005

Sia A una matrice e Q un aperto convesso di C contenente W(A)
con bordo regolare. Chiamato ®,(z) I'n-esimo polinomio di Faber

relativo a Q. Allora:
[Pa(A)l2 <2
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Beckermann, 2005

Sia A una matrice e Q un aperto convesso di C contenente W(A)
con bordo regolare. Chiamato ®,(z) I'n-esimo polinomio di Faber
relativo a 2. Allora:

[ ®a(A)ll2 <2

2 & la costante ottimale.

: é),Q:W(A):{zecy|z|<;},

Fi(z) = 2z e [[F1(A)ll2 = 2]|All2 = 2

Esempio A =

N.Deniskin Scuola Normale Superiore
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Dimostrazione:
27Ti r sSs—Z
1 —n
1 /w(s)ds 0
27l Jr s—z
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Beckermann
[e]e] lelele)

Dimostrazione:
1 [ (s)" _
27ri/r s—zds = ®a(2)
1 —n
1 p6) " — )
\ 27 Jr s—z
1
n | — -1 —_ i
5 r90(5) (sl —A) "ds ®n(A)
1
—n | — -1 _
| 2 rgp(s) (sl —A)~*ds 0
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Dimostrazione:
1 [ (s)" _
27ri/r s—zds = ®a(2)
1 —n
1 p6) " — )
\ 27 Jr s—z
1
n | — -1 —_ i
5 r90(5) (sl —A) "ds ®n(A)
1
—n | — -1 _
| 2 rgp(s) (sl —A)~*ds 0

Siccome s €T, [p(s)| =1 e ¢(s)~! = ¢(s)

_ n o -1
=5 rgo(s) (sl —A) “ds
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[e]e] lelele)

Dimostrazione:
1 [ (s)" _
27ri/r s—zds = ®a(2)
1 —n
1 p6) " — )
\ 27 Jr s—z
1
n | — -1 —_ i
5 r90(5) (sl —A) "ds ®n(A)
1
—n | — -1 _
| 2 rgp(s) (sl —A)~*ds 0

Siccome s €T, [p(s)| =1 e ¢(s)~! = ¢(s)

=5 ©(s)" (sl — A)"lds Coniugo e traspongo tutto.
™ Jr

1

0=~
2i r

©(s)" (51 — A")Lds
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[e]e]e] lele)

s /r o(s) (s — A)lds = Bo(A)
;Ti/rw(s)”(sl—AH)_lds = 0
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[e]e]e] lele)

s /r o(s) (s — A)lds = Bo(A)
;Ti/rw(s)”(sl—AH)_lds = 0

Siccome Q & convesso e ha bordo regolare, per ogni s € I' &

definita la normale v(s), che soddisfa iv(s) = %.
Facciamo un cambio di variabile ds = iv(s)|ds| e ds = —iv(s)|ds]
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[e]e]e] lele)

1
— (sl — A)! = O,(A
5 [l (o = )T (4)
1
o n(zgf _AH -1 _
5 [Pl (61— A ds = o
Siccome Q & convesso e ha bordo regolare, per ogni s € I' &
definita la normale v(s), che soddisfa iv(s) = %.
Facciamo un cambio di variabile ds = iv(s)|ds| e d5 = —iv(s)|ds]
1
[tsr prs)st = Ay el = 0n(4)
r 2w

/90(5)"1V(5)(5/—AH)‘1|ds| = 0
r 2w
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[e]e]e] lele)

1

— "(sl — At = o,(A
o r90(5) (s ) ds (A)
1

— "5l — Af)lds =

i rgp(s) (s ) ds 0

Siccome Q & convesso e ha bordo regolare, per ogni s € I' &

definita la normale v(s), che soddisfa iv(s) = %.
Facciamo un cambio di variabile ds = iv(s)|ds| e ds = —iv(s)|ds]
n 1 —
[tsr prs)st = Ay el = 0n(4)
r ™

/90(5)"1V(5)(5/—AH)‘1|ds| = 0
r 2w

n(A) = /r e(s)" 5= (vs)(sl = A+ u(s)(s1 — AM)7) ds|
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Pp(A) = /r o(s)" o (M(s)(sl — A2+ U(s)(sl — AM) 1) |
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Beckermann
[e]e]ele] o)

P p(A) = /r ols)" 5 (vLs)(sl — A+ H(E)(S! — A1) [

u(s, A)
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[e]e]ele] o)

P p(A) = /r ols)" 5 (vLs)(sl — A+ H(E)(S! — A1) [

u(s, A)
(A) = /r o(5)" (s, A) |ds]
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®u() = [ o(s)"

(s, A)
(A) = /r o(5)" (s, A) |ds]

m 4(s, A) & Hermitiana, semidefinita positiva (segue dalla
convessita)
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[e]e]ele] o)

®u() = [ o(s)"

(s, A)
(A) = /r o(5)" (s, A) |ds]

m 4(s, A) & Hermitiana, semidefinita positiva (segue dalla
convessita)

w [|u(s, A)ll, = sup |lu(s, A)x|l, = sup x7u(s, A)x

lIx]l=1 [Ixl,=1
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Beckermann
[e]e]ele] o)

®u() = [ o(s)"

(s, A)
(A) = /r o(5)" (s, A) |ds]

m 4(s, A) & Hermitiana, semidefinita positiva (segue dalla
convessita)

w [Ju(s, A)ll, = sup |lu(s,A)x]l, = sup xTpu(s, A)x
[Ix];=1 [Ix[l=1
L] /u(s, A) |ds| = 21 perché I'integrale di ognuno dei due
r
addendi fa /.
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Infatti /zlu(s)(s/ — A= =l (sl —A)tds = |
r

T 271'/ r
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1 1
Infatti /u(s)(s/ A = [(sl —A)tds =1
r 27

27 r

Dall’espressione integrale possiamo stimare la norma:
O(A) = [ o(s) (s A) s

[®a(A)l, < suplp(s)|” sup /XTu(s,A)XIdSI
sel lIxll,=1 Jr
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Beckermann
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1 1
Infatti /u(s)(s/ A = [(sl —A)tds =1
r 27

27 r

Dall’espressione integrale possiamo stimare la norma:
O(A) = [ o(s) (s A) s
|®n(A)ll, < supfp(s)|”  sup /XTu(s, A)x |ds|
sel [Ix|l,=1 /T

Si ha che |p(s)| =1 Vs €T, eche

/XT,u(s,A)X |ds| = xT </ u(s, A) |ds|> x=xT2lx=2x"x
r r

[Dn(A)]l, < sup 2xTx=2

[Ixl,=1

N.Deniskin Scuola Normale Superiore

Stima di variazioni di funzioni di matrice con polinomi di Faber



Main result
€00000000

Sia A la matrice di adiacenza di un grafo pesato e sia A la matrice
ottenuta aggiungendo, rimuovendo o modificando i pesi di alcuni
archi JEC V x V.
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€00000000

Sia A la matrice di adiacenza di un grafo pesato e sia A la matrice
ottenuta aggiungendo, rimuovendo o modificando i pesi di alcuni
archi JEC V x V.

Dati k, h due vertici, sia L + 1 la lunghezza minima di un cammino
tra k e h che passa per un arco modificato in JE; ovverosia, ogni
cammino di lunghezza < L tra k e h non passa per nessun arco
modificato.

Siano S = {s|(s,t) € JE} i vertici iniziali e T = {t|(s,t) € 0E}
degli archi modificati in §E, allora L = d(k,S)+ d(T,h).
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Main result
€00000000

Sia A la matrice di adiacenza di un grafo pesato e sia A la matrice
ottenuta aggiungendo, rimuovendo o modificando i pesi di alcuni
archi JEC V x V.

Dati k, h due vertici, sia L + 1 la lunghezza minima di un cammino
tra k e h che passa per un arco modificato in JE; ovverosia, ogni
cammino di lunghezza < L tra k e h non passa per nessun arco
modificato.

Siano S = {s|(s,t) € JE} i vertici iniziali e T = {t|(s,t) € 0E}
degli archi modificati in §E, allora L = d(k,S)+ d(T,h).

Pozza, Tudisco 2018

Dati due vertici k, h, per qualsiasi polinomio p,(x) di grado
n<L=dk,S)+d(T,I)siha:

Pn(A)kh = Pnl(A)kh
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Pozza, Tudisco 2018

Dati due vertici k, h, per qualsiasi polinomio p,(x) di grado
n<L=d(k,S)+d(T,h) si ha:

Pr(A)kh = Pn(A)kh

Dimostrazione: [A™],; & uguale alla somma dei cammini pesati
da k a h lunghi m in G, mentre [A™]y, & la somma di tali cammini
nel grafo modificato G. PrendeQdo m<n<lL,i cammini~da kah
lunghi m sono gli stessi in G e G, che implica [A™]xn = [A7]«kh-
Per linearita il risultato vale per tutti i polinomi di grado minore o
uguale a L =d(k,S) + d(T, h).
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Funzioni di matrice Polinomi abe a Main result

[e]e] le]elee]e]e]

Pozza, Tudisco 2018

Sia A matrice, A una sua modifica come sopra e sia {2 un aperto
convesso di C contenente W/(A) e W(A).
Sia f una funzione analitica su £ con sviluppo di Faber

f(z) = Z fa®n(2).

Siano k h due vertici del grafo e sia L tale che ogni cammino tra k
e h di lunghezza minore o uguale a L non passa per un arco
modificato.

Allora:

||

[F(A)kn — F(A)kn| < 4 Z

n=L+1
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Dimostrazione: Dato che Q O W(A), W(Z) si ha
F(A) =3 fda(A) e f(A)= 3 fd,(A)
n=0 n=0
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000@00000

Dimostrazione Dato che Q D W(A), W (Z) si ha
f(A) = Zf¢() e f(A)= Zf¢(A)

Z fn n(A n(A))

n=0

f‘
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000@00000

Dimostrazione Dato che Q D W(A), W(A), si ha
f(A) = Zf¢() e f(A)= Zf¢(A)
S £(®n(A) — 9n(A)
=0

Per il lemma, per n < L si ha ®,(A)kn = CD,,(/Z)kh.

f‘

3
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000@00000

Dimostrazione Dato che Q D W(A), W (Z) si ha
f(A) = Zf¢() e f(A)= Zf¢(A)

Z fn n(A n(A))

n=0
Per il lemma, per n < L si ha ®,(A)x = Dn(A)k.
F(A)n — F(A Z Fa(®@n(A)kh — Dn(A)kn)
n=L+1
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000@00000

Dimostrazione Dato che Q D W(A), W (Z) si ha
f(A) = Zf¢() e f(A)= Zf¢(A)

Z fn n(A n(A))

n=0
Per il lemma, per n < L si ha ¢ (A)kh = ®n(A)n-
F(A)n— F(A ‘ = Z a(Pn(A)kn — S n(A)kn)
n=L+1
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Main result
000@00000

Dimostrazione Dato che Q D W(A), W (Z) si ha
f(A) = Zf¢() e f(A)= Zf¢(A)

Z fn n(A n(A))

n=0
Per il lemma, per n < L si ha ¢ (A)kh = ®n(A)n-
F(A)in — F(A ‘ Z Fo(Dn(A)kh — Pn(A)kn)
n=L+1

(A — F(AYVnl < D ol (IPn(A)n| + [Pn(A)n]) <
n=L+1
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Dimostrazione: Dato che 0 2 W(A), W W(A), si ha

f(A) = Zf¢() e f(A)= Zf¢(A)
i fo(@n(A) — ®4(A))

Per il lemma, per n < L si ha :O(A)kh = ®n(A)n-

Z fo(@n(A)kn — Pr(A)n)

n=L+1

‘f(A)kh — f(A ‘

(A — F(AYVnl < D ol (IPn(A)n| + [Pn(A)n]) <
n=L+1

< Z ol ([1©a(A)], + [|a(A)]],) < 4 Z |fal

n=L+1 n=L+1
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Funzioni di matrice inomi di Faber E Main result

[e]e]e]e] Jelele]e]

Pozza, Tudisco 2018

Con la stessa notazione di prima, siano @, i biolomorfismi tra Q2 e
D. Sia R > 1 e f una funzione analitica su Qg.

R 1 L+2
_ < " (=
A~ (Aol < el 5o (%)
Con og(f /|f )| |dt]
¥

() — v

MR
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Dimostrazione: |f(A), — F(A)| < 4 Z
n=L+1
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F(Akn — F(A)kn| < 4 Z
n=L+1
1 [ (1)

27i tn+l
Gr

Dimostrazione:

fo= dt e si osservi che t € Gg < [t| =R
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Dimostrazione: |f(A), — F(A)| < 4 Z

n=L+1
1 [ (1)

fo= 5 Py dt e si osservi che t € Gg < [t| =R
Gr
1 £ ((2))] /
fo] < — ——|dt f(y dt
615 [ Sl = g [ 1A e
|t|=R |t|=R
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000008000

Dimostrazione: |f(A), — F(A)| < 4 Z A

n=L+1
1 f(y(t
f, = o (;ﬁl))dt e siosserviche t € Gg <= [t| =R
Gr
1 | (4(2))] /
615 [ Sl = g [ 1A e
[t|=R [t|=R

1
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Dimostrazione: |f(A), — F(A)| < 4 Z |fa]

n=L+1
1 f((t
fn = o (;ﬁl)) dt e si osservi che t € Gg < [t| =R
Gr
1 £ ((2))] /
fo] < — ——|dt f(y dt
615 [ Sl = g [ 1A e
|t|=R |t|=R

1

4% |6 < or(f) Z ﬁ

n=L+1 n=L+1
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000008000

Dimostrazione: |f(A), — F(A)| < 4 Z |fa]

n=L+1
1 f((t
fn = o (;ﬁl)) dt e si osservi che t € Gg < [t| =R
Gr
1 £ ((2))] /
fo] < — ——|dt f(y dt
615 [ Sl = g [ 1A e
|t|=R |t|=R

1

- 1 R (1\'"
NCERTUDS R”“:UR(f)R—l(R>

n=L+1 n=L+1
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1F(A)in — F(A)n| < 4 Z ol = on(f) % <1>L+2

n=L+1

N.Deniskin Scuola Normale Superiore

Stima di variazi



Main result
000000800

1F(A)in — F(A)n| < 4 Z ol = on(f) % <1>L+2

n=L+1

R non troppo

vicinoa 1
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o0
- R
]f(A)kh - f(A)kh| <4 ‘fn| = UR(f) 1
Z R—1
n=L+1
R non troppo Tende a 0
vicino a 1 per R grande
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R
[F(A)kn — (A kh|<4Z\f| St
n=L+1 R—1
Cresce per
R non troppo Tende a 0
R grande -
vicino a 1 per R grande

/\f ) |d|
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R
o F(Ral <4 3 15l = Fo1
n=L+1 R—1
Cresce per
R non troppo Tende a 0
R grande -
vicino a 1 per R grande

/\f )| |dt]

Data f, si possono scegliere opportunamente 2 e R in modo da
minimizzare la quantita a destra.
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Esempio conclusivo _

Possiamo applicare la stima ottenuta per |f(A)xk — f(A)k| usando
come funzione f(x) = €. Scegliendo come dominio Q un cerchio
centro ¢ e raggio a < L+ 1, scegliendo il valore ottimale del raggio
R si ottiene:

i L+1 ae M
A LA <4 Re(c)
[ o = [T < 4™ o\ T5g

In questo modo possiamo stimare la variazione della misura di
centralita [e]x per una modifica A — A.
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Esempio conclusivo N

Possiamo applicare la stima ottenuta per |f(A)xk — f(A)k| usando
come funzione f(x) = €. Scegliendo come dominio Q un cerchio
centro ¢ e raggio a < L+ 1, scegliendo il valore ottimale del raggio
R si ottiene:

7y L+1 ae M
A LA <4 Re(c)
[ = e = 4™ o (T

In questo modo possiamo stimare la variazione della misura di
centralita [e]x per una modifica A — A.

La stima dipende fortemente da L, ovvero la distanza dei nodi k, h
da un arco modificato. Per nodi lontani dalla regione modificata (L
grande) si ottengono buoni risultati, pero diventa piu difficile dare

una stima per vertici vicini agli archi modificati.
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