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Parte |. Teoria ingenua degli insiemi

1 Lezione del 25 febbraio

1.1 Coppia di Kuratowski

Esercizio 1.1. Data la definizione di coppia

(a,b) = {{a}, {a,0}}

dimostrare che
1. Se X ¢é una coppia, esiste un unico elemento che appartiene a tutti gli elementi di X
2. Se (a,b) = (a,b) allora b=1V
3. (a,b) = (a',b') se e solo sea=a" Nb="V

Dimostrazione.

1. Per definizione di coppia, a appartiene ad entrambi gli insiemi di X .
Supponiamo che 3¢, ¢ appartiene a tutti gli elementi di X, dunque ¢ € {a} da cuic=a

2. (a,0) = (a,') = {{a} ,{a,b}} = {{a} ,{a,V'}}.

Ora per il principio di estensionalita si ha

{a,b} € {{a} .{a,V'}} = {a,b} = {a} V {a,b} = {a,V}
Possiamo distinguere 2 casi

o CASO I: {a,b} = {a}.
Per estensionalita b € {a} da cui b= a.
Dunque dall’uguaglianza iniziale otteniamo

{{a}} = {{a} ,{a,0'}}

per estensionalita {a,b'} € {{a}} dunque {a,b'} = {a} e per estensionalita ' € {a}
da cui 'l = a.
Abbiamo dunque mostrato che b =b=a

o CASO II: {a,b} = {a,b'}.
Per estensionalita abbiamo che b € {a,b'} da cuib=a VvV b=V
Il caso b= a ¢ gia stato trattato

3. sea=d Ab=1" allora {{a},{a,b}} = {{a} . {,b'}} dunque (a,b) = (,V').

L’altra freccia la possiamo dimostrare in questo modo.
(a,0) = (', 0) = {{a} {a,b}} = {a" {d,V'}}
Per il principio di estensionalita si ha
{a} e {{d'} {0} = {a} ={d} Vv {a} ={d,V'}

Distinguiamo 2 casi
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o {a} ={d'} dunque a =da" eb=1 per l’esercizio precedente
o {a}={d, ¥V} — {a}={d}V {a}={d,V}.

Il caso {a} = {d'} ¢ gia stato trattato.

Mostriamo il caso {a} = {da’,b'}.

Per estensionalita o' € {a} da cui d' = a.

Ora poiché a’ = a si ha b/ = b per il punto 2
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2 Lezione del 27 febbraio
2.1 Ordini

Esercizio 2.1 (Ordine della minima differenza). Su NN definiamo la sequente relazione:
f<gse f(k) <g(k) con k =min{n|f(n) # g(n)}.
Mostrare che é un ordine totale e che tale ordine non é un buon ordinamento.
Dimostrazione.
Per mostrare che ¢ un buon ordine deve valere la propieta transitiva e la tricotomia forte.
Mostriamo che vale la propieta transitiva.
Siano f,g,h € NN con f < g eg<h.
Poniamo

k= min{n|f(n) # g(n)}
kz = min{n |g(n) # h(n)}
ks = min{n|f(n) # g(n)}
(

Dunque f(k1) < g(k1) e g(k2) < h(kq) inoltre abbiamo f(x) = g(x) per x < ki, g(x) = h(x)
per x < kg e f(x) = h(zx) per x < k.
Distinguiamo vart casi

< ko Mostriamo che ks = k;.
Se k3 > ky allora poiché ky < ko si ha g(ki) = h(ky) inoltre f(k1) = h(ky) (per valori
minori di ks le due funzioni coincidono) dunque f(ky) = g(ki) il che contraddice la
definizione di k.
Se ks < ky allora f(ks) = g(ks) inoltre poiché ks < ko si ha g(ks) = h(ks) dunque
f(k3) = h(ks) che contraddice la definizione di ks.
Ora f(ks) = f(k1) < g(k1) = h(k1) = h(ks) dungue f < h

> ko Mostriamo che ks = k.
Se k3 > ko allora poiché ky < ky si ha g(ki) = h(ky) inoltre f(ki) = h(k2) (per valori
minori di ks le due funzioni coincidono) dunque f(k1) = g(k1) che contraddice la defini-
zione di ky
Se ks < ko allora g(ks) = h(ks) inoltre poiché ks < ki si ha f(ks3) = g(ks) da cui
f(ks) = h(ks) che contraddice le ipotesi di ks.
Ora f(ks) = g(ks) = g(k2) < h(kz) = h(ks)

= ko Allora ks = ky in quanto Yx < ky = ko si ha f(x) = g(x) = h(x) dunque k3 > k.
Ora per definizione di ky e ko si ha f(k1) < g(k1) = g(ka) < h(k2).
Poiché ks > ki e f(k1) # h(ky) si ha k3 = k1 da cui la tesi

In entrambi i casi f(ks) < h(ks) da cui f < h dunque vale la propieta transitiva.

Mostriamo la tricotomia forte.

Supponiamo f,g € NN allora se poniamo k = min{n € N,| f(n) # g(n)} allora poiché (N, <)
¢ un ordine totale puo verificarsi f(k) < g(k) (dunque f < g) oppure g(k) < f(k) (dunque
g<f)

L’ordine non ¢é totale in quanto consideriamo il sequente insieme { f,n € N} dove:
fa(i) =0Vi=1,...,n e f,(i) = 1Vi > n allora tale insieme non ammette minimo (in quanto
per ogni funzione nell’insieme f, si ha fn11 appartiene all’insieme e fri1 < fim)
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Esercizio 2.2. Consideriamo l'insieme Fung(N,N) = {f: No — Ny | f(n) definitivamente 0}
con la sequente relazione f < g se f(k) < g(k) dove k = max{n € N| f(n) # g(n)}.
Mostrare che tale relazione € un buon ordine.
Dimostrazione.
Notiamo che la relazione ¢ ben definita in quanto se f,g sono nell’insieme allora sono defini-
tivamente nulle e dunque definitivamente uguali da cui il massimo dell’insieme esiste).
Mostriamo prima che é un buon ordine (vale la transitiva e la tricotomia forte).
Siano f, g, h nell’insieme considerato con f < g e g < h.
Siano
(n) # g(n)}
ky = max{n|g(n) # h(n)}
ks = max{n|f(n) # g(n)}
Allora f(x) = g(x) per x > ki con f(ki1) < g(k1) similmente g(x) = h(x) per x > ko con
g(k1) < h(ky1) ed inoltre f(x) = h(x) per x > ks.
Distinguiamo vart casi

k1 = max{n |f(n

< ko In questo caso si ha ks = ko in quanto se x > ko e dunque x > ky si ha f(x) = g(z) = h(x)
da cut per definizione di ks st ha k3 < ks.
Ora f(ko) = g(ka) # h(ks) da cui ky € {n € N| f(n) # h(n)} ora poiché ks < ky € ky
appartiene allinsieme di cui k3 e il massimo si conclude con ks = k.

fk3) = f(k2) = g(k2) < h(ko) = h(k3) — f<h

< k1 In questo caso si ha ks = ky in quanto se x > ky e dunque x > ko si ha f(z) = g(x) = h(x)
inoltre per ragionamenti analoghi al caso precedente f(ky) # h(ki) dunque si conclude con
analoga osservazione del caso precedente.

f(ks) = g(ka) < h(kg) =h(ks) — f<h

= ko In questo caso ks = k1 = ko in quanto se x > ky e dunque x > ko si ha f(x) = g(z) = h(x).
Ora se x < kg allora f(k1) = h(ky) il che é assurdo in quanto per definizione di ki, ko si
ha

f(k1) < g(k1) Ag(ki) = g(ka) < h(k2) = h(k1) —  f(k1) <h(ki) —  f(k1) # (k1)

dove l'ultima implicazione deriva dal fatto che (N, <) soddisfa la tricotomia forte.
Dunque f(ks) = f(k1) < g(k1) = g(k2) < h(k2) = h(k3).

Mostriamo la tricotomia forte.

Siano f, g nell’insieme con f # g.

Essendo le funzioni diverse 3k = max{n € N| f(n) # g(n)}.

Ora f(k),g9(k) € N e poiché (N, <) ¢é ben ordinato si ha f(n) < g(n) (da cui f < g)
oppure g(n) < f(n) (da cui g < f).

Mostriamo che é un ordine totale. Sia A C Fung(N,N) non vuoto.

Sia k = max{n € N|3f € A f(n) # 0} tale massimo esiste in quanto tutte le funzioni sono
definitivamente uguali a 0, dunque Vg € A si avra g(h) =0 se h > k.

Poniamo per Agi1 = A Sia my, = min{f(k) f € Ax11} osserviamo che tale minimo esiste in
quanto stiamo trovando il minimo di un sottoinsieme non vuoto di N.

Definiamo Ay = {f € Axt1| f(k) = my} tale insieme non é vuoto per definizione di my,
Consideriamo ora le sequenti operazioni
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o Siamp_y =min{f(k—1)|f € Ax} (esiste per motivi analoghi a sopra)
o Sia Ap_1 ={f € A| f(k—1)=mg_1} non é vuoto per definizione di my_,

Iterando le 2 istruzioni precedenti costruiamo una successione Ay, Ap_1,... Ay con queste pro-
prieta

o Vic{2,...)k} sihaVf,ge A; f(j)=g(j) sei>j (seque dalla definizione degli A;)

o Inoltre Vi€ {2,...,k} Vfe A;Vge A\ A; si ha f <g,
Infatti se g € A; allora esiste h € {k+1,...;i+ 1} con f € Ay e f & Ap_1 dunque per
definizione di Ay, [ e g coincidono per valori minori o uguali ad h mentre poiché g & Ap_4
e feAyq siavra f(h—1)=mp_1 <g(h—1)

Sia m = min{f(1) | f € Ao}, se k realizza tale minimo allora k = min A segue direttamente
dalle 2 proprieta



2 Lezione del 27 febbraio 8

2.2 Assioma di scelta

Esercizio 2.3. [ sequenti fatti sono equivalenti
1. A.C.

2. Ogni famiglia non vuota § di insiemi non vuoti ha una funzione di scelta f.

domf=F e f(F)€e FYFe€F
3. Ogni insieme non vuoto ha una funzione di scelta f

f:PA)-0—A f(X)eXVX eP(A

4. Ogni famiglia § non vuota di insiemi non vuoti a 2 a 2 disgiunti ha un selettore X cioe
un insieme X con | X NF|=1VF €§F

5. Ogni funzione suriettiva ha un inversa destra

Dimostrazione.

o1 2
Indicizziamo la famiglia su I

S={Fliel}
allora per A.C. si ha che 3f € [],c; Ai.

Tale f ¢ una funzione di scelta per la famiglia

23
P(A) — 0 é una famiglia di insiems.

e 3—~4
Consideriamo

v=J3

per il punto precedente esiste una funzione di scelta f per ['insieme U.
Sia
X ={f(F)|F €3}

X ¢ un selettore per §.

e 4 —5
Sia f: A — B suriettiva. Sia

F={f"({b})Ibe B}

§ & una famiglia non vuota di insiemi non vuote (f suriettiva — fibre non vuote).
Sia X un selettore per §.
Definiamo

g: B—=A gb)=f"({b})nX

i modo ovvio f o g e l'identita di B
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e 5— 1.
Sia § = {A;|i € I} una famiglia di insiemi non vuoti e definiamo

fJAixn -3
el
f(CL?i):Ai

In modo ovvio, tale funzione é suriettivo, dunque ammette un inversa g
VA; € § si ha g(A;) = (a;, ki) ora poiche fo g(A;) = A; deve essere a; € A;.
La I-sequenza (a; |i € I) € [],c; A
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Esercizio 2.4. Sia (F; ;| (i,7) € I x J) una sequenza di insiemi non vuoti.

1. Dimostrare usando (A.C) che

AUF = U MNFsao

i€l jeJ fI>Jiel

2. Dimostrare che l'uguaglianza di sopra é equivalente a A.C

Dimostrazione.
Ricordiamo come sono definite ['unione e intersezione di famaiglie

(13={zxeX|VFeFzecF}

US={zeX|IFeFaeF}

dunque possiamo riscrivere i 2 termini dell’uguaglianza in questo modo:

A:ﬂUEJZ{x

icl jeJ

wg[erFi,j}:{xWielﬂjeJer-,j}

jeJ

fiI—Jiel

df . I —Jx€ ﬂFi’f(i)} = {q:|E|f: [—>JW€[:{:€FZ»J(,»)}
jeJ
1. e Se A#( allora AC B.
Sia x € A dunque Vi€ I 3j € J conx € F ;.
Viel sia J;={F,;|3j€Jxe€F;}
Osserviamo che ¥i si ha J; # 0 (dalla definizione di A seque che esiste un j € J con
jeJi)
Consideriamo la famiglia § = {J;|i € I}, tale famiglia non é vuota dunque per A.C.
(secondo modo equivalente) esiste f = (x;i € I) dove x; € J;.
Dunque 3f : I — J tale che x € Fj y;) Vi € I ovvero v € B
e Se B+#( allora BC A Sia x € B allora 3f : I — J tale che Vi € I x € Fj ;) da
cut Vi € 135 = f(i) tale che x € F; j ovvero x € A

e Le 2 implicazioni precedenti hanno anche mostrato che che l'uguaglianza vale anche
nel caso che uno dei 2 sia vuoto in quanto il vuoto e contenuto in ogni insieme

2. Sia (A;|i € I) una famiglia di insiemi non vuoti.

Definiamo

(Hij|(,5) € I x| JA)

iel

dove

oo - {0} sej ¢ A

" {1} se j € A;

dunque {1} C A dove J = (\,; A;i infatti gli A; non sono vuoti.
Dunque poiché A = B ne seque che {1} € B da cui

Af: 1 —J con {1} C H,y

dunque per definizione di H; jiy si ha f(i) € A; Vi.
Dunque f € una funzione di scelta.
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3 Lezione del 28 Febbraio

3.1 Teoria della cardinalita

Esercizio 3.1. Siano |A| = |A| e |B| = |B'| allora
1. [JAUB|=|AUB|se ANB=ANB =10
2. |Ax B|=|A"x B
3. |Fun(A, B)| = |Fun(A’, B')|
4. [P(A)] = [P(A)]

Dimostrazione.
Sia fa: A— A’ la biezione e g4 : A" — A la sua inversa.
Sia fg: B — B’ la biezione e gg : B’ — B la sua inversa.

1. La funzione f: AUB — A" U B’ definita da

fa(c) sece A

Vee AUB f(c):{fg(c) weccB

¢ una ben definita funzione (i 2 insiemi sono disgiunti) ed e biettiva in quanto f ha come
inversa g : A’UB' — AU B definita da

/ / A/
Ve e AUB' f(d) = {gA(C) sec e
gp(c) se d € B
2. La funzione
f: Ax B— A x B definita da V(a,b) € Ax B f((a,b)) = (fa(a), f5(b))
¢ una biezione avendo come inversa la funzione

g: A x B"— Ax B doveV(a', V') e A x B" g((d',V)) = (ga(d), g5(V))

3. Sia
Y : Fun(A, B) = Fun(A', B') dove Vh € Fun(A, B) ¥(h) = fgohoga

tale funzione & ben definita in quanto ¥(h): A" — B’ ed é biettiva avendo come inversa

¢: Fun(A', B") — Fun(A, B) dove Yh € Fun(A', B") ¢(h) = ggoho fa
4. La funzione
v: P(A) = P(A") dove VX € P(A) v(X) = {fa(z) |z € X}
é ben definita in quanto {fa(z)|x € X} € P(A') inoltre é biettiva avendo come inversa
I': PA) = P(A) dove VX € P(A") I'(X) = {ga(z) |z € X}
Le due funzioni sono una l’inversa dell’altra in quanto
(voI)(@) =7 ({ga(2) |z € X}) = {falga(2)) |z € X} ={a|r € X} =X

dove la penultima uguaglianze deriva dal fatto che fa e ga sono l'una l'inversa dell’altra,
l'ultima uguaglianza seque dal principio di estensionalita
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Esercizio 3.2.
|A| =R e F C A finito — |A—-F|=2X,

Dimostrazione.
Poiché A é numerabile sia f : N — A la biezione esistente (poniamo f(i) = a;) a meno di
comporre per una permutazione posso supporre F'={f(1),..., f(s)} da cui sia

gN%A—F g(i):ai-l-s
Tale funzione biettiva in quanto
h: A—F —=N h(a;)=1i—s5

¢ la sua inversa (osserviamo che h ¢é ben definita in quanto se a; € A — F allorai > s+ 1
dunque i — s > 1)

Esercizio 3.3.

Dimostrazione.

e Dimostriamo prima il caso in cui F' e A sono disgiunti ed in sequito analizziamo il caso
generale.
FEssendo F' finito, possiamo supporre F'={f1,..., fs}.
Essendo A numerabile allora se f : N— A ¢ la bzezwne poniamo f(i) = a;.
Sia g : AUF — N definita nel sequente modo g(a;) = i+s Vi € Neg(f;) =i Vi= ., 8.
Tale funzione é biettiva avendo come inversa la funzione h : N — AU F deﬁmta nel
sequente modo h(i) = f; peri=1,...,s altrimenti h(i) = a;_

e Mostriamo che non é restrittivo lipotesi ANF = ().
Nel caso AN F # () possiamo scrivere ANB =(A—F)UF.
Se poniamo A’ = A — F allora siamo nelle ipotesi precedenti in quanto per [’esercizio
precedente |A’'| = Ry e l'unione A’ U F' ¢ disgiunta

Esercizio 3.4.
|A| =Xy e BAA finito — |B| =Y,

Dimostrazione.

Ora (AAB)NAC AAB da cui |[(AAB)N A ¢ finito.

Ora AN B =A— (AAB) dunque per quanto visto precedentemente si ha |A N B| = .
Ora essendo AAB finito lo é anche (AAB)N B.

Ora B=(ANB)U((AAB) N B) e per il punto precedente |B| = Y,
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Esercizio 3.5.
Al =|B|=%y — JAUB|=1¥,

Dimostrazione.

e Consideriamo A e B disgiunti.
Essendo A numerabile allora possiamo enumerare A (se f: N — A ¢é la biezione poniamo

a; = f(i)) in modo analogo possiamo enumerare gli elementi di B.
Sia f: N— AU B definita nel sequente modo

) ai set =0 mod 2
h(i) =<7
b% sei =1 mod 2

Tale funzione ¢ biettiva in quanto ha come inversa la funzione g : AU B — N definita

21 se ¢; = a;

nel sequente modo
9lei) = {Qi—l se b; = q;

e Supponiamo che l'unione non sia vuota allora

AUB=(A-(ANB)UB

Ora A— (AN B) C A dunque o ¢é finito o é numerabile
— Se ¢ finito allora unione di un numerabile e di un finito é numerabile

— Se ¢ numerabile allora ricadiamo nel caso di unione disgiunta
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4 Lezione del 3 marzo

4.1 Ancora teoria della cardinalita

Esercizio 4.1. Se A C N infinito, allora A é numerabile.

Dimostrazione.

Andiamo a definire un’enumerazione su A in maniera ricorsiva.

Essendo A infinito é non vuoto, dal buon ordine dei naturali, ammette minimo, poniamo questo
minimo a.

Supponiamo adesso di aver definito ay,as, .. .,a,_1 andiamo a definire a, 1 nel modo sequente.
FEssendo A infinito, A\{ai,...,a,_1} € non vuoto dunque ammette minimo, sia a,, tale minimo.
Con questo metodo riusciamo ad enumerare A ovvero metterlo in corrispondenza biunivoca con
1 naturali.

Esercizio 4.2.

Viell|A| =4 — _

g

el

I+

el

Dimostrazione.
Sia Ny = {1 : A; — A;; |9 biezione} poiché Vi A; e Al sono equipotenti allora A; # ().
Per l'assioma della scelta 3V = (1;|i € I) € HAi
icl
¢: []4—[[4
icl icl

dove Vf € HAi st ha ¢(f)(i) = f o).
el
Tale funzione é biettiva avendo come inversa

o: [J4 - A

il il

dove Vf € [ 47 si ha ®(£)(0) = f 00"

il

Sia

Esercizio 4.3.
Viel |A] = Al con AinAj=ANA;=0sci#j — |Uerdil = |Uicr 4]

Dimostrazione.
Come nell’esercizio precedente sia ¥ = (¢; |i € I) dove ¥; : A; — A} ¢ una biezione.

r:Ja -4
i€l el

definita nel sequente modo:

Sia v € |J;c; Ai ore dalla definizione di unioni di famiglie e pochie gli insiemi sono a 2 a due
distinti 31j € I tale che x € A; da cui pongo I'(x) = ¢,(x).

Tale funzione é biunivoca in quanto la funzione

b UAi — UA; ¢(x) = ¢; ' (x) dove j é l'unico indice per cui x € Al
i€l i€l

e la sua inversa
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Esercizio 4.4. Se | X| = |Y| allora |FS(X)| = |FS(Y)]

Dimostrazione.

Sia f 1 X =Y la biezione esistente.

Definiamo ¢ : FS(X) — FS(Y) nel sequente modo se I' = (x;|i = 1,...,nx; € X) ¢é una
sequenza finita di X, pongo ¥(T) = (f(xz;) |1 =1,...,n) chiaramente é una sequenza finita di
Y.

Y e biettiva, in quanto se g € linversa di f allora la mappa ¢ : FS(Y) — FS(X) definita in
modo analogo a ) ma usando g e linversa di 1

Esercizio 4.5. Se | X| = |Y| allora |Fin(X)| = |Fin(Y)|

Dimostrazione.

Sia f: X =Y la biezione esistente.

Definiamo v : Fin(X) — Fin(Y) nel sequente modo se »(T') = {f(z) |z € T'}.

Y e ben definita in quanto f(x) €Y e (L) é un sottoinsieme finito.

¢ €& invertibile in quanto se g ¢ linversa di f allora la funzione ¢ : Fin(Y) — Fin(X) dove
o) ={g(y) |y € I'} é linversa di ¢
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Esercizio 5.1. Non esiste linsieme v di tutti gli insiem:

Dimostrazione.

Supponiamo per assurdo che v sia un insieme allora per ’assioma potenza P(v) € un insieme.
Sia x € v, dalla definizione di insieme delle parti x é un insieme, cioe x € v da cui P(v) C v
dunque |P(v)| < |v.

Ora Uultima affermazione contraddice il Teorema di Cantor.

Era assurdo aver supposto v insieme

Esercizio 5.2. |P(A)| = |P(B)| — |A| = |B|
Dimostrazione.
Tale enunciato e indecidibile.

Esercizio 5.3. Se AN B =0 allora | X" x XB| = | X4V5|
Dimostrazione.

Sia 1 XA x XB — XAYB definita nel sequente modo:
sef: A—> X eg: B— X allora

fly) seye A
g(y) sey € B

V((f,9)(y) = {

tale funzione € ben definita su AU B poiche i 2 insiemi sono disgiunti.
Banalmente ¢ biettiva in quanto ammette inversa

¢ XA = XA X f = (na(f), 75(9))

dove

ma(f)(a) = fla) Va € A e mp(f)(b) = f(b) Vb€ B

Esercizio 5.4. Trovare dimostrazioni alternativa (da quella vista a lezione) del falto che
IR X R| = [R|

Dimostrazione.

Andiamo a mostrare che R x R ¢ equipotente a R* = {f : {0,1} — R.

La biezione ¢é data semplicemente della funzione I' : R x R — R2,

Con I'((a,b)) = fap dove fop(0) = a mentre f,,(1) = b chiaramente tale funzione é biettiva.
Dunque ricordando quanto dimostrato nell’esercizio 5.7 si conclude osservando

R x R| = [R?| = (2%)* = 2%ox2 — g% —
Infatti N x {0,1} é equipotente a N consideriamo
¢: Nx{0,1} = N (n,0) =>2n (n,1)=2n+1
ha come inversa

,0) semn pari

3 N3

¥: N Nx {01} w(m—{(

(Tl, 1) se n dispari
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Esercizio 5.5. (A.C.) Se X é infinito con |X x X| = |X]| allora |Fin(X)| = |FS(X)| = |X|
Dimostrazione.

Andiamo prima a dimostrare che |J, oy Ya| < |X| dove |Y,| < |X| Vn € N.

Poiché Vn € N si ha |Y,| < |X]| esiste ¢, : Y,, = X iniettiva.

Dall’assioma della scelta 3V = (¢, )nen-

Andiamo a costruire una funzione

p: Va2 NxX

neN

se a € |J,en Yn allora poniamo k = min{n € N|a € Y,,} (dalla definizione di unione di fami-
glie, linsieme di cui cerchiamo il minimo non é vuoto).

Poniamo dunque p(a) = (k,x(a)).

Mostriamo che tale funzione é iniettiva supponiamo o(z1) = w(x2) = (a,b) dunque per defini-
zione di ¢ abbiamo che V(1) = V¥,(22) dunque essendo 1, iniettiva xqy = x4

Abbiamo dunque |J,en Ya| < IN X X| < [X x X| = |X]|

Mostriamo adesso che |FS(X)| = |X].

Sia ¢ 1 FS(X) = Upen X" dove p((zi|i =1,...5)) = (v1,..., 7).

Tale funzione ¢ chiaramente biettiva dunque |FS(X)| = |U,en X"| = |X| dove Uultima ugua-
glianza seque da Cantor-Bernstain infatti ||J, oy X" < |X| ma X C ey X"

Per quanto riguarda la cardinalita di Fin(X):
Si mostra che |Fin(X)| < |[FS(X)| = |X| (se A é un sottoinsieme finito allora é in bigezione
tramite g con {1,...s} dunque posso mandare A nella successione g(1),...,g(s) e questo viene
fatto in maniera iniettiva).

L’altra disuguaglianza e data considerando la funzione che associa ad ogni x € X il singoletto

Si conclude per Cantor-Bernstain

Esercizio 5.6. |P(R) x P(R)| = |P(R)|

St procede in modo analogo alla dimostrazione dell’esercizio 5.
[P(R) x P(R)| = [P(R)’| = (29)" = 2* = 2° = [P(R)|

in quanto R x {0,1} € equipotente a R infatti R x {0,1} € R x R da cui |R x {0,1}| <
IR x R| =c.
Inoltre la funzione

(r,0) ser >0

sgn: R\ {0} - R x{0,1} sgn(r) = {(r 1) ser <0

¢ iniettiva dunque ¢ = |R\ {0} < |R x {0,1}|.

Si conclude dunque con Cantor-Bernstain

Esercizio 5.7. |NY| =¢
Dimostrazione.
Mostriamo prima che vale questa proprieta

|(47)°] = 4P|

Se f e (AB)C allora f: C'— AP ovvero f(c): B — A.
Costruiamo una funzione ¢y : C' x B — A dove ¢¢(c,b) = f(c)(b).
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Abbiamo definito una mappa ¢ : (AB)C — AB*C dove ¢(f) = ¢ , tale mappa ¢& invertibile
infatti se g € AP*C allora g : C x B — A definiamo una funzione v, : C — B4 con Yelc) = f
con f(b) = g(c,b) tale funzione é inversa di quella di sopra.

Ora sia h : R — N" tale che h(r) = ¢, dove ¢, é la successione costantemente uguale ad
T.
h & iniettiva dunque |R| < |NN|.

Mostriamo che vale anche laltra disuguaglianza e concludiamo per Cantor-Bernstain

o= 2] = @] 2 |

Esercizio 5.8. |RN‘ =c
Dimostrazione.

R = 2] = | = 2 -

Esercizio 5.9. ’[R]NO =c

Dimostrazione.

Sia

v:R—=[R™ r—{r+n|neN}
Tale funzione é ben definita in quanto ¥ (r) é in bigezione con N (r +mn — n) ed iniettiva in
quanto notiamo che ¥(r) é un insieme con minimo r da cui se Y(r) = ¥(s) allora i 2 insiemi
avranno lo stesso minimo da cui r = s.
Da cio seque che [R]NO > ¢, mostriamo [altra disuguaglianza e concludiamo con Cantor-
Bernstain.
Sia

r: R —RY

definita come seque sia A un insieme numerabile di R dunque esiste g : N — A bigezione,
estendiamo g a g: N — R (semplicemente aumentando il codominio). Poniamo T'(A) = f.
Tale mappa € iniettiva in quanto notiamo che Im(I'(A)) = A; se I'(A) = I'(B) allora le 2
funzioni avranno la stessa immagine da cui

A = Im(D(A)) = Im(T(B) = B

[R]™

dunque abbiamo < ’]RN‘ =c

Esercizio 5.10. ’[R]<N° =c

Dimostrazione.
Chiaramente [R]™° C [R]*™ da cui

¢ = |Rpe

< ‘[RFNO

Mostriamo altra disuguaglianza e concludiamo per Cantor-Bernstain
Sia
I [R]< —RY

definita come seque: sia A C R
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o Se |Al = Ry allora 3f : N — A bigezione, estendiamo tale funzione a f : N — R
"aumentando” il codominio.

Notiamo che Im(f) = A

o Se|A|l=s¢eNallora3dg: {1,...,s} — A bigezione.
Andiamo a definire f: N — A nel modo sequente

f@:{g@) seie{l,..., s}

g(l) sei>s

Estendiamo f a f: N — A come sopra.

Notiamo che anche in questo caso Im(f) = A

Poniamo I'(A) = f.
[’ ¢ indettiva in quanto se I'(A) = I'(B) allora necessariamente avranno la stessa immagine da

- A= Im(I(A) = Im(T(B)) = B

dunque dall’iniettivita seque che

’[R]<No < ‘RN{ ¢

Esercizio 5.11. (A.C)Se (A;|i € I) é una I-sequenza di insiemi dove |A;| < c e |I| < ¢ allora

Ut

<c

Dimostrazione.

Essendo |A;| < ¢ si ha che esiste 1; : A; — R iniettiva.

Dall’assioma della scelta si dimostra esistenza di ¥ = (¢;)ier.

Poniamo A = J,c; Ai allora per l'assioma della scelta si ha che la famiglia § = (F,)aca dove
F,={jel|laecA;} haun selettore Z.

Poniamo i, 'unico elemento di Z N F,

Definiamo la funzione

T: A= IxR T(a)= (ig, ¥, (a))

Mostriamo che tale funzione é iniettiva se I'(a) = I'(b) = (¢,d) allora per definizione di I si
avra YP.(a) = 1.(b) dunque a = b essendo la funzione 1. iniettiva.
Abbiamo dunque

s

el

<|I xR| < |R x R| = |R|
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6 Lezione del 12 marzo

Esercizio 6.1. (A.C.) Se A C B con |A| < |B| allora |B\ A| = |B| (B ¢ infinito)
Dimostrazione.
Vista ad esercitazione

Esercizio 6.2. (A.C.) Sia (A;|i € I) dove |I|,]|A;| <c¢

U4

jel

1. Se Jig € I con |A;,| = ¢ allora =c

2. SeAi #0, |[I|=ceA;NA; #0 sei+#j allora

U

€1

=C

Dimostrazione.

U

i€l

Nell’esercizio precedente abbiamo mostrato che vale = ¢ dunque per Cantor-Bernstain

basta provare altra disuguaglianza

1. Poiche Ai, C U e, Aj allora si ha

¢ = |4 <

U4

JjeJ

il che conclude la dimostrazione

2. Dall’assioma della scelta seque che esiste un selettore S per la famiglia (A;)ie; poniamo
si lunico elemento di H N A;. Essendo gli insiemi a 2 a 2 disgiunti abbiamo s; # s; se
i # j da cui & ben definita la funzione 0 : I — | J,; s tale che 0(j) = s; ¢ una bigezione
dunque | J;c; si ha cardinalita del continuo.
Osserviamo che | J,.; si € U
st prova laltra inclusione

e1 Ai e dunque con osservazioni analoghe al punto precedente
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Esercizio 7.1. Sia A ={f: N — N|f(n) # n}, dimostrare che |A| = ¢
Dimostrazione.

Chiaramente A C NN da cui |A] < |N|Y = ¢

Mostriamo [altra disuguaglianza e poi concludiamo con Cantor-Bernstain.
Andiamo a definire una funzione ¢ : 28 — A.

Sia (c; | ¢; € {0,1})ien allora definiamo ({c1)) = f come seque:

cit+2sen=1
fln)=<Cc+3sen=2
cp+1sen>2
Osserviamo che v ¢ ben definita in quanto f(n) > n dunque f(n) # n.

Inoltre ¢& iniettiva, se (c;), (d;) € 2N sono distinte allora esiste ng tale che dp, # Cny-
Supponiamo, senza perdere di generalita, che d,, =1 e c,, = 0 dunque

3seng=1 2 seny=1
Y((di))(no) = { 4 se ng = 2 ¥({ci))(no) = ¢ 3 seng =2
2 seng > 2 1 seng>2

Osserviamo che in tutti i 3 casi le 2 funzioni assumono valori diversi in nyg.
Dall’iniettivita seque |A| > |2N| — c.

Esercizio 7.2. Sia A ={f: N — N| f ilimitata}, dimostrare che |A| = ¢

Dimostrazione.

Chiaramente A C NY da cui |A| < |[N"| =c.

Mostriamo che (0,1) é equipotente a R, ovviamente |(0,1)] < c.

Consideriamo R — (0,1) con r — %tanr + 1 tale funzione é iniettiva essendo iniettiva la
tangente, da cui ¢ < |(0,1)|. L’equipotenza seque da Cantor-Bernstain.

Consideriamo la funzione ¥ : (0,1) — A definita nel sequente modo.

Sia r € (0,1) allora r si scrive in modo unico come Z a; 107, dove 0 < b; < 0.

i=0
Definiamo 1 (r) = (a;10");cn.
Tale funzione é ben definita in quanto la successione ¥(r) e illimitata superiormente (fissato
M € R allora a,, > M per n > |log,, M| ).
WY e iniettiva, se 2 numeri reali hanno come immagine la stessa successione, hanno la stessa
serittura in base 10, dunque sono uguali

Esercizio 7.3. Sia B={f: N — N| f limitata}. Calcolare |B|
Chiaramente B C NV da cui |B| < |[NV| = c.
Sia ¢ : (0,1) — R definita nel sequente modo:

o

sta r € R dunque r si scrive in modo unico come Z b; 107! con 0 < b; < 9.

i=1

Definiamo 1 (r) = (b)ien

Tale funzione é ben definita essendo la successione limitata inferiormente da 0 e superiormente
da 9.

Y e iniettiva in quanto se 2 numert hanno la stessa immagine, hanno la stessa scrittura in base
10 dunque sono uguali
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Esercizio 8.1. Gli aperti di R™ hanno cardinalita del continuo.

Dimostrazione.

Sia A linsieme degli aperti di R™.

La funzione R — A che associa a r linsieme (r — 1,r + 1)" é una funzione iniettiva, da cui
|A| > ¢

Da fatti topologici sappiamo che R™ e a base numerabile, dunque gli aperti devono appartenere
alle parti di un insieme numerabile, poiché |P(N)| = ¢ si conclude con Cantor-Bernstain
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Parte Il.

9 Lezione del 12 marzo

9.1 Teoria Assiomatica degli insiemi

Esercizio 9.1. A partire dagli assiomi dati (1-6) dimostrare che
1. Se R ¢ una relazione binaria, allora esistono dom(R) e Imm(R)
2. Se = ¢ una relazione di equivalenza su A, allora esiste l’insieme quoziente

3. VA VB esiste Fun(A, B)

4. Data la sequenza (A; |i € I) esiste H A;

el

Dimostrazione.

domR={r € UUR|3IC € RVy e C z €y}

che e un insieme per separazione: UU R e un insieme per l’assiome dell’unione.
Mostriamo che ¢ una buona definizione

R ¢ un insieme di coppie ordinate, il dominio di R é formato da tutte le prime componenti
delle coppie che appartengono ad R.

Dalla definizione di coppia di Kuratowski, data una coppia C, la prima componente di C
e l'unico elemento che appartiene a tutti gli elementi di C'.

Basta dunque provare che |J|J R contiene tutti e soli gli elementi che sono prima o se-
conda componente di una coppia di R

Per ogni coppia (x,y) € R allora (z,y) = {{z},{z,y}} € R dunque {z},{z,y} € UR e
di consequenza x,y € UU R.

Similmente possiamo definire ["mmagine di R, essendo linsieme delle seconde compo-
nenti abbiamo

Imm(R) ={y € UUR| 3z € dom(R) {z,y} € UR}

che € un insieme per separazione, dom(R) abbiamo dimostrato essere un insieme e {z,y}
e un insieme per l’asstoma della coppia

2. L’insieme quoziente e l'insieme delle classi di equivalenza.
x ¢ una classe di equivalenza se Ja € A con Vt(t € X +— (a,t) €=) ovvero abbiamo
detto che x = [a] dunque

—{zeA|Jac ANVt (t € X + (a,t) €=)}

Tale insieme esiste per estensionalita

3. D’ora in poi consideriamo questo simbolo 3! (esiste unico) cosi definito:
se P(n) é un predicato, scriviamo 3n P(n) al posto di

dn P(n) AN VYm(m #n+— —=P(m))
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Una funzione f: A — B ¢é una relazione con dominio A e che sia biunivoca ovvero
Vac A3be B (a,b) e f
Dopo queste osservazioni, possiamo definire
VAVB Fun(A,B) ={f € P(Ax B) |dom(f)=A N Yaec A3be B (a,b) € f}

che é un insieme per separazione, notiamo che ¢ ben definito (il prodotto cartesiano é
un insieme dunque per l’assioma delle parti P(A x B) é un insieme, inoltre esiste la
coppia ordinata, nel primo punto dell’esercizio abbiamo dimostrato che il dominio di una
relazione é un insieme)

4. Per definizione di I sequenza si ha che la I sequenza € una funzione g con dominio I, per
il primo punto 31 che é un insieme, inoltre per il punto 1 anche {A;}icr = Imm(g) € un
msieme.

Per l'assioma dell’unione 3A = J,_; A; dunque

HAZ» = {f € Fun(I,A)|Vi e I f(i) € g(i)}

che € un insieme per separazione
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10.1 Numeri naturali

Esercizio 10.1. 0,1,2,3 sono a 2 a 2 diversi.
Sei,j€{0,1,2,3} si hai < j (nel senso informale) < i € j
Dimostrazione.

Ricordiamo come sono stati definiti questi numeri

0=10

1= (0} = {0}
2={0.{0}} ={0,1}
3= {(Z)v {(Z)} ) {@7 {(Z)}}} = {07 L, 2}

0 ¢ diverso dagli altri numeri, in quanto O ¢ l’insieme vuoto, mentre 1,2, 3 contengono l’insieme
vuoto, dunque non sono linsieme vuoto.

1 é diverso da 2,3 in quanto 1 €1 male2 el € 3.

2 ¢ diverso da 3 in quanto 2 € 2 ma 2 € 3.

L’altra parte dell’esercizioe € una semplice verifica

Esercizio 10.2. {{0}} non é un numero naturale

Dimostrazione.

Per mostrare che non ¢ un numero naturale, osserviamo che 0 = () & contenuto in ogni numero
naturale diverso da 0.

Dimostriamo quanto abbiamo appena enunciato, ovvero

Pn)=“mewAn#0)—0en”

vale per ogni n € w per induzione.

Sen =0 alloran # 0 ¢ falsa dunque P(0) vera a vuoto.
Mostriamo che P(n) — P(n).

Sen=nU{n} # 0 allora si possono verificare 2 ipotesi

e n # (), dunque per ipotesi induttiva si ha () € n.
Oran C 1 dunque ) €

e Sen =10 alloran={0} dunque § € n
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Esercizio 10.3. {(, {{0}}} non ¢ un numero naturale.

Dimostrazione.

Se x,y sono naturali allora x € y implica & € 7.

Supponiamo per assurdo che y sia naturale, ora x = 0 = () € y dunque dalla proprietd sopra

richiamata si ha
T ={0} € g=A{0,{{0}}.{0,{{0}}}}

il che e assurdo.
Resta da verificare la proprieta sopra enunciata. Sia

Qy)=Vrew (zey—1zeg)
verifichiamo che vale Yy € w per induzione su y
e y =0 ¢ vera a vuoto in quanto x € O non si verifica mai
e Sex €y allora ct sono 2 possibilita

— x € y dunque per ipotesi induttiva

T
— x €Y ovvero x =y dunque T =9 C
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Esercizio 10.4. Dimostrare le sequenti proprieta per n,m € w

1.

C
nEm(:)nim

L. NMEM—NEMmM
. VrxeéEn—zcw

2
3
/.
5
6

nNm éun numero naturale e n N'm = min {n, m}

. nUm é un numero naturale e n Um = max {n, m}

. 1 e il successore di n, cioe non accade per nessun m chen <m <n

Dimostrazione.

1.

— Sia

P(m)="“Yn(nem — nSGm)"
mostriamo che P(m) vale per ogni m € w.
Passo base: vero a vuoto n € () ¢ falso

Passo induttivo: supponiamo che P(m) sia vero.
Sen € m=mU{m} allora si possono verificare 2 casi

(a) Sen € m allora per ipotesi induttiva n G m C m
(b) Sen € {m} allora n=m da cuin=m S m
— Sia
Q(m)=“Yn(nGm — necm)

mostriamo che Q(m) é vera per m € w mediante ['induzione.
Passo base: vero a vuoto.

Passo induttivo: supponiamo Q(m) sia vero.

Sen G =mU{m} allora si possono verificare 2 casi

(a) {m} € n allora n G m da cui per ipotesi induttiva n € m C 1

(b) {m} € n allora (n\ {m}) & m da cui per ipotesi induttiva (n\ {m}) € m dunque
n=(n\{m})u{m}emu{m}=m
Sia
P(m)=“Yn(h€m — nem)’

mostriamo che P(m) é vera per m € w mediante l'induzione.

Passo base: se n € 0 allora 7 € 1 dunque 7 = 0 il che ¢ falso (0 non ¢ successore di
nessun numero), dunque il passo base e vero d’ufficio.

Passo induttiva: supponiamo P(m) vero.

Sen € m =mU{m} allora si possono verificare 2 casi

(a) Sen € m allora per ipotesi induttiva n € m C m

(b) Sen € {m} allora n =1, oran € n dunque, per estensionalita n € m
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3. Sia
Pn)=Vz(zren - xew)"

mostriamo che P(n) é vera per qualsiasi n € w per induzione sun
Passo base: vero a vuoto

Passo induttivo: supponiamo P(n) mostriamo P(n)

Se x € n allora st possono verificare 2 casi

(a) Se x € n allora per ipotesi induttiva v € w

(b) Se x € {n} allora x =n, ma n € w per ipotesi

4. Senza perdere di generalita sia n < m dunque per come abbiamo definito la relazione di
minore su w st ha n € m da cui nN'm = n che € un numero naturale

5. Senza perdere di generalita sia n < m dunque per come abbiamo definito la relazione di
minore su w st han € m da cui nUm = m che € un numero naturale

6. Supponiamo per assurdo che 3m € w,n € m € n.
Dal punto 1 di questo esercizio seque che n ; m dunque esiste A # 0 con

m=nUA
tale che ANn #0 (se n Cm allora Vs € n s € m man #m dunque esiste k € m con
Poiche m € 0 =nU{n} alloramUA S nU{n} da cui

A=m\nGn\A={n}

, dunque A ; {n} ovvero A =1, il che ¢ assurdo in quanto avevamo supposto A # ()
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11.1 Numeri naturali

Esercizio 11.1. Mostrare che l'induzione usuale e l'induzione “forte” sono equivalenti.
Dimostrazione.
Chiaramente le ipotesi dell’induzione “forte” soddisfano le ipotesi dellinduzione usuale.

Mostriamo che vale anche ’altra tmplicazione.

A lezione abbiamo wvisto che linduzione “forte” implica il principio del minimo, dunque, se
mostriamo che il principio del minimo implica ['induzione usuale abbiamo concluso.

Sia P(x) una proprieta, supponiamo che P(x) soddisfi le ipotesi dell’induzione:

P0)esex#0 P(x)— Plzx+1)

e mostriamo che la propieta vale Vr € w.

Sia I’ ={z € w| # P(x)} e supponiamo per assurdo che tale insieme non sia vuoto, dunque
per il principio del minimo 3y = min .

Poiché P(0) si ha v # 0, dunque v & successore di un numero « € w .

Ora poiché v = & si ha o < 7 dunque per definizione di v si ha P(«) e dunque per lipotesi
induttiva P(a+ 1) ovvero P() il che é assurdo, in quanto v € T’

Esercizio 11.2. Se § ¢ una famiglia di funzioni a 2 a 2 compatibili allora F = |J§ & una
funzione e dom(F) = U dom(f)

=
Dimostrazione.

Per l’assioma dell’unione F' é un insieme. Tale insieme é formato da coppie ordinate ( infatti
dalla definizione di unione di famiglie: se t € F allora 3f € § cont € f e poiche f é una
funzione t é una coppia ordinata,).
Quanto abbiamo osservato sopra, ci porta adire che F' e una relazione binaria, resta da provare
che e biunivoca, cioe

(a,b),(a,b) e F — b=l

Supponiamo per assurdo b #b'.
Dalla definizione di unione di famiglia

(a,b) e ¥ — dfiefF (a,b)e fi — a€dom(fr)

(a,b)e F — 3feF (a,b)efo — acdom(fs)

Poiche f1, fo sono relazioni binarie biunivoche deve accadere che fi # fs.
Ora a € dom(f1) Ndom(fz) da cui essendo le due funzioni componibili b = fi(a) = fa(a) =V
il che e assurdo.

Mostriamo ora chi ¢ il dominio di F (che esiste in quanto abbiamo provato che F ¢ una
funzione e che il dominio di una relazione é un insieme).

Se a € dom(F) allora per definizione di dominio 3b con (a,b) € F.

Ora per definizione di F' 3f € F con (a,b) € f, da cui a € dom(f).

Abbiamo mostrato che

dom(F) C U dom(f)
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Andiamo a mostrare [’altro contenimento.
Sia a € U dom(f) allora per definizione di unione 3f € § con a € dom(f) e per definizione

fes
di dominio 3b con (a,b) € f.
Ora (a,b) € F da cui a € domF

Esercizio 11.3. Sia A un insieme, a € A e g: w x A — A una funzione.
WY e un’approssimazione finita se
Yv:ik+1—=A

dove k numero naturale e

Mostrare che
S={plp e AF}

e un insieme
Dimostrazione.

Jdkew dom(y)=k+1
F=qvePlwxA) |{v(0)=a
Vnek ¢(n+1)=g(n¢(n))

tale insieme esiste per separazione.
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12 Lezione del 22 marzo

Esercizio 12.1. Trovare esplicitamente una bigezione ¢ : [0,1] — (0,1)
Dimostrazione.

Ripercorriamo la dimostrazione del teorema di Cantor-Bernstein.

0, 1]| = | [0, 3]| dove la biezione ¢ data da

w:[O,l]%[O,l] a—

a
2 2

Per il teorema di ricorsione numerabile, esiste la successione (E, |n € N) dove

EO = w[oa 1]

En+1 = w[En]
dunque

1
b o)
sia .
E = UEnz{l}U{Q—nMGN}
neN

Sia

Y(a) sea€e {1} UE

¢:[0,1] = (0,1) ¢(a):{a sead {1}UE=(0,1)\ E

Tale funzione e iniettiva in quanto

¢ = Yiyue Uidjoane

ovvero € unione disgiunta di funzioni iniettiva.
Mostriamo che ¢ e suriettiva in quanto

Imm(w'{l}UE) U [mm(id‘(oyl)\E) = (0, 1)
Possiamo esplicitare ancora di pit ¢ come seque

#sea:%dovenENo
asea%%VneNo

¢ : [07 1] - (0’1) gb(a) = {
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13 Lezione del 24 marzo
Esercizio 13.1. .

1. X =UPX)
XePPUX))
UUPX) e P(UX)

A partire dagli assiomi dimostrare che esiste X allora esiste {P(x) |z € X}

Per quali X = P(P(X))

Dimostrazione.
FE utile ricordare queste definizioni:

B ="P(A) Vi(te B < tCA)
B=|J§ Vt(teB <« 3JFe§ teF)

1. Mostriamo che valgono entrambe i contenimenti.
Sia x € X allora poiché {z} € P(X) ex € {z} allora x € | JP(X).
Abbiamo provato, dunque, X C |JP(X), andiamo a mostrare ’altro contenimento.
Sia x € |JP(X) allora Y € P(X) (cioeY CX )conzeY.
Ora poiche x €Y CX sihare X (ACB <« Vi(teA — teB))

2.
xXePPlJX) e XcPlJXx) & vitex - tclJx) &
& Vi(teX = (Valaet — acl]X))
Ora a € |JX se Y € X con a € Y, quest’ultima condizione ¢é verificata per Y =t
dunque sono vere tutte le forme equivalenti ed in particolare la tesi.
3.

JUUrxer(Jx) « YUrxmclUx vy(yeUUP(X) - yeUX)

Oray € UUP(X) se 3H € |JP(X) cony € H ovvero se 3K € P(X) (cioe K C X)
conye He K.

Ora poiche K C X allora si ha H € X (Vt € Kt € X) dunque y € |JX (in quanto
dHe X conye H)

4. Mostriamo che fissato x € X si ha

P(x) e P (P (X))
tale appartenenza ¢ vera se e solo se
P(x) CP (UX) S Wy (y €ePlx) »yeP (UX))

Ora
yePx) & yCax < Vz(zey—zex)
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Ora
yEP(UX) & yQUX = Vz(zEy%zEUX)

Concludiamo osservando che z € x  — z € |JX.
Dunque linsieme

{P(z)|z e X} = {y€P<P<UX>> ‘ dre X y:P(x)}
che € un insieme per separazione.
5. Supponiamo che l'uguaglianza valga per un insieme Y allora la mappa
id: Y —-PPX)) y—y

sarebbe una biezione dunque

Y] = [P(P(X))]

Cie e assurdo infatti dal teorema di Cantor si ha

Y] < [PX)] < [P(P(X))|
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Esercizio 13.2. Usando (A.C.) e la ricorsione dimostrare che se A é infinito, allora esiste
f: N — A iniettiva

Dimostrazione.

Essendo A infinito, A # 0 dunque per (A.C.) esiste F: P(A)\ {0} — A funzione di scelta per
Uinsieme A (ovvero F(X) € X per ogni X C A non vuoto).

- ¢ non vuoto (un insieme
infinito privato di finiti elementi é infinito dunque non vuoto).

Definiamo per ricorsione numerabile (I forma) una funzione f : w — A che soddisfa f(0) =
F(A) e f(n+1) = g(n, (f(i))i=1,..n)-

Mostriamo che tale funzione é iniettiva.

Siano n,m € w mostriamo che n # m allora f(n) # f(m), possiamo supporre n = max {n, m}
conn #0 (sen =0 allora anche m =0 ma avevamo supposto n # m).

Poiche n # 0, n é successore di s cioé n = s+ 1 dunque

fn) = f(s+1) = g(s,(f(i))izo...s) = F(A\{f(0),.... f(m),..., f()})

FEssendo F' una funzione di scelta si ha

FANASQ), .-, f(m),..., f(s)}) € ANAS(0),.., f(m), ..., f(s)} € AN{f(m)}
dunque f(n) € A\ {f(m)} da cui in particolare f(n) # f(m)
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13.1 Insiemi finiti

Esercizio 13.3. Se A e B sono finiti, allora anche AU B ¢ finito .

Dimostrazione.

Non é restrittivo supporre i due insieme disgiunti in quando AU B = (A\ B) U B tale unio-
ne é disgiunta e i due insiemi che stiamo unendo sono finiti (a lezione abbiamo provato che
sottoinsiemi di insiemi finiti sono finiti)

P(n) = “VA |A] =n VB finito AU B ¢ finito "

Mostriamo che P(n) é vera per ogni numero naturale, usando l'induzione su n.

Sen =0 allora A=10 da cui AU B = B dunque ¢ finito.

Supponiamo che AU B ¢é finito per ogni A con |A| =n e per ogni B finito.

Sia A con ‘A‘ = 7 dunque esiste ¢ : 1 — A biezione, da cui G — A\ {p(n)} & una

bigezione dunque per ipotesi induttiva per ogni B finito, A \{f(n)} U B ¢ finito da cui esiste
peew et : pg— (A\{f(n 1)}) U B bigezione.

Estendiamo tale funzione a ¢ : pg — AU B dove 1/J|pB = ¢ mentre ¥(py) = f(n).

(possiamo assumere che f(n) & B in quanto per l'osservazione iniziale non é restrittivo assu-
mere che gli insiemi siano disgiunti) Chiaramente tale funzione € una bigezione dunque AUB
finito.

Esercizio 13.4. Se A e B sono finiti, allora anche A X B ¢ finito.
Dimostrazione.

P(n) = “VA |A| =n VB finito A x B ¢ finito "

Mostriamo che P(n) & vera per ogni numero naturale, usando l'induzione su n.

Sen =0 allora A =0 da cui A x B =10 dunque ¢ finito.

Supponiamo che A x B sia finito per ogni A con |A| = n e per ogni B finito.

Sia A con |A| = @ dunque esiste ¢ : 1 — A biezione, da cui T A\ {o(n)} & una
bigezione.

Ora per ipotesi induttiva per ogni B finito, A \{f(n)} x B ¢ finito.

Basta osservare che Ax B = ((A\{f(n)})x BYU{f(n)} x B ed inoltre { f(n)} x B ¢ equipotente
a B dunque ¢é finito(se b — (f(n),b) é una ovvia biezione).

Concludiamo osservando che A X B ¢ unione di 2 insiemi finiti dunque € finito.
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Esercizio 13.5. Se A e B sono finiti, allora anche Fun(A, B) ¢ finito.
Dimostrazione.

Mostriamo prima questi 2 risultati di carattere generale sulle cardinalita.
Sia a € A, poniamo A= A\ {a} allora

|[Fun(A, B)| = |Fun(A, B) x Fun({a}, B)|
La funzione
I': Fun(A, B) = Fun(A, B) x Fun({a},B) f — (f@, f|{a})

¢ una ben definita bigezione.
Mostriamo che é iniettiva, se f,g € Fun(A, B) con f # g allora esiste k € A con f(k) # g(k)

o se k=a allora fi{a} # 9ifa}

e se k# a allora fiz # 9a

in entrambi i casi T(f) # T'(g). B
La suriettivita ¢ ovvia, se f € Fun(A,B) e g € Fun({a},B) allora pongo h = fUg e

L(h) = (f,9).
Mostriamo ora che |Fun({a}, B)| = |B|.
Sia

v : Fun({a},B) — B f = fla)
tale funzione € una bigezione:
e se f# g allora f(a) # g(a) dunque 9 ¢é iniettiva
e se b€ B definisco f: {a} — B come f(a) =b allora ¥(f) = b, dunque ¥ ¢é suriettiva.

Mostriamo ora quanto richiesto
P(n) = “VA |A| =n VB finito Fun(A, B) ¢é finito "

Mostriamo tale proprieta per induzione su n.

Pern =0 la condizione é vera a vuoto in quanto A = ().

Supponiamo che Fun(A, B) sia finito per ogni A con |A| =n e per ogni B finito.

Sia A con |A| =i dunque esiste una biezione ov: 1 — A, sia a = a(n).

Ora A= A\ {a} ha cardinalita n dunque per ogni insieme finito B si ha Fun(A, B) ¢ finito.
Poiche abbiamo provato che prodotti di insiemi finiti é finito e vale

|Fun(A, B)| = |Fun(A, B) x B|

abbiamo mostrato il passo induttivo
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Esercizio 13.6. Se A ¢ finito, allora anche P(A) ¢ finito

Dimostrazione.
Mostriamo che |P(A)| = |Fun(A,?2)| il che conclude, in quanto abbiamo mostrato che l'insieme
delle funzioni tra insiemi finiti € finito.
Sia
X : P(A) = Fun(A,2) A— xa
dove

0 altriments

lseac A
XA(G)Z{

Mostriamo che x é una bigezione:

e Mostriamo che é iniettiva.
Siano A, B € P(A) con A # B dunque per estensionalita esiste a € A con a ¢ B da cui
X(A)(a) =1 mentre x(B)(a) =0 da cui x(A) # x(B)

e Sia f € Fun(A,2), poniamo B ={a € A| f(a) =1} allora x(A) = f

Esercizio 13.7. Se R ¢ una relazione finita, dom(R) e Imm(R) sono finiti
Dimostrazione.

Sia
P(n) : “YR finita di cardinalita n si ha dom(R) finito"
Mostriamo la tesi per induzione sun € w

e se n =0 non c¢’¢ nulla da dimostrare, R = () da cui dom(R) = () (avevamo definito il
dominio come x € |J|J R.... ma tale insieme é vuoto)

e Supponiamo la proprieta valida per ogni relazione di cardinalita n.
Sia R una relazione con |R| =n da cui esiste una biezione

v:n— R

poniamo A =1(n) e R =R\ {A}.
Poiché una relazione € un insieme di coppie ordinate si ha A = (a,b) dunque

dom(R) = dom(R) U {a}
ora unione di insiemsi finiti e finito, da cui la tesi

Mostriamo che anche l'immagine € finita in modo del tutto analogo, sia
Q(n) : “YR finita di cardinalita n si ha Imm(R) finito”
Mostriamo la tesi per induzione sun € w

e se n = 0 & wvera a vuoto in quanto dom(R) = 0 dunque anche Imm(R) = (0(se, per
assurdo, esiste b € Imm(R) allora deve esistere a € dom(R) il che é assurdo essendo il
dominio vuoto)

e Siano R, R, A come sopra.

Allora

Imm(R) = Imm(R) U {b}

se b € Imm(R) allora Imm(R) = Imm(R) dunque ¢ finita, altrimenti unione di insiem
finiti e finita.
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Esercizio 13.8. Se § ¢ una famiglia finita di insiemi finiti, | J§ ¢ finita
Dimostrazione.
Sia

P(n) : “Y§ famiglia di insiemi finiti con |§| =n U& ¢ finita”
Mostriamo la proprieta per induzione sun € w

e sen=0allora§ =0 da cui JF =0 che ¢ finito

e Supponiamo che per ogni § finita di insiemi finiti tale che |§| =n risulti |J§ finita.

Sia § una famiglia di insiemi finiti tale che ‘@" = n dunque Y : n — §F, poniamo
A =1(n). -

Osserviamo che § = § \ A é una famiglia finita di insiemi finiti di cardinalita n da cui
U3§ e finita.

Concludiamo osservando che B
Us - (Us) s

e notando che unione di 2 insiemi finiti e finita
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13.2 Assiomi di Peano

All’inizio di questa sezione, ricordiamo per chiarezza espositiva gli assiomi di Peano

(PA1) VaVy (z#y—s(x) #s(y))
(PA2) Vz (z#0< Jyx=s(y))
(PA3) Vx x24+0=2 VaVy x+s(y)=s(z+y)
(PA4) Vz x-0=0 VaVy z-s(y)=z-y+x
(PAS);; ACN (0eAN(VMrzeA—s(z)eA)— A=N)

Esercizio 13.9. Assumendo PA;; dimostrare che Vx,y, z
(z+y)+z2=z+(y+2)
Dimostrazione.
Sia
A={neN|Vz,ye N z+(y+n)=(x+vy)+n}

Mostriamo che 0 € A
r+(y+0)=x+y=(x+y)+0

Supponiamo che n € A allora
(z+y)+s(n) =s((z+y)+n)
ora poiché n € A si ha (x+y)+n=x+ (y+n) da cui
(x+y)+sn)=sx+y+n)=z+s(y+n)=x+ (y+s(n))

Abbiamo dungue provato che x € A allora s(x) € A.
Per PA5;; si ha A =N dunque vale la proprieta associativa per la somma
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Esercizio 13.10. Assumendo PA;; dimostrare che Vx,y

r+y=y+=x

Dimostrazione.
Prima del sequente esercizio dimostriamo 2 proprieta che verranno usate in segquito

()
VneN O0+n=mn
(da (PA3) si ha solamente n+ 0 =n).
Sia
A={neN|0+n=n}
— 0 € A in quanto per (PA3) si ha 0+0=0
— Supponiamo n € A allora

0+s(n)=s(0+n)=s(n+0)=s(n)=sn)+0

dove gli uguali rossi derivano da PA3 mentre quello nero deriva dal fatto che n € A.
Abbiamo provato n € A implica s(n) € A, dunque la tesi

Per PA5r; seque che A =N
(1)
Vn,x € N s(x) +n=2x+ s(n)
Sia
B={neN|VzeN s(z)+n=z+s(n)}
— 0 € B in quanto s(x) + 0 = s(x), inoltre x + s(0) = s(z + 0) = s(x)
— Supponiamo n € B allora
s(x) 4+ s(n) = s(s(x) +n) = s(x + s(n)) =z + s(s(n))

dove gli uguali rossi derivano da PA3 mentre quello nero deriva dal fatto che n € B.
Abbiamo provato che n € B implica s(n) € B

Per PA5;; seque che B =N, dunque la tesi
Andiamo ora a dimostrare la proprieta commutativa; sia
C={neN|VzeNaz+n=n+uz}

e 0 € C in quanto per (PA3) si ha x +0 = z.
Ora dalla proprieta (i) si ha 0+ x = .
Abbiamo dunque 0+ =x+0==x

e Supponiamo n € C
r+s(n)=s(z+n)=sn+z)=n+s(x) sn)+z

dove gli uguali rossi derivando da PA3, quello giallo é la proprieta (ii), mentre quello
nero deriva dal fatto che n € C.
Abbiamo provato che n € C implica s(n) € C

Per PA5;; seque che C' =N da cui la tes:
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Esercizio 13.11. Assumendo PA;; dimostrare che Vx,y
:L‘ . y fr— y . x

Dimostrazione.
Prima del sequente esercizio dimostriamo 2 proprieta che verranno usate in sequito

(1)
vneN 0-n=0
(da (PA4) si ha solamente n -0 =0).
Sia
A={neN|0-n=0}
— 0 € A in quanto per (PA4) si ha0-0=0

— Supponiamo n € A allora
0-5(n)=0-n+0=0+0=0

dove gli uguali rossi derivano da (PA4) mentre quello nero deriva dal fatto che
n e A.
Abbiamo provato n € A implica s(n) € A

Per PA5;; seque che A =N
(i)
Vn,o € N s(z) - n=xz-n+n
Sia
B={neN|VzeN s(z)-n=x-n+n}
— 0 € B in quanto da (PA4) si ha s(x)-0=0. Ora0=2-0=2-0+0

— Supponiamo n € B allora
s(x)-s(n)=s(z) n+s(x) = zn+n+s(x) x-n+s(n)+r=r-n+z+s(n)=x-s(n)+sn)

dove 1" uguale rosso derivano da (PA4) mentre quello nero deriva dal fatto che
n € B, quello giallo dalla proprieta (ii) dell’esercizio precedente, quello blu ¢ la
proprieta commutativa della somma Abbiamo provato che n € B implica s(n) € B

Per PA5;; seque che B =N, dunque la tesi
Andiamo ora a dimostrare la proprieta commutativa.
Sia
C={neN|VzeN z-n=n-z}
e 0 € C in quanto da (PA4) si ha x-0=0.

Ora dalla proprieta (i) otteniamo 0 - x = 0.
Abbiamo provato che 0-x =x -0

e Supponiamo n € C
r-s(n)=z-n+zx=n-z+z sn) x

dove gli uguali rossi derivando da (PA4), quello giallo é la proprieta (ii), mentre quello
nero deriva dal fatto che n € C.
Abbiamo provato che n € C implica s(n) € C

Per PA5 1 seque che C' =N da cui la tesi.
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Esercizio 13.12. Assumendo PA;; dimostrare che Vx,y, z
r-(y+z2)=z-y+x-z
Dimostrazione.
Sia
A={neN|Vz,yeN z-(y+n)=z-y+a-n}

e 0 € A in quanto da (PA3) sihax-(y+0)=2x-y.
Inoltrex-y+2x2-0=2-y+0=z-y

o sen € A allora
z-(y+sn)=z-s(y+n)=x-(y+n)+z=z-y+z-n+z x-y+x+x-n=x-y+x-s(n)

dove 'uguale blu deriva da (PA3), quelli rosso da (PA4), quello nero dan € A e quello
giallo deriva dalla proprieta commutativa della somma.
Abbiamo provato che n € A allora s(n) € A

Per PA5;r seque che A =N da cui la tesi.

Esercizio 13.13. Assumendo PA;; dimostrare che Vx,y, z

(@ y)-z=a-(y-2)
Dimostrazione.
Sia
A={neN|Vz,yeN, z-(y-n)=(z-y) n}

e 0c Ainquantox-(y-0)=z-0=0.
Inoltre da (PA4) si ha (z-y)-0=0.
Dungue (x-y)-0=z-(y-2)

e Sen € A allora

r-(y-sn)=z-(y-nt+y)=v-(y-n)+z-y=(@ -y nt+tr-y=(@-y)- sn

dove gli uguali rossi derivano da PA4, l'uguale blu € la proprieta distributiva sopra dimo-
strata, quello nero deriva dal fatto che n € A
Abbiamo provato che n € A allora s(n) € A

Per PA5; seque che A =N da cui la tesi.
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13.2.1 Struttura d’ordine su N

Esercizio 13.14. Assumendo PAj; si ha (N, <) é totalmente ordinato
Dimostrazione.
Ricordiamo come abbiamo definito 'ordine su N

a<b <& Jz#0a+z=0b

Andiamo a mostrare che e un ordine totale, ovvero vale la proprieta transitiva e la tricotomica
forte

e Supponiamo che a < b A b < c.
Dalla prima relazione si ha

d2#0 a+z=0b

Dalla seconda relazione si ha
Jw#0 b+w=c

dunque usando la proprieta associativa
a+(z+w)=(a+z2)+w=b+w=c

Mostriamo che z +w # 0 : essendo w # 0 esiste x con s(xr) = w di consequenza
s(z+x) = z+s(x) = z+w dunque z+w é successore di un numero naturale e per (PA2)
non puo essero 0.

Abbiamo provato che 3h = z +w # 0 con a + h = ¢ dunque a < ¢

e Mostriamo che vale la tricotomia forte.Sia

A={n e N|Vy € N vale uno e solo delle sequenti possibilitc y =n, y <n,n <y)}

e Mostriamo che 0 € A. Siay € N:

— sey =20 allora st ha 0 =y

— se y # 0 allora puo accadere solamente 0 < y.
Da (PA3) e dalla proprieta commutativa della somma si ha 0+y = y dunque essendo
y # 0 seque 0 < y.
Mostriamo che non vale y < 0.
Supponiamo per assurdo y < 0 dunque esiste a # 0 con y + o = 0.
Ora essendo o # 0 esiste B tale che a = s(f) dunque

O=y+a=y+s(8)=s(y+p)
il che ¢ assurdo in quanto 0 non é successore di nessun numero per (PA2)

e Sian€ AeyeN.
Se y =0 allora dal punto precedente sappiamo che 0 < s(n) (per PA2 si ha 0 # s(n) per
ogni m).
Supponiamo y # 0 dunque esiste x € N con y = s(x).
Poiche n € A puo accadere una ed una sola delle sequenti possibilita

— x =n da cui s(x) = s(n) ovvero s(n) =y
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— x < n dunque Ja # 0 con x + a = n da cui per commutativita o + x = n.
Applicando il successore e utilizzando la proprieta commutativa si giunge a

sla+z)=a+s(z)=s(x)+a=y+a=s(n)

dunque abbiamo provato che y < s(n)

— n < x dunque da # 0 con n+ o = = da cui per commutativita o +n = x.
Applicando il successore e utilizzando la proprieta commutativa si giunge a

y=s(x)=s(a+n)=a+s(n)=shn)+a
dunque abbiamo provato che s(n) <y

Mostriamo che non possono verificarsi 2 possibilita differenti

— Sia per assurdo s(n) =y ey < s(n).
Ora y # 0 altrimenti si avrebbe 0 = s(n) il che é assurdo per (PA2).
Poiché y # 0 allora y = s(x), ora per (PA1) poiché s(n) =y = s(x) si han = z.
Da s(x) =y < s(n) si ha che Ja # 0 con s(x) + o = s(n) ora usando la proprieta
associativa e la commutativita si giunge ad s(x + o) = s(n), per (PAl) z+a =n
dunque x < n.
Abbiamo mostrato che Az tale che x =n e x < n, il che é assurdo per definizione di

AMmeA)

— Sia per assurdo s(n) =y e s(n) < y.
Ora y # 0 altrimenti si avrebbe 0 = s(n) il che é assurdo per (PA2).
Poiche y # 0 allora y = s(x), ora per (PA1) poiché s(n) =y = s(x) si han = z.
Da s(n) < s(z) si ha che 3o # 0 con s(n) + a = s(x) ora usando la proprieta
associativa e la commutativita si giunge ad s(n+ a) = s(x) dunque per (PA1) si ha
n+ o=z dunque n < x.
Abbiamo mostrato che Iz tale che x =n en < x, il che é assurdo per definizione di
A e poiche n € A

— Sia per assurdo y < s(n) e s(n) < y.
Se y =0 allora 0 < s(n) e s(n) <0, ma abbiamo mostrato che 0 € A dunque non
possono verificarsi entrambe le possibilita.
Sia, dunque y # 0 dunque per (PA2) esiste x con s(x) = y.
Con analoghe osservazioni fatte nei punti precedenti si giunge a x < n emn < x il
che e assurdo per definizione di A e poiché n € A

Per (PA5;;) la tricotomia forte vale per ogni n,y € N
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Esercizio 13.15. Assumendo PA;; si ha Vx,y,z € N
r<y—rt+z<yt+z

Dimostrazione.

Vn eN
n<zr < dJa#0n+a==zx

dunque, facendo uso della proprieta associativa e commutativa si ha
r+z=Mn+a)+z=n+(a+z2)=(Mn+2)+«

ovvero (n + z) + o = x + z il che é la definizione din+z <z + z

Esercizio 13.16. Assumendo PA;; si ha Vx,y,z € N
2#0 — (r<y—z-2<y-z)
Dimostrazione.
Sia
A={zew|Vo,ycw (z#0ANar<y—zx-2<y-z}

e 0 € Ain quanto 0 # 0 é vera a vuoto.

o Siaz e A.
Siano x,y € N con z < y.
Da (PA4) si ha
r-s(z)=z-z+zx

y-s(z)=x-y+y

Ora poiché z € A sihax-z<vy-z
Applicando la propieta dell’esercizio precedente si ha

r-z+r<y-z+«x

ora essendo x < y esiste « # 0 con r +a =1y da cui
(y-z+z)+a=y-z+(@+a)=y-2+y
Abbiamo mostrato che y -z +x < y -z +y dunque per proprieta transitiva abbiamo
rx-s(z)=x-z+x<y-z+y=y-s(z)
dunque abbiamo mostrato che z € A implica s(z) € A

Per (PA5;r) si ha che A =N dunque la tesi
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Esercizio 14.1. Definire somma e prodotto su w (che rispetti PA;;) usando la ricorsione
numerabile.

Dimostrazione.

Sia g: wXw — w dove g(n,m) = s(m) = m.

Sia Va € w

fa(0) =a

fa(s(n)) = g(n, fa(m))

tali funzioni esistono uniche per il teorema di ricorsione numerabile.
Andiamo a definire la funzione somma come seque

fa 1 w— w dove {

+:rwXxw—w +(a,b) = fu(b)
Mostriamo che tale definizione € coerente con gli assiomi di Peano.

o Mostriamo Va € w st ha a + 0 = a.
Ora +(a,0) = f.(0) = a per definizione di f,.

e Mostriamo Ya,b € w si ha a + s(n) = s(a+n)
+(a,s(n)) = fa(s(n)) = g(n, fa(n)) = s(fa(n)) = s(+(a, n))
Dove abbiamo usato solamente le definizioni di f,, g, +

Andiamo ora a definire il prodotto.
Per ogni a € w definiamo

Lw w aove ha(O) =0
faiw = w d {ha(s(n ) = +(ha(n), )

tali funzioni esistono e sono uniche per ricorsione numerabile.
Andiamo a definire la funzione prodotto come seque

WX W W - (a,b) = hq(b)
Mostriamo che tale definizione é coerente con gli assiomi di Peano.

o Mostriamo che Va € w si ha a -0 = 0.

Ora -(a,0) = he(0) = 0 per la definizione di h,
e Mostriamo che Ya,b € w si haa-s(n)=a-n+a
'(av S(TL)) = ha(s(n)> = +<ha<n)7 a) = +<'(a’ n)v CL)

dove abbiamo usato solamente le definizioni di h, e -
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14.1 Buoni ordini

Esercizio 14.2. Se (A, <) e (B, <) sono insiemi totalmente ordinati finiti con |A| = |B| allora
sono isomorfi, dunque, ogni insieme totalmente ordinato finito € ben ordinato.
Dimostrazione.
Andiamo a mostrare che (A, <) = (n, €) dove n = |A|.
Per mostrare cio € utile dimostrare che ogni insieme finito totalmente ordinato ammette mas-
simo, mostriamo cio per induzione sun = |A|.
Sia

P(n) = “V(A, <) |A] = n ammette massimo”
Sen =1 allora A= {a} dunque max(A) = a.
A

Supponiamo P(n) vera, sia (A, <) totalmente ordinato con = n dunque esiste una biezione

Vi h— A

Sia A=A\ {¢Y(n)}, ora (A, <) e un ordine totale con |A| = n dunque per ipotesi induttiva A
ammette massimo (3.

Si possono verificare 2 casi

~

e se < 1(n) allora max(A) = (n)

~

e se Y(n) < f allora max(A) =3

Torniamo alla dimostrazione dell’esercizio.
Mostriamo la proprieta

Q(n) = “Y(A, <) totalmente ordinato con |A] =n (A, <) = (n,€)”
per induzione su n
e sen =0 allora A= dunque la proprietd ¢ vera

e Supponiamo Q(n) vera.
Sia (A, <) un insieme totalmente ordinato di cardinalita i , e sia M = max(A), poniamo
A= A\ {M}. Ora per ipotesi induttiva, essendo (A, <) totalmente ordinato e |A| = n si
ha che esiste
v A—=n

1somorfismo d’ordine

Estendiamo tale isomorfismo ad un isomorfismo d’ordine ¢ : A= ponendo ¢4 =P e
d(M) =n.

Tale funzione ¢ davvero un isomorfismo d’ordine in quanto per definizione M > a per
ogni a € A e similmente n > m per ogni m € n

Abbiamo dunque mostrato che (A, <) = (n, €) per ogni A con |A| = n dunque
(A, <) =(n, €)= (B,<)

Si conclude in quanto composizioni di isomorfismi € un isomorfismo
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Esercizio 14.3. L’insieme ordinato (Fun(N,Z),<) con Uordine della minima differenza é
separabile.

Dimostrazione.

Consideriamo l'insieme

A= |J fs doveseS=(ag,... an) allora fs(i) = {“i sei=0,...,m

SeSeq() 0set>m

Tale insieme esiste per separazione in quanto potrebbe essere definito come

0set>m

A= {fGFun(N,Z)

; =1,...
dm € N 35 € Seq(Z)con S = {(ay,...,an) f(i)= {az se i S, }

Ora |A| = Ry in quanto Seq(Z) ¢ numerabile, mostriamo che A é denso in (Fun(N, Z), <).
Siano f,g € Fun(N,Z) con f < g dunque esiste k = min{n| f(n) # g(n)} con f(k) < g(k).
Ora Z ¢ senza limiti, dunque esiste o € Z con a < g(k).

Sia h = fg dove S = (g(1),...,9(k),a).

Ora f < h in quanto f(i) = h(i) peri=1,...,k —1 (in quanto per tali i f(i) = g(i) = h(i))
mentre f(k) < g(k) = h(k).

Inoltre h < g in quanto g(i) = h(i) peri=1,...,k (per definizione di h) mentre a = h(k) <
g(k).

Dunque A é un denso numerabile in (Fun(N,Z), <) da cui Fun(N,Z) con l'ordine della minima
differenza é separabile
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15.1 Tagli di Dedekind

Esercizio 15.1. X +Y ¢ un taglio, inoltre Q, + Qy = Qgiy
Dimostrazione.

o X +Y ¢ non banale.

— Mostriamo che X +Y # ()
FEssendo X # () si ha 3x € X, similmente Jy € Y dunque x +y € X +Y # ().

— Mostriamo che X +Y # Q
FEssendo X # Q st ha v € Q con x ¢ X, similmente 3y € Q cony € Y.
Supponiamo, per assurdo, X +Y = Q, in particolare, x +y € X + Y dunque
r+y=2"4+y conz’ e X ey €Y.
Essendo © ¢ X si ha ' < x (infatti x # 2’ poiche 2’ € X ex ¢ X, inoltre se x < a’
per definizione di taglio x € X ) similmente y' <y da cui

r+y=2+y N2 +y <z+y
il che € assurdo

e Mostriamo che X +Y ¢é un segmento iniziale.
Supponiamo che z € X +Y dunque z=x+y conx € X ey€Y.
Sia 2’ < z (dunque z — z' > 0), possiamo scrivere

d=x+y—(z-2)=2x—-(2-2)+y

ora z — 2z > 0 dunque v — (2 — 2’') < x da cui essendo X taglio ¥’ =z — (2 —2') e X
dunque 2 =2’ +ye X +Y

e Mostriamo che X +Y non ha massimo
Supponiamo, per assurdo che z € X +Y sia un massimo, dunque z =T +7 conT € X e
yey
OraVr e X sthar+ye€ X +Y dacuix+y <T+7Y dunque x < 7.
Abbiamo mostrato che © e un massimo di X il che é assurdo

Mostriamo che vale l'uguaglianza.

SiaaecQ, efeQp dunquea <qef<q dacuia+p<qg+4q.

Abbiamo mostrato che Qp + Qy C Qqpq -

Andiamo a mostrare laltro contenimento: sia 0 € Qqyy allora § < g+ ¢' ovvero g+q — 6 > 0,
da cui 3(q+ ¢ —6) > 0.

Ora

]' / / 1 /
0=q-5l¢+d =0 +d —5(a+q —9)

inoltre essendo 3(q+ ¢ —0) >0 si ha Q =q— 3(q+ ¢ — 0) < q dunque Q € Qg, similmente

Q' =q-3(a+q —0)€Qy.
Abbiamo dungue provato che § = Q + Q' € Q, + Qg
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Esercizio 15.2. —X ¢ un taglio, inoltre X + (—X) = Qo
Dimostrazione.

o Mostriamo che —X non ¢ banale.

— Essendo X # Q esiste v € Q con x & X dunque —x € —X # ()

— Supponiamo —X = Q allora , Vg € Q si avra —q € —X (in quanto X = Q e
—q € Q) da cui per definizione di —X si avra q &€ X, abbiamo provato che X = (),
il che é assurdo, essendo X un taglio

e Mostriamo che —X non ha massimo.
Se avesse massimo, allora X© avrebbe minimo, ovvero X = Q.
In questo caso abbiamo definito —Q, = Q_, che non ha massimo, essendo un segmento
maziale.

e Siax € —X ey <z, dobbiamo provare che y € —X.
Poiché x € —X ne conseque —x ¢ X, day < x seque —x < —y dunque —y & X (se per
assurdo —y € X, essendo X un taglio si avrebbe —z € X ).
Ora essendo —y & X allora y € —X

Esercizio 15.3. Se X, Y > 0 allora X - Y ¢é un taglio
Dimostrazione.

Dalla definizione di X - Y st ha Qo C X -Y da cut X - Y non é vuoto.
Mostriamo che X - Y # Q.

Essendo X,Y > 0 tagli, si ha che esistonoT € X ey €Y tali che

O<z<zZ VeelX

O<y<y WYyev

in quanto richiedere cio ¢ equivalente a dire che X,Y # Q.

Abbiamo dunque Vz € X -Y ¢ della forma x -y conx € X ey € Y dunque z < T -7y dunque
T-y¢ XY che é dunque diverso da Q.

Mostriamo che X - Y e un segmento iniziale.

Sia 2z <zconze XY, dunque 2’ <x-yconr € X eyeY.

Se 2/ <0 ho concluso in quanto 2’ € Q<9 C X - Y.

Supponiamo dungue 2’ > 0 ovvero y > 0 dunque da 0 < 2’ <x-y si ha 0 <2 -y~ ! < x.

Ora essendo x € X e X segmento iniziale si ha 2" -y~ € X da cui

Y=y ye XY

in quanto 2’ -y~ >0 ey > 0.
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Esercizio 15.4. 1. X+ (Y+Z)=(X+Y)+Z
2. X-(Y-2)=(X-Y) Z
3. X-(Y+2)=X-Y+X-Z
Dimostrazione.
X4+Y+2)={ac+AlzeXAcY+Z}={z+{y+2)|zeXyeY zeZ}=
={(z+y)+2)|zeXyeYzeZ}={A+z2|AeX+Y € Z}=(X+Y)+Z

dove abbiamo usato che la somma su Q ¢ associativa. Per il prodotto assumiamo X,Y,Z
positivi, il caso negativo si fa in modo analogo

X-Y-Z)y={ax-Al(z>0N2eX)N(A>0NAcY - Z}UQy =

={z-(y-2)[(z>0N2eX)AN(Y>0N,yeY)AN(2>0AN 2€ 2)} UQ =
={(z-y)-2)|zr>0Nz2eX)AN(y>0N,yeY)AN(2>0AN2€2)}UQsx= (X" Y)-Z

dove abbiamo usato che la somma su Q é associativa.

X-Y+2)={z-Al(z>0N2eX)NA>0NAcY+2)}UQxy =
={z-(y+2)|[(@>0N2eX)AN(y+2>0ANyeY ANzeZ)}UQ=
={z-y+z-z|[(z>0N2eX)AN(Y>0ANYyeEY)AN(2>0AN2€2)}UQeo=XY +YZ

Andiamo a giustificare il passaggio rosso.

Chiaramente y >0 A z > 0 implica y + z > 0.

Supponiamo, senza perdere di generalita z < 0, allora sia zy € Z con z, > 0 > 2.
Orax-y+x-z<z-y+x-2z (il primo termine appartiene sempre al taglio X -Y + X - Z)
dunque ci possiamo restringere al caso di entrambi positivi.
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Esercizio 15.5. X - % = Q1 per ogni X # 0
Dimostrazione.

Mostriamo che possiamo assumere X > 0.
Se fosse X < 0 allora

ora —X > 0 dunque se la test vale per X > 0 allora vale anche per X < 0.
Consideriamo dunque X > 0

1 1 1
X —=<zx-x|zeeX A= UQyu=xz-m|lze XN |(n1=-y&X);UQ
X X - Y =

Dunque Vz € X - % e della forma xi dove y & X dunque y > x di consequenza si ha z < 1
ovvero z € Q.

Abbiamo mostrato che X% C Qq, andiamo a mostrare ’altro contenimento.

Sia a € @y distinguiamo 2 casi

e a<0.
In questo casoVy ¢ X sihaa-y <0 dunque x =a-y € X.
Poiche y & X allora i € X abbiamo quindi

e 0<ax<l.
Sia v € X allora poiche 2 tende all’infinito per n che tende all’infinito e poiche X non
ha massimo deve accadere che per un fissato n, == ¢ X, sia m il valore di n minimo.
Abbiamo dunque

X
am_IEXea—mQX
1

< concludiamo osservando che

dunque st ha % S
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Esercizio 15.6. Se A # () allora {B| |B| = |A|} non ¢é un insieme.
Dimostrazione.
Supponiamo, per assurdo, che l'insieme

I={B[|B|=[Al}

esista, allora l'insieme di tutti gli insiemi (classe universale) esiste.

Sia Y un insieme allora per l'assioma della coppia esiste {Y'}.

Essendo A non vuoto, Ja € A, dunque esiste anche Y' = (A\ {a}) U{Y}.

Chiaramente Y' ¢ in biezione con A dunque Y' € I

Se consideriamo |JT' (che esiste per l’assioma dell’unione), tale insieme risulta la classe uni-
versale, ora abbiamo provato che tale insieme non puo esistere (paradosso di Cantor)
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16.1 Ancora buoni ordini

Esercizio 16.1. Se (A, <) e (B, <) sono buoni ordini, allora esiste al pit un isomorfismo tra
loro

Dimostrazione.

Supponiamo esistano 1, ¢ : A — B isomorfismi d’ordine.

Orapo¢=t: B— B éun isomorfismo di B dunque da fatti noti ¢ o ¢~ = idp.

Similmente si prova che ¢~ o) = idy.

Ora ) e ' sono uno Uinverso dell’altro, dunque ¢ = ¢

Esercizio 16.2. Se A C R ¢ ben ordinato, A ¢ al piu numerabile.

Dimostrazione.

Sia o = max A, dunque Ya € A con a # a ¢ ben definito il successore di a (il piu piccolo dei
maggioranti di a in A) chiamiamo tale successore a + 1.

Andiamo a definire una funzione

q: A\{a} = Q

nel sequente modo: sia a € A\ {a}.

Per la densita di Q in R esiste g(a) € Q con a < g(a) < a+ 1.

Per la scelta di q(a) possiamo fare nel sequente modo: fissata una enumerazione di Q ovvero:
(gn |n € N) di Q, allora q(a) = qi dove k =min{n|a < ¢, <a+1}).

Mostriamo che la funzione q sopra definita é iniettiva.

Siano a,a’ € A con a # d supponiamo a < a allora (a,a’) N Q # O dunque g € Q con
a < q<d diconseguenza q(a) < q(a’).

Abbiamo costruito una applicazione iniettiva tra A\ {a} e Q dunque |A| < |QU{t}| = Ny dove
t€Q

Esercizio 16.3. Sia (A, <) un insieme ordinato
(A, <) = (w,<) & A éinfinito e ogni suo segmento iniziale é finito

Dimostrazione.

— FEssendo A isomorfo a w si ha |A| = |w| dunque A ¢é infinito.

Sia ¢ : A — w lisomorfismo d’ordine, e sia S un segmento iniziale di A.

Mostriamo che ¥[S] é un segmento iniziale di w: se y < s € Y[S] essendo ¢ suriettiva si avra
JyeAes €S coni(y) =y e(s) =s e poiché i preserva lordine y < s' dunque y € S
da cui p{y') = y € [S).

Ora essendo w ben ordinato ¥[S| = wy con k € w, dunque Y[S| =k da cui |S| = [Y[S]| =k
dunque S finito.

=

e A ¢ privo di massimo.
Supponiamo per assurdo che A abbia massimo M, dunque A = Ay U{M} ora Ay €
finito, da cui anche Ay U{M} é finito, ovvero A é finito, il che é assurdo

e P(n) = “Yn € w esiste un segmento iniziale (anche vuoto) di A con |S| > n".
Mostriamo tale proprieta per induzione su n.
Per n = 0 possiamo prendere S = ().
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Supponiamo che esiste un segmento iniziale S con |S| = n (se |S| > n allora si avra
|S| > n+1 dunque P(n+1)).
L insieme

C={rxeA\S|VseSs<u}

e non vuoto.

Supponiamo, per assurdo, C' = ().

Ora A\ S ¢é non vuoto (Un insieme infinito privato di una quantita finita é infinito).
Dunque 3z € A\ S e poiché x ¢ C allora s € S con x < s da cui x € S (definizione di
segmento inziale) il che é assurdo.

Poiché x # 0, sia x € C ey > x (esiste in quanto A non ha massimo).

Dunque S € A, in quanto Vs € S si ha s < x <y dunque s € A, e per definizione di C,
re€A, max &S.

Dunque |A,| > |S| =n ovvero |A,| > n+1

e La funzione
g:wxSeq(d) > A g(n{an,. .. an)) = min(S\ {a, .. a,})

dove S & un segmento iniziale di A con |S| >n eay,...,a, €S

Osserviamo che linsieme S\ {a1,...,a,} € finito e non vuoto, dunque ammette minimo
(S finito), resta da mostrare che un tale segmento iniziale esista e che la funzione non
dipende dalla sua scelta.

Sia M = max{ai,...,a,} (esiste in quanto l'insieme é finito), essendo A privo di mas-
stmo st ha 3x,y € A cony > x > M, se consideriamo A, e un segmento iniziale che
soddisfa le ipotesi (in quanto as, ..., a,,x € A, dunque |[A,] > n+1).

Mostriamo che non dipende dalla scelta di S.

Sia S # S’ due segmenti iniziali che soddisfano le richieste volute.

Essendo S # S’ possiamo supporre 3z € S\ S" (laltro caso é analogo) dunque Yy € S’
st avra y < x (se per un certo y si avrebbe x < y allora essendo S’ segmento iniziale si
avrebbe x € S') da cuiy € S (S & un segmento iniziale ey < x € S). Da cui S' C S
Sia T =S\{a1,...a,} eT' =5 \{ay,...,a,} si ha dunque T" C T

Sia o =minT e o/ = minT".

Poiche T" C T si ha o €T dunque o > «.

Supponiamo, per assurdo, o < o' allora poiché o € S' che é un segmento iniziale si ha
a € S dunque o € T' da cui o > o, il che é assurdo.

Abbiamo mostrato che g non dipende dalla scelta del segmento iniziale.

Definiamo per ricorsione numerabile una funzione f : w — A tale che f(0) = minS dove S ¢é
un segmento iniziale non vuoto e f(n+ 1) = g(n, (f(0),..., f(n))).

Tale funzione é iniettiva (se n > m allora f(m) é il minimo di un insieme che non contiene
f(n)) e preserva lordine (se n < m allora posso prendere per la determinazione di f(n) il seg-
mento iniziale in modo che contenga anche f(m) dunque poiché f(n) é il minimo di un insieme
che contiene f(m) si avra f(n) < f(m)).

Mostriamo che tale funzione é suriettiva.

Sia a € A essendo A privo di massimo esistono x,y € A cony > x > a e sia |[A,] = m
dunque per calcolare f(0),..., f(m — 1) posso usare il segmento iniziale A, e so che uno tra
f),...,flm—=1) ¢éa.

Abbiamo costruito un isomorfismo tra (A, <) e (w, <)
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16.2 Tipi d’ordine

Esercizio 16.4. Assumendo la tricotomia dei buoni ordini, mostrare che se § € un insieme
non vuoto di buoni ordini, allora esiste (A, <) € § tale che V(B, <) € § si ha ot(A) < ot(B).
Dimostrazione.

Essendo § non vuoto, esiste A € § .

Consideriamo l’insieme
A'={ae A|FB e F A, = B}

andiamo a distinguere 2 casi:

o Se A" =0 allora dalla tricotomia dei buoni ordini si ha che VB € § vale una ed una sola

tra
A=B

A B, perbe B
dunque in entrambi i casi ot(A) < ot(B), dunque A ¢ l’elemento "minimo” cercato
e Supponiamo, dunque, A’ # O allora poiché¢ A’ C A e A € F (dunque ¢ un buon ordine),
si ha che A" ammette minimo a.

Mostriamo che ot(A,) < ot(B) per ogni B € §.
Se per assurdo esistesse B € § con ot(B) < ot(A,) allora esisterebbe o’ € A, con

B = (Aa)a’ = Aa’

dunque o' € A, il che va contro la minimalita di a (se a’ € A, allora si ha a' < a).
Abbiamo mostrato che A, ha tipo d’ordine minore, ora ricordando la definizione di A’
si ha che esiste B € § con B = A, da cui ot(B) = ot(A,) dunque B é l’elemento di §

cercato
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17 Lezione del 2 aprile

Esercizio 17.1. ot(w) é il piu piccolo tra i tipi d’ordine di insiemi infiniti.
Dimostrazione.
Sia A un insieme infinito e

g: wx Seq(A) — A

una funzione tale che g(n,{ai,...,a,)) = min(A\ {a,...,a,}).
g €& ben definita in quanto poiché a = {ay,...,a,} € finito A\ a é non vuoto.
Defintamo per ricorsione numerabile una funzione

f(0) =min A

frw— A {f(n—|—1)Zg(n,<f(i)|i:1""’n>)

tale funzione ¢ iniettiva: se n # m supponiamo n < m allora
f(m) € A\{f(0),..., f(n),... f(m —1)}

dunque f(m) # f(n).

f sopra definita preserva l'ordine se n < m allora f(n) = min(A\ {f(0),...,f(n—1)} > f(m)
dunque necessariamente f(n) < f(m) ma essendo f iniettiva f(n) < f(m).

Resta da dimostrare che flw] é un segmento iniziale di A, ed essendo A ben ordinato flw] = A,.
Sia a € flw] dunque In € w con f(n) = «, sia f < a.

Essendo a = f(n) = min(A\ {f(0),..., f(n —1)}) poiché 8 < « si ha

BEAN{SO),....fin=1)} = Be{f(0),....fln-1)}

dunque esiste k <n con 5= f(k) dunque B € flw].
Abbiamo mostrato che flw] = A, essendo f|w] un segmento iniziale e A un buon ordine, dunque
[ € un isomorfismo tra (w, <) e (A4, <) da cui ot(A) > ot(w)



17 Lezione del 2 aprile 58

17.1 Operazioni sui buoni ordini

Esercizio 17.2. (A, <) e (B, <) sono buoni ordini se e solo se (A® B, <) é un buon totale.
Dimostrazione.

Supponiamo (A, <) e (B,<g) buoni ordini.

Mostriamo prima che lordine su A @ B ¢é un ordine totale

e Vale la proprieta transitiva, sia o < 3 e < 7.

— Se a € B x {1} allora anche 8 € B x {1} (se B € Ax {0} allora 5 < a) similmente
v € B x {1}
dunque o = (blu 1)7 6 - (b27 1) e = (b37 1)

a<f = b <gb

<y — by<pbs
essendo <p un ordine allora soddisfa la proprieta transitiva (by <p bs) dunque ov < 7y
— Supponiamo o € A x {0} andiamo a distinguere i sequenti casi

x Sey € B x {1} allora o < (gli elementi di A x {0} sono minori di tutti gli
elementi di B x {1}

x Sey € Ax {0} allora anche § € Ax {0} (se fosse f € B x {1} allora si avrebbe

p>n).
Dunque abbiamo o, B,y € A x {0} da cui o = (a1,0), = (az,0) ey = (a3,0)

a<fB = a1 <4a

B<y — ay<aas

essendo <pg un ordine allora soddisfa la proprieta transitiva (a1 <a as) dunque
a <7y

e Vale la proprieta tricotomica forte.
Siano o, f € A® B allora si possono verificare i sequenti casi

— o, € Ax {0} dunque a = (a1,0) e 5 = (as,0) con ay,ay € A
FEssendo (A, <a) un ordine totale, <4 soddisfa la tricotomia forte dunque si verifica
uno ed uno solo dei sequenti cast

aa=a < a=p
a; <4 Gy = Oé<6
s <A Q1 -~ ﬁ<0[

— a, B € B x {1} dunque o = (b1,0) e = (b2,0) con by, by € B.
Essendo (B, <pg) un ordine totale, <p soddisfa la tricotomia forte dunque si verifica
uno ed uno solo dei sequenti cast

b1:b2 <~ O[:ﬁ

bl<Bb2 =4 Oé</8
by <5 by = 6<Oé

— Seae€ Ax {0} e p € Bx{1} allora si ha a < 3
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Abbiamo mostrato che si verifica una ed una sola delle possibilita oo = 3, a < 3, B < «.

Andiamo a mostrare che (A @ B, <) é un buon ordine.
Sia S C A® B un insieme non vuoto allora si possono verificare 2 casi

e S C Bx {1} dunque S é un sottoinsieme non vuoto di (B x {1} ,<p/) = (B,<p) da cui
essendo B un buon ordine S ammette minimo

e S ¢ Bx{l} da cui 3(a,0) € (Ax {0})NS dunque SN (A x {0}) é non vuoto, dunque
tale insieme ammette un minimo My = (m4,0) (A x {0}, <a) = (A, <4))
Mostriamo che My e un minimo per S, infatti se x € S allora

— sex € SN (A x{0}) allora per definizione di My si ha My < x

— se (z,1) € SN (B x {1}) allora poich¢ x € B e ma € A si ha My < x (tutti gli
elementi di A sono minori di quelli di tutti quelli di B)

Supponiamo che (A @ B,<) ¢ un buon ordine, dimostriamo (A,<a) € un buon ordine
(similmente si ha con B).
Mostriamo che <4 € un ordine totale

e Vale la proprieta transitiva, siano ai,as,a3 € A con a1 <4 ay € ay <4 as allora si ha
(a1,0) < (as,0) e (az,0) < (as,0).
Ora < soddisfa la proprieta transitiva dunque (a1,0) < (a3, 0) ovvero a; < as

e Vale la tricotomia forte, siano ai,as € A.
Allora (aq,0), (a,0) € A® B e poiché < ¢é un ordine totale si verifica una ed una delle
sequenti possibilita
(CLl, O) = (CLQ, O) < a1 = a2

(a1,0) < (az,0) < a1 <aa
(CLQ,O) < (Cbl,O) <~ ag <4 Q1
Mostriamo che (A, <) é un ordine totale.

Sia S C A non vuoto, allora S x {0} C A® B ¢é non vuoto, dunque ammette minimo (m,0) da
cui m ¢ il minimo di S
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Esercizio 17.3. (A@B) e C=A¢ (B C).
Dimostrazione.
(A® B) ® C ¢ l'insieme

(A® B) x{0}UC x {1} = (Ax{0}UuB x{1}) x {0} UC x {1} =
= (Ax{0}) x {0} U (B x{1}) x{0}uC x {1}

tale insieme ha una struttura d’ordine data da <; dove
((a,0),0) <1 ((¢/,0),0) & a<ad
((b,1),0) <1 ((V,1),0) <= b<pl
(e,1)<(d,1) & ec<cd
((a,0),0) <1 ((b,1),0) VYae AVbe B
((a,0),0) <4 (¢,1) VYae€e AVeeC
((b,1),0) <1 (¢,1) Vbe BVYeeC

le relazioni sopra definite sono ben definite essendo gli insiemi che consideriamo disgiunti.
A (Ba () é linsieme

Ax{0tUBaC)x{l} =Ax{0jU(Bx{0}uC x {1}) x {1} =

=Ax{0}U(Bx{0}) x {1} U(C x {1}) x {1}

tale insieme ha una struttura d’ordine data da <o dove

(CL, O) <9 (CL,, 0) = a <y a’

((0,0),1) <2 ((¢t,0),1) « b<pl

((c,1),1) <2 ((¢,1),1) & c<cd

(a,0) <5 ((b,0),1) Vac AVbe B

(a,0) <3 ((¢,1),1) VYae AVceC
);

((6,0),1) <1 (e, 1

le relaziont sopra definite sono ben definite essendo gli insiemi che consideriamo disgiunti.
Andiamo a definire una mappa

1) Yoe BVee(C

(a,0) se dJa € A a = ((a,0),0)
Yv: (A®B)®dC = A (Ba () dove (a) = ¢ ((b,0),1) se b€ B a = ((b,1),0)
((e,1),1) se dc e C a = (c,1)

La funzione € ben definita in quanto manda insiemi disgiunti in insiems disgiunti.
Mostriamo che ¢é iniettiva : se ¥ (a) = () allora poiche b manda insiemi disgiunti in insiems
disgiunti si possono verificare 3 casi

o Y(a),¥(B) € A x{0}.
Da cui Ja € A con ¢Y(a) =(B) = (a,0) dunque 5 = a = ((a,0),0)

o (), v(B) € (B x{0}) x {1}.
Da cui 3b € A con (a) = ¥(B) = ((b,0),1) dunque = a = ((b,1),0)
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o (), (B) € (Cx{1}) x {1}
Da cui Jc € A con () =(B) = ((¢,1),1) dunque = a = (¢, 1)

in tutti i casi abbiamo dimostrato V() = (B) implica o = (.
La funzione ¢ suriettiva, sia I' € A@® (B @& C) allora si possono verificare 3 casi disgiunti

1. T € Ax {0} alloraT = (a,0) per un certo a € A, da cui T' = 1)((a,0),0)
2. T e (B x{0}) x {1} alloraT' = ((b,0),1) per un certo b € B, da cui I’ = ((b,1),0)
3. T e (Cx{1}) x{1} alloraT" = ((¢,1),1) per un certo c € C, da cui I' = 1(c, 1)

Per mostrare che v € un isomorfismo, resta da mostrare che preserva [’ordine.
Siano o, € (A® B) & C distinti allora

o 05,5 € (A x {0}) {0} allora a = ((a,0),0) e 8 = ((c,0),0)
a<f & a<ud & (4,0)<(d,0) & Yla)<yP(B)

Sitmilmente a > 3

o o, € (B x{1}){0} allora a = ((b,1),0) e g = ((V',1),0)

Ora se
a<f & b<pl & ((0,0),1) <((t,0),1) & Y(a)<p(p)
Sitmilmente o > 3

o o, € C x{l} allora a = (c,1) e B =(c,1)
Ora se

a<fB & c<cd & ((¢1),1)<((d,1),1) & Pla)<y(B)

Similmente o > 3

e Sea € (Ax{0})x{0} (« =((a,0),0)) e p € (Bx{1}) x {0} (8 =1((b1),0)) allora

a < B dunque anche ¥(a) = (a,0) < ((b,0),1) = ¢(B) e viceversa
Similmente nel caso si "scambino” a e 3

o Seac (Ax{0})x{0} (¢ =((a,0),0)) e 8eCx{1} (= c1)) allora a < B dunque

anche Y(a) = (a,0) < ((¢,1),1) = (B) e viceversa
Similmente nel caso si "scambino” o e 3

e Sea € (B x{1l}) x{0} (a=((b1),0) e B € Cx{1l} (5= (c1)) allora « < B dunque

anche ¥(a) = ((b,0),1) < ((c,1),1) = ¥(B) e viceversa.
Similmente nel caso si "scambino” o e 8

Abbiamo provato che 1 € una bigezione che preserva ’ordine, dunque e un isomorfismo, da cui

la test
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Esercizio 17.4. (A® B)@ C = A® (B® ()
Dimostrazione.
Sia
V: (AB)@C —=-A®(B®C) ((a,b),c) = (a,(bc))

Chiaramente ¢ é iniettiva e ¢ suriettiva.
Siano I''I" € (A® B) ® C dunque I' = ((a,b),c) e " = ((d,V),c) dove a,a’ € A, bl € B e
c,d el

<1 < ((ab),c) < ((d\V),d) & c<eV(e=d A (a,b)<(d,V) &
&S c<dV(ie=dANb<V Vb=t ANa<d)) <
Sc<dV(ie=d ANb<V)V(e=d Ab=V Na<d)

Mostriamo che lultima condizione se e sole se Y(I') < (I') il che mostra che b preserva
l’ordine, dunque € un isomorfismo d’ordine

p(I) <o) < (a,(be)) <(d,¥,d) < (b)) <@, )V(bec)=l,I)Na<d) &

& c<dV(ie=dANb<t)V (b=b ANec=d Na<d)
Abbiamo mostrato I’ < I < (I") < (1)
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Esercizio 17.5. {0,1} ® w = w
Dimostrazione.
Sia
Y:{0,1} ®@w = w Y((a,n)) =2n+a

Tale funzione e iniettiva in quanto se ¥(a) = (5) allora

a=0= (v |5 |)

(con il simbolo a%b intendiamo il resto della divisione tra a e b e.g 3%2 =1).
Mostriamo che tale funzione é suriettiva, sia n € w allora

e sen =2m allora (0,m) =2m =n

e sen=2m-+1 allora Y(1,m)=2m+1=n
Resta da provare che v preserva [’ordine

(a,n) < (bym) <n<mV (m=nAa<b)
Mostriamo che
Y(a,n) =2n+a<2m+b=9yY(bm) < n<mV (m=nAa<b)
o sen<m allora si han+1<m da cu
2m+b0>2m >2n+1)=2n+2>2n+a
dove abbiamo usato b >0 e 2 > a in quanto a,b € {0,1}
e sen >m si mostra,con conti analoghi al caso precedente, che

2m+b<2n+a

e sen=m A a<ballora

2n=2m — 2n+a=2m+a — 2n+a<22m-+b

e sen=m A a>b allora si mostra, con conti analoghi al caso precedente, che

2m+b < 2n+a

Dunque abbiamo provato

Y(a,n) <¢Yla,m) < n<mV m=nAa<b) < (a,n)<(bm)
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Esercizio 17.6. w® {0,1} T wdw
Dimostrazione.
Sia
Yv:wx{0,1} swohw ¥((n,a)) = (n,a)

Chiaramente 1 € una bigezione, in quanto w @ w = w X {0} Uw x {1}, resta da mostrare
che preserva [’ordine.

Sia
o < lordine suw ® {0,1}
o <, lordine suw ® w
o < lordine su {0,1}
o <, lordine su w
Siano I, " € w x {0,1} con ' = (n,a) eI = (m,b)
r<;I" & a<bV(a=bAn<,m)

Mostriamo che lultima condizione ¢ equivalente a ¥(I") <o ¥(I").
Ora Y(I'),¢¥(I") € w B w dunque

e Sea=>b=0 allora (n,0) <3 (m,0) & n<,m
e Sea=>b=1 allora (n,1) <3 (m,1) &n<,m
e Sea=0eb=0 (equivalentemente a < b) allora (n,0) < (m,1) per ognin,m € w
e Sea=1eb=1 (equivalentemente b < 1) allora (m,0) < (n,1) per ogni n,m € w

Dunque abbiamo mostrato che ¥(I') <q ¥(I") < T" <4 IV owvvero che ¢ preserva l'ordine.
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Esercizio 17.7. Siano (A, <) e (B, <) ordini totali.

A® B buon ordine < A, B buon ordini

Dimostrazione.
Andiamo a mostrare che A ® B con il suo ordine ¢ effettivamente un buon ordine

Mostriamo che vale la proprieta transitiva.
Siano a, B,y € AR B cona < N [ <.
Allora se a = (ay1,b1), 6 = (ag,by) ey = (as,bs) si ha

CY<5 <~ b1<b2\/(blzb2/\a1<a2)

,6<’)/ = bz<b3\/(b2:b3/\a3<a3)

dunque
a<fBAB<y & (b1<byV (by=by ANay<ay)) A (by<bsV (bg=0bs A az < a3))
Ora cio € equivalente a

(by <by Nby<bs)V (by <by A (by=0b3 A ay <a3))V

\/(blzbg N ap < ag /\b2<b3) V (blzbg /\b2:b3 N a; < ag /\a1<a3)
Poiche (A, <) e (B, <) sono ordini totali, soddisfano la proprieta transitiva, da cui la
condizione di sopra implica

by < b3 V (b3<b2 /\(I1<(I3) V (bl<bg /\0,1<(1,2) V (blzbg/\a1<a3)

Tale condizione implica

by <bsV (b1=0b3 A a1 <az) < (a,b) <(as;b3) & a<y

Mostriamo che vale la tricotomia forte.
Siano a, f € A® B allora o = (ay,b1) e B = (az, b).
Essendo (B, <) e (A, <) ordini totali, vale una ed una sola delle sequenti possibilita

— Se by = by da cui usando lordine totale di (A, <) abbiamo

x se a; = ag allora o = 3
x sea; < ag allora o < B

x se ag < ap allora B < «
— Se by < by allora o < 8
— Se by < by allora B < «

Abbiamo dunque mostrato che vale una ed una sola tra o = f,a < e f < «

Mostriamo che A ® B ha la proprieta del buon ordine.
Sia S C A x B un insieme non vuoto.
Sia
Sp={be B|Jdac A(a,b) € S} CB

ora essendo S # ) anche Sg # () dunque per il buon ordine di B si ha Imp = min Sp.
Sia
SA:{aEA|(a,mB) GS}QA
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Ora poiché mp = min Sg in particolare mp € Sp dunque si ha Ja € A con (a,mp) € S,
da cuia € Sy # 0.

Per il buon ordine di A si ha 3my = min Sy4.

Mostriamo che m = (ma,mp) € il minimo di S (chiaramente m € S).

Sia v € S con x # m da cui x = (a,b) allora si ha b € Sp dunque mg < b, si verificano
2 possibilita

— Semp =0b allora a € S5 dunque, per definizione di my, si ha ma < a da cui m < x

— Semp < b allora si ha m = (my,mp) < x = (a,b)

Supponiamo (A ® B, <) buon ordine, mostriamo che B é un buon ordine.

Sia S C B non vuoto, ora preso o € A si ha 8" ={a} xS C A® B.

Dal buon ordine di A® B si ha 3m = (o, mp) = min S".

Mostriamo che mp = min S (chiaramente mg € S).

Sia x € S con x # mp, allora (o,x) € " dunque (a,mp) < (v, x).

Ora (a,mp) < (a, ) se e solo se mp <z V (x =mp N a < a) la seconda condizione non si
puo verificare (o £ o) dunque (o, mp) < (o, x) se e solo se mp < x

Supponiamo (A ® B, <) buon ordine, mostriamo che A é un buon ordine.
Sia S C A non vuoto, ora preso B € B si ha S"'=S x {f} CA® B.

Dal buon ordine di A® B si ha 3m = (ma, ) = min S’.

Mostriamo che ma = min S (chiaramente my € S).

Sia x € S con x # ma, allora (z, ) € S" dunque (z, ) > (ma, ).

Ora (ma, B) < (x,B) se e solo se ma < x (infatti f = f)
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Esercizio 17.8.
A (Ba(C)=(A®B)® (A ()

Dimostrazione.
Andiamo a studiare chi sono 1 2 insiemsi

AR(B®C)=Ax (Bx{0}UC x{1})=Ax (Bx{0})UAx (C x {1})
(A B)®(A®C)=(Ax B)x {0} U(AxC)x {1}
Sia
p: AR (BaC)— (A®B)d (A ()

definita come seque, sia I' € AQ(B®C) allora si possono verificare 2 casi mutuamente esclusivi

o I'c Ax (B x{0}) ovveroI" = (a, (b,0)) cona € A eb € B,in questo caso poniamo
() = ((a,0),0)
o I'c Ax (Cx{1}) ovveroI" = (a, (c,1)) cona € A e c € C,in questo caso poniamo

() = ((a,¢),1)

Tale funzione é ben definita, essendo gli insiemi su cui € stata definita disgiunti.
La funzione risulta, chiaramente, iniettiva e suriettiva,resta da provare che preserva [’ordine.
Siano a, f € Ax (B® C) con a # .

S1 possono verificare solamente i sequenti casi

e a,0 € Ax (B x{0}) dunque o = (ay, (b1,0)) e 5 = (az, (be,0)).

Oé<5 <~ (bl,O) < (bg,O)\/((bl,O):(bg,O)/\al <a2) <~ bl <bg\/(b1 :bz/\al <a2)
infattt per come € definita la relazione d’ordine su ® si ha che se

I' = (a,d),r1:<a1,d1) EA@D

allora
I'<Iy =4 d<d1\/(d:d1/\a<a1)

Ora
V() <P(B) & ((a1,01),0) < ((az,b2),0) & (a1,b1) < (az,b2) &
= bl<b2\/(b1:b2/\a1<a2)

e a,f € Ax (Cx{1}) dunque o = (ay,(c1,1)) e B = (az, (c2,1)).

Ora, per osservazioni analoghe al punto precedente, abbiamo
a<f & (c,1)<(c, 1)V ((c1,1)=(c2,1)ANag <az) & c<eViag=cAa <ay)
Inoltre

V() <y(B) < ((a,a),1) <((ae),1l) < (a,a)<(a0) <

<~ 01<02\/(61:CQ/\6L1<6L2)
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e ac Ax (C x{1}) ovvero a = (a1, (c,1)) e B € A x (B x {0}) ovvero 5 = (as, (b,0)).
Ora B < « in quanto

f<a <  (b,0)<(c,1)V ((¢,1)=(b,0) A az < ay)

ora la prima condizione (¢, 1) < (b,0) vale sempre in quanto 0 < 1.

Ora ¥(8) < ¥(a) in quanto
(B) <vla) & ((az,0),0) < (a1,0),1)
ora la seconda condizione vale sempre in quanto 0 < 1
e [l caso inverso o« € A x (B x {0}) e B € Ax (C x{1}) si fa in modo analogo

In tutti i casi abbiamo provato che a < < () < (B) dunque ip preserva l'ordine.
Dove non altro specificato a,a; € A, b,b; € B e c,¢; € C dove i € w

Esercizio 17.9. |Fung(w,w)| =N,
Dimostrazione.
Andiamo a mostrare alcuni fatti generali.

1. Sia A C w finito allora l'insieme
Fa=A{f:w—wlsupp(f) = A}

¢ numerabile.
Essendo A finito (supponiamo di cardinalita n) possiamo enumerare i suoi elementi dun-
que A= {(a;|i=0,...,n—1).
Sia
1/} By — N™

definita come segue:

se f € Fy allora ¥(f) :n — w dove Y(f)(i) = f(a;).

Tale funzione ¢ una biezione.
E iniettiva: se f,g € Fa sono diverse allora esiste almeno un indice k con f(ax) # g(ax)

da cui Y(f)(k) # P(g)(k) ovvero Y(f) # 1 (g)-

FE suriettiva: sia g : n — N una funzione, allora consideriamo la funzione

g(t) ses€e ANJten cons=a

frw—w f(s):{()sesng

dunque f € Fa ep(f) =g
2. Sian € w allora l'insieme
Sn={ACw||A] =n}

¢ al piu numerabile.
Consideriamo la mappa

O: S — wW"
definita come seque:
se A€ F, allora A= {(ay,...,a,):
L’enumerazione ¢ ottenuta ponendo

a; = min A
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ap =min A\ {ay,...,a,_1} perk=2,...,n)
allora
d(A):n—w ¢(A)(i)=a; peri=1,...,n

Mostriamo che tale funzione é iniettiva.

Siano A # B € §,, allora 3a € A con a ¢ B dunque a € Imm(p(A)) ma a & Imm(p(B))
da cui ¢(A) # ¢(B)

3. L’insieme
s-y(Un)
new \A€Fn

e numerabile.
Fissato n € w si ha

=Ny

U

AEFn

m quanto € unione al pit numerabile di insiemi numerabili.
Ora X e unione numerabile di insiemi numerabili, dunque é numerabile.

Siamo pronti a dimostrare quanto richiesto dall’esercizio.

Fung(w,w) C U (U FA>

new \AEFn

in quanto se f € Fung(w,w) allora il suo supporto é finito, in particolare supp(f) = B con
|B| = n dunque f € Fp.
Dunque si ha |Fung(w,w)| < V.
Mostriamo altra disuguaglianza.
Sia

0: w— Fung(w,w) n— g, dove g,: w— w e g,(m) = {n sem=n

0sem#n

Tale funzione é ben definita, Vn € w si ha supp(g,) = {n}.
Mostriamo che ¢ iniettiva, siano n # m dunque uno tra n e m e diverso da 0, supponiamo,
senza perdere di generalita, n # 0 .
Ora O(n)(n) =n # 0 mentre 6(m)(n) =0 da cui O(n) # 0(m).
Abbiamo dunque |w| = Rg < |Fung(w,w)].
Per il teorema di Cantor-Bernstein si conclude che |Fung(w,w)| = Vg
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18 Lezione del 3 aprile

18.1 Ancora operazioni sui buoni ordini
Esercizio 18.1. Se B = {by,...,by} con b; < b; sei < j é finito con k elementi. Allora
exp(A,B) =A® ---® A
k wolt

Dimostrazione.
exp(A, B) come insieme é Fun(B, A) dunque cerco una mappa

: Fun(B,A) > Ax---x A
—_—

k wolte

definisco tale mappa come seque: se f € Fun(B,A) allora

O(f) = (f(b1), -, f(br))

Chiaramente tale funzione é una bigezione (funzioni diverse, differiscono su almeno un punto.)
Resta da wverificare che preserva ordine: siano f,g € Fun(B,A) allora per come abbiamo
definito ’ordine su exp(A, B) si ha

f<g < [fbs) <g(bs) dove by =max{be B [f(b) # g(b)}
Per definizione
Y(f) = (a,...,ax) dove a; = f(b;)
¥(g) = (A1, ..., Ax) dove A; = g(b;)

Poiché peri > s si ha f(b;) = g(b;) allora peri > s si ha a; = A;.
Abbiamo mostrato in un esercizio precedente che ® possiede la proprieta associativa, dunque

A9 0A2 Az - 9A|e|Ae--- 04
k ;glte s ;orlte k—s wvolte

dunque

U(f) <dlg) & (a,...,¢) <(A,...,4) &
& ((anye v ay) (@sss o ar)) < (Ary o Ay (Agirs -, Ay))

dove l'implicazione rossa deriva dalla proprietassociativa.
Ora 'ultima disuguaglianza e vera in quanto

(Gsy1y- -y a) = (Asit, ..., Ag))peri > s si ha a; = A;

as < A in quanto as = f(bs) < g(bs) = Ay
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Esercizio 18.2. Se A2 A" e B2 B allora A B=A & B
Dimostrazione.

Siano s : A— A ep: B — B’ isomorfismi d’ordine.

La mappa

wAEBB—)A’EBB/ w(r)_{(wA<a),O) SGHGEACON,F:(a’O)

| (@5(b),1) se I e B con T = (b, 1)

Tale funzione € ben definita in quanto v € definita su insiemi disgiunti a valori in insiemsi
disgiunti.
Mostriamo che ) ¢ iniettiva, siano (o) = (B) € A’ @ B’ allora si possono verificare 2 casi

e sep(a) € A x {0} allora ¥(a) = (a',0) dunque a = (¢;*(a’),0) = B
e se(a) € B x {1} allora ¢(a) = (V/,0) dunque o = (5 (1/),0) = 3
Mostriamo che & suriettiva, sia « € A’ ® B’ allora

o Sea€ A x{0} allora o = (d',0), ora essendo V4 suriettiva, esiste a € A con a’ = 14(a)
dunque per definizione di ¢ si ha o = 1((a,0))

e Sea € B x {1} allora a = (V',1), ora essendo g suriettiva, esiste b € A con b/ = ()
dunque per definizione di ¢ si ha o = 1((b, 1))

Resta da mostrare che 1 preserva l’ordine.
Siano o, € A® B allora

o Sea,p € Ax{0} allora si ha a = (a1,0) e 5= (as,0) con ay,ay € A.

a<f & a<a & Yala) <Pala) & Y(a) = (Yal(ar),0) < (Palaz),0) = ()

Abbiamo usato che 14 € un isomorfismo d’ordine.
Similmente nel caso in cui f < «

e Sea,p € B x {1} allora si ha a = (by,1) e B = (by, 1) con by, by € B.

a<fB & bh<b & Ypl)<ypb) < Yla)=(pbi),1) < (¥p(b), 1) =¥(p)

Abbiamo usato che g € un isomorfismo d’ordine.
Similmente con f < «

e Sea € Ax {0} (o« = (a,0)) e € Bx{1l} (B =(b1)) allora o < B per definizione
di ordine su A@® B. Ora (o) € A’ @ {0} e (B) € B' & {1} dunque (o) < ¥(B) per
definizione di ordine su A’ & B'.

Similmente nel caso in cui w € B x {1} e f € A x {0}

1 € una biezione che preserva l'ordine, dunque é un isomorfismo
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Esercizio 18.3. Se AZ A e B B allora AQ B=ZA ® B’
Dimostrazione.

Siano s A— A" e B — B isomorfismi d’ordine.
Andiamo a definire

p: Ax B— A x B (a,b) = (Yala),vs(d))

chiaramente v e iniettiva e bigettiva, lo sono Py e Yy.
Mostriamo che 1 preserva l’ordine
Siano T’ = (a,b), 'y = (a1,b;) € A® B

<l & b<bhvVib=hAha<a) < Ypb) <iplb)V (¥eb) =1pb)ANtala) <alay)) <
& (Yala),¥5(b) < (Walar), ¥p(b1) & P(I) <)

dove l'implicazione rossa deriva dal fatto che 14 e Y sono isomorfismi d’ordine.

Esercizio 18.4. Se A= A" e B = B’ allora exp(A, B) = exp(A’, B)
Dimostrazione.

Siano s : A— A ep: B — B’ isomorfismi d’ordine.

Andiamo a definire

Y : Fung(B,A) = Fung(B', A) U(f) =vao fory!

Mostriamo che 1 é ben definita, ovvero Vf € Fung(B,A) si ha ¥(f) € Funo(B', A’).
Chiaramente g = ¥ (f) € Fun(B', A’) dunque rimane da provare che il suo supporto é finito.
Sia A = supp(f) dunque A ¢ finito da cui 5" [A] ¢ finito.
Sia B & 5" [A] allora

9(B) =vao fop(B) =0
in quanto se 3 & Vg [A] allora v5'(B) &€ A = Supp(f) da cui f oz (8) = 04 si conclude

osservando che ¥4 € isomorfismo d’ordine dunque 1(04) = 04.
Abbiamo mostrato che supp(g) C ¥5'[A] dunque ¢ finito

Mostriamo che v e iniettiva.
Siano f # g allora esiste a € A con f(a) # g(a).

V() (Ws(a)) = a(f(a)) # Yalg(b)) = ¥ (g)(¥5(b))
dove l'uguaglianza rossa deriva dal fatto che 14 € iniettiva.

Abbiamo provato che f # g — U(f) # ¥(g).

Mostriamo che 1 e suriettiva.

Sia f € Funo(B',A") allora g = ¢ o f o € Fung(B, A) (per mostrare che ha supporto
finito, usiamo quello che abbiamo osservato nella buona definizione di ).

Concludiamo osservando che ¥(g) = f.

Andiamo a dimostrare che 1 preserva 'ordine.
Siano f,g € Fung(B,A) con f # g , sia

by = max {b € B[ f(b) # g(b)}
Siano F =(f) e G =1(g) .

Mostriamo che
by = a(be) = max{b € B'| F(b) # G(b)}
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infatti sia b/ € B con b’ > 1)(by) allora (data la suriettivita di ¥p) esiste b € B con b’ = 1g(b).
Ora, essendo ¥p un isomorfismo d’ordine, si ha b > by dunque f(b) = g(b)

F() =vao foyp (¥p(l)) =vao f(b) =vaog(b) = G(V)

Se proviamo F(by) # G(b,) allora abbiamo dimostrato che b ¢é il massimo cercato.
Supponiamo per assurdo F (b)) = G(bj).
Ora, per definizione di v otteniamo

F(bh) =vao fovy (¥ab)) =1ao f(b)
G(bh) = a0 govy (¥p(by)) = o g(bo)
Essendo 1¥a(g(bo)) = ¥a(f(bo)) e 1ha biettiva si ha g(by) = f(bo) il che é assurdo.

Poiché abbiamo trovato il massimo wvalore, in cui le funzioni differiscono, per definizione di
ordine della massima differenza si ha

F<G <& F(b) <G(by)
Ora
flbo) <gbo) = dalf(bo)) < dalglbo)) <=  F(by) < g(bp)

m quanto Y € isomorfismo d’ordine.
Abbiamo dimostrato

f<g & ¥(f)<y(g)

il che mostra che ¢ é isomorfismo d’ordine
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Esercizio 18.5. Se exp(A, B) ¢ ben ordinato, allora A e B sono bene ordinati.
Dimostrazione.
Supponiamo A, B # ().

Mostriamo innanzitutto che A ¢ ben ordinato.
Indichiamo con < lordine su A e con < quello su exp(A, B).

Sia B € B, allora se a € A allora denotiamo con

aseb=p

fo: B— A fa(b):{oA se b8

chiaramente tali funzione appartengono a Fung(B, A) per ogni scelta di a poiché il loro supporto
¢ {B} che é finito
Inoltre

fa1 = fa2 g ay < az (1)

m quanto
max{b € B|fs,(0) # fo,(0)} = max{B} = 3

dunque per definizione di ordine della massima differenza si ha

fa1 _<fa2 ~ al:fa1(6)<fa2(6):a2

e < soddisfa la proprieta transitiva.
Siano o, B,y in A cona < e <.
Allora da 1 otteniamo

fa'<f5/\fﬁ_<f’7

dunque poiche < soddisfa la proprieta transitiva si ha fo < fy dunque per 1 o <y

e < soddisfa la tricotomia forte.
Siano o, B € A allora poiche < soddisfa la tricotomia, si ha che puo accadere una delle
sequenti possibilita

_fa:fﬂﬁa:ﬁ
—fa<faa<p
- fsxfae B<a

Le implicazioni sequono da 1.

e < ha la proprieta del buon ordine.
Sia S C A non vuoto, consideriamo X = {f,|a € S}, tale insieme é un insieme non
vuoto di Fung(B, A) (ha la stessa cardinalita di S) dunque ammette minimo g.
Poiché g € X allora I3m € S con g = fo,.
Mostriamo che m = min S.
Sia a € S allora f, € X dunque f,, < f, dunque m < a.

Andiamo a mostrare che B ¢ ben ordinato.

Indichiamo con < l'ordine su B e < quello su Fung(B, A).

Indichiamo inoltre con 14 il successore di 04 ovvero il minimo dei maggioranti di 04 (esiste in
quanto A é ben ordinato).
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Sia B € B allora denotiamo

1lp seb=p

ap - B—)A gg(b):{oA Seb#ﬁ

Vale le sequenti implicazions
Ja < gs A o< B (2)

infatti {b € Blga # g5} = {a, 5}.
Supponiamo, per assurdo che B < a dunque

max {b € B |ga(b) # gs(b)} = o

dunque per definizione di < si avrebbe

Jda <95 < gala)<gs(f) & 1a<04

dunque abbiamo un assurdo, era assurdo aver supposto 5 < a .
Viceversa, se go < g allora si ha

ga(k) < gs(k)
dove
k = max{b € Bgu(b) # gs(b)} = max {a, 8}

ora poiche 14 = go(a) > gs(a) = 04 deve accadere che k = 5 dunque o < 3

e < soddisfa la proprieta transitiva.
Siano o, B,y € B cona < e <.
Per 2 otteniamo

9a =93 N gg = gy
Ora < soddisfa la proprieta transitiva dunque g, < g, da cui oo <y

e < soddisfa la tricotomia forte.
Siano a, B € B allora vale la tricotomia forte per go, gz dunque puo accadere una ed una
sola delle sequenti possibilita

—Ja=gga=p
—Ja<ggESa<p
—g8=0a S B <

dove le implicaziont sequono da 2

e < ha la proprieta del buon ordine.
Sia S C B non vuoto.
Consideriamo linsieme X = {g,|b € S} tale insieme é un non vuoto sottoinsieme di
Fung(B, A) dunque ammette minimo g.
Ora poiche g € X allora 3m € B con g = ¢,,, mostriamo che m = min S.
Sia b € S allora g, € X da cui g < g, dunque m < b, seque da 2
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Esercizio 18.6. (senza (A.C.)).

Supponiamo X infinito con | X x X| = |X]|.

Se |A;| = |X| peri=1,...,k allora |A; U---U Ag| = | X|
Dimostrazione.

St ha Ay C Ay U---U A, dunque

(AU U A 2 [Ar] = | X|

Andiamo a mostrare altra disuguaglianza e concludiamo con Cantor-Bernstein.
Sia
U= (y;|i=1,...,k) dove y; : A; — X biezione

Tale successione esiste in quanto |A;| = | X|, notiamo che non occorre l'uso della scelta essendo
gli A; in numero finito
Sia

o AU UA > X x---xX

k wvolte

definita in questo modo ¢(a) e l'elemento con tutte le componenti nulle tranne la i-esima che é
gb,(a)
Definiamo

i=min{s € {1,...,k}|a € A}

tale minimo esiste in quanto e il minimo di un sottoinsieme finito di w,

Mostriamo che tale funzione é iniettiva.

Se «, B sono tali che ¢p(a) = ¢(B) allora se l'unica componente nulla ¢é la i-esima si ha
oi(a) = ¢;(B) dunque a = [ essendo ¢; biezione.

Abbiamo dunque

|Aj U UA <[ X x---x X
—_——

k wolte

Ora per induzione si prova che

X x--xX|=|X]
—_——

k wolte
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19 Lezione del 7 aprile
19.1 Ordinali

Esercizio 19.1. Se a # () é un ordinale, () € «

Dimostrazione.

Supponiamo, per assurdo, ) & a.

Definiamo g : w — a — a dove g((n, B)) = min(ag).

Tale funzione é ben definita: supponiamo per assurdo 36 € a con ag = 0, allora = 0, dove
abbiamo usato o ordinale, ag = 3.

Abbiamo dunque che () € « il che ¢ assurdo.

Ora o # ) dunque 38 € a.
Definiamo per ricorsione numerabile

f:wxa— «a tale che {;E

Dalla definizione di f otteniamo

fn+1) =min(aym) —  fn+1)€aspm = f(n)

Dunque abbiamo una catena infinita

fOeflye---e...

e questo mostra che (o, €) non é un buon ordine (abbiamo caratterizzato i buoni ordini con la
non esistenza di catene infinite) contro la definizione di ordinale.
Abbiamo mostrato che supporre ) € o genera un assurdo

Esercizio 19.2. Se a ¢ un ordinale infinito, w C a.

Dimostrazione.

Sia n € w allora dal teorema di tricotomia sui tipi d’ordine si puo verificare una ed una sola
delle sequenti possibilita

I

1. ot(n) =ot(a) (n,€)=(a,€)

2. ot(n) < ot(a) (n,€) = (ag, €) con f € a
3. ot(n) > ot(a) (nm, €)= (a, €) conm €n

La terza possibilita e da escludere in quanto implica che esiste una biezione tra o e un numero
naturale, dunque « € finito.

La prima possibilita giunge a w = « (ordinali isomorfi sono uguali).

La seconda possibilita giunge a n = ag = B dunque n = B C «, dove abbiamo utilizzato il fatto
che ordinali isomorfi sono uguali e ag = [ per o ordinale
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Esercizio 19.3. Sia X un insieme di ordinali non vuoto , allora \J X é un ordinale.

In particolare | J X = SupX.

Dimostrazione.

Sia a=JX.

Mostriamo che « e transitivo. Siano x € y € .

Per definizione di o esiste f € X ordinale con y € [3.

Ora da x € y € B, per transitivita di B si ha x € 8 dunque x € « in quanto 3y € X con x € 7.
Mostriamo che (o, €) é un buon ordine.

e Vale la proprieta transitiva, siano T1,%o,x3 € o cON T1 € Ty € Ty € T3.

Per definizione di o esistono By, B, B3 € X con x; € b;.

Mostriamo che esiste j € {1,2,3} tale che x1, 25,13 € S;.

Dalla tricotomia degli ordinali accade una ed una sola delle sequenti possibilita
— Se 1 € By allora x1 € 81 € Py dunque essendo By ordinale si ha x1 € Ps.
— Se By € By allora xo9 € By € By dunque essendo 31 ordinale si ha x9 € (.
— Se 1 = By allora chiaramente x1 € ;.

Abbiamo dunque provato che esiste k € {1,2} tale che x1, x5 € Bg.

Dalla tricotomia degli ordinali accade una ed una sola delle sequenti possibilita
— Se By, € B3 allora x1,x9 € B), € B3 ed essendo B3 ordinale si ha x1, x5 € P3
— Se B3 € By allora x5 € B3 € B ed essendo Py ordinale x5 € Py
— Se B3 = B allora chiaramente x3 € [,

Abbiamo dunqgue mostrato che esiste j con la proprieta voluta.

Supponiamo, senza perdere di generalita 7 = 1 dunque x1,x9, 23 € (1.
Ora essendo By ordinale si ha (f1, €) soddisfa la proprietd transitiva dunque

1 Ex9 N Xy Ex3 — X1 € X3

e Mostriamo che vale la proprieta tricotomica forte. Siano x,y € «.
Per osservazioni analoghe a quelle fatte sopra, posso supporre che x,y € f € X.
Ora essendo (B, €) un ordine totale, vale una ed una sola delle sequenti proprieta

r=y €y y<czx
dunque abbiamo mostrato che vale la proprieta tricotomica.

e Mostriamo che («, €) ha la proprieta del buon ordine.
Sia S C a non vuoto, consideriamo l’insieme

Y={8eX|BNS+0

tale insieme € un insieme di ordinali non vuoti, in particolare ¢ un insieme non vuoto di

buoni ordini, dunque per un esercizio sappiamo che Iy € Y con ot(y) < ot(B) per ogni
pey.

La proprieta di minimalita del tipo d’ordine, implica che v appartiene a tutti i 5 in quanto

ot(y) <ot(f) & =hH=>b & y=bEP

Sia m = min(S N~) tale minimo esiste essendo l'insieme non vuoto e vy un buon ordine.
Mostriamo che m ¢ il minimo di tutto [insieme S, sia s € S, allora per definizione di «
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esiste B € X con s € B (in particolare B €Y ).

Ora per quanto osservato sopra si ha m € v € B ed essendo 5 un ordinale, m € f3.
Abbiamo dunque m,s € (3, per la proprieta di tricotomia di (5, €) si ha che puo accadere
una ed una sola delle sequenti possibilita

1. m=s
2. megs

3. s€em
Tale possibilita ¢ assurda, in quanto s € m implica s € vy (s € m € gamma) dunque
st avrebbe s € S Ny minore del minimo di S N~y

Le altre 2 possibilita garantiscono che m e il minimo cercato
Andiamo ora a mostrare che o = sup X.

e Mostriamo che a € un maggiorante di X .
Per farlo dimostriamo la sequente propriea :

a, B ordinali diversi a Cf  — «a€f

Supponiamo che valga o« C [ ma non valga o € 3, allora dalla tricotomia degli ordinali
si ha B € a.
Ora essendo « transitiva, Vo € 8 si ha x € o dunque 5 C « il che é assurdo.

Dalla proprieta sopra dimostrata si ha Yx € X (x ordinale) accade © C o = |JX,
essendo « ordinale, T € «

e Mostriamo che ¢ il piu piccolo der maggioranti.
Sia B # « un maggiorante di X dunque Vx € X vale x € 5 da cui B € | JX = a.
Abbiamo mostrato che 5 maggiorante implica § € « (ricordiamo che Uappartenenza ¢ la
relazione d’ordine)
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Esercizio 19.4. Sia X un insieme di ordinali non vuoto, allora ()X & n ordinale.
In particolare min X = (X

Dimostrazione.

Mostriamo prima che o = (X € un ordinale

e « ¢ transitivo. Siano x € y € .
Allora poiché y € a , VB € X wale x € y € 3, essendo [ un ordinale vale x € (.
Abbiamo mostrato che x € B per ogni B € X dunque, v € «

e (a, €) soddisfa la proprieta transitiva. Siano x,y,z € .
Allora in particolare x,y,z € B dove 3 é un ordinale di X .
Ora essendo B un ordinale, in [ vale la proprieta transitiva dunque x <y ey < z implica
r<z.

e (o, €) soddisfa la tricotomia forte. Siano x,y € a.
Allora si ha x,y € 3 dove B é un ordinale di X .
Dungque dalla proprieta tricotomica di (3, €) seque che vale una ed una sola delle sequenti
proprieta
r=Yy XTEY TEZ

e (a, €) ha la proprieta del buon ordine.
Sia S C a non vuoto.
Sia v € X ¢ tale che ot(y) < ot(B) per ogni 5 € X (esiste per un esercizio svolto in
precedenza,).
Allora S C v ammette minimo m essendo vy un buon ordine con tipo d’ordine minore (v
e segmento iniziale degli altri ordinali in X

Mostriamo adesso che o = min X .

FEssendo X insieme di ordinali, il suo minimo e [’ordinale che ha tipo d’ordine minore.

Ora « é un ordinale e ot(a)) < ot(B) per ogni € X in quanto o € 8 dunque ov = [3, ovvero é
segmento iniziale di 3
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Parte IIl.

20 Lezione del 21 aprile
20.1 Classi in ZFC

Esercizio 20.1. La classe in ZFC (estensione di una formula)
Sing ={z|Jy z =y}

non € un insieme

Dimostrazione.

Supponiamo per assurdo Sing insieme allora per l’assioma dell’unione | Sing é un insieme.
Sia x insieme allora anche {x} & un insieme per l'assioma della coppia. Per definizione di
Sing si ha {z} € Sing da cui x € |J Sing.

Ora per separazione

V:{m|x:x}:{m€USing|x:x}

¢ un insieme, il che é assurdo (paradosso di Cantor)

Esercizio 20.2. La classe in ZFC' (estensione di una formula)
Pair ={x|3y,z “v = (y,2)"}

non € un insieme .

Dimostrazione.

Supponiamo per assurdo Pair insieme.

Sia x un insieme. Ricordando come é stata definita la coppia di Kuratowski si ha (z,z) =
{{z}} € Pair da cui {z} € |J Pair ovvero x € |J|J Pair da cui

V:{x|x:m}:{x€UUPm’r|x:x}

¢ un insieme, il che é assurdo per il paradosso di Cantor

Esercizio 20.3. Per ogni a, la classe in ZFC (estensione di una formula)
Co={z|ae€x}

non € un insieme.

Dimostrazione.

Supponiamo per assurdo che Ja per cui C, € un insieme.
Sia x un insieme, allora x € | JC, in quanto

.CBGUCa & dyel, conx ey

Ora {x,a} é un insieme per l'assioma della coppia, dunque ponendo y = {x,a} si hay € C, e
T E Y.
Dunque otteniamo

V:{x|$:x}:{x€UCa|x:$}

abbiamo dunque che la classe universale € un insieme per separazione, il che € assurdo per il
paradosso di Cantor
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20.2 Teoria NGB
Esercizio 20.4. In NGB, VA, B esistono AUB, ANB e Ax B
Dimostrazione.

AUB={z|zr€ AV z € B}

poiché per definizione x insieme se e solo se A con x € A si ha che non é restrittivo dare la
sequente definizione
AU B = {x insieme|x € AV x € B}

che é una classe per comprensione.

Similmente si mostra che
AN B = {x insieme|x € A N x € B}

che e una classe per comprensione.

Ax B={z|x=(a,b)}

dove con x = (a,b) intendiamo la coppia definita come coppia di Kuratowski (che € un insieme
r € P(P(AU B)) in sequito mostreremo che P(A) é una classe ) dunque se consideriamo la
sequente formula

o(x,A,B)=“Jac AJbe Bx={{a},{a,b}}“

risulta predicativa (a,b sono insiemi poiche appartengono a delle classi, da cui)

A x B = {xinsieme|p(x, A, B)}

Esercizio 20.5. In NGB wvale lassioma del sottoinsieme
VYC Vb insieme CNb é un insieme

Dimostrazione.

Non ¢ restrittivo supporre che esista x € C N b infatti se cost non fosse si avrebbe C Nb = ()
che é un insieme.

Per l'osservazione di sopra, sia by € C'Nb

rsexeCnNb

bo altrimenti

F:v—v F(;v):{

Essendo b un insieme F[b] = {f(a)|a € b} é un insieme per rimpiazzamento.
Osserviamo che se x € F[b] allora x = F(c) dunque per definizione di F' si possono verificare
2 situazioni

e ccbNC dunque F(c) =c ovwerox =cebnNC
e cZbNC dunque F(c) =by ovvero x =by € bNC

dunque abbiamo mostrato che F[b] CbNC.
L’altro contenimento si ottiene in modo banale, se x € bN C allora si ha x = f(x) e poiché
x € b otteniamo x € F[b]



20 Lezione del 21 aprile 83

Esercizio 20.6. NGB “ingloba” l’assioma di separazione, cioé dimostra la separazione ristretta
ad insiems.

Devo mostrare che per ogni formula p(z,xq,...,2,) dove x,xq,...,2, sono tutte e sole le
variabili libere st ha

Vai,...a, Vb c={z € b|p(z,a,...,a,} € un insieme

Osserviamo che essendo ¢ una formula espressa in ZFC, é una formula predicativa (in ZFC
esistono solo insiemi) dunque per astrazione esiste la classe

D = {x insieme |p(x,a1,...,a,)}

ora per l’assioma del sottoinsieme (abbiamo mostrato che viene dimostrato da NGB) si ha che
D Na e un insieme.

Chiaramente abbiamo ¢ = D N a dunque ¢ € un insieme
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Esercizio 20.7. Dimostrare in ZF (non usando la scelta) che il lemma di Zorn implica che per
ogni insieme infinito A, esiste f: N — A iniettiva.

Dimostrazione.

Dal teorema di Zermelo, sappiamo che A é ben ordinabile.

Defintamo per induzione numerabile una funzione

g: N— A

tale che
g(0) = min A

gn+1)=min A\ {g(0),...,9(n)}

tale funzione é ben definita in quanto essendo A infinito, A meno un numero finito di elementi
¢ mon vuoto.

Chiaramente tale funzione é iniettiva, se n # m sono numeri naturali allora possiamo supporre
n < m dunque m # 0 ovvero m = s+ 1 da cui

g(m) = g(s +1) = min A\ {g(0),...,g(n),...,9(s)}

ovvero g(n) non appartiene all’insieme di cui g(m) é minimo da cui deve essere g(n) # g(m)
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21 Lezione del 23 aprile
Esercizio 21.1. In NGB dimostrare ’esistenza di
R = {z insieme |z & z}

v = {x insieme }
ORD = {ordinali}
SING = { singoletti}
PAIR = {(z,y) | z,y insiemi}
APPARTENENZA = {(x,y) | z,y insiemi = € y}

Dimostrare, inoltre, che le classi sopra definite non sono insiemi (classi proprie)
Dimostrazione.

e Per astrazione R ¢ una classe , per il paradosso di Russel, tale classe non puo essere un
msieme

[43 b

e Per estrazione v € una classe (si usa la formula predicativa p(z) = “x = x”.
Per il paradosso di Cantor, tale classe non € un insieme

o Per estrazione
ORD = {x insieme| x transitivo e (z, €) ben ordine}

osserviamo che la formula x transitivo e (z, €) ben ordinato puo essere formalizzato nella
teoria NGB mediante una formula predicativa.
Per il paradosso di Butali-Fori, ORD non puo essere un insieme

e Possiamo definire SING mediante la formula predicativa
o(x) = “y insieme x = {y}”

dunque per astrazione e una classe propria (abbiamo gia dimostrato che non puo essere
un insieme)

e Possiamo definire PAIR mediante la sequente formula predicativa

o(x) = “Qy, z insiemi x = {{y},{y,z}}”

dunque per astrazione
PAIR = {x insieme |p(x)}

¢ una classe propria (abbiamo gia dimostrato che non é un insieme)
e Possiamo definire la sequente formula predicativa
o(z) = “y, z insiemi = = {{y},{y,2}} Nyez2’
dunque per astrazione

APPARTENENZA = {x insieme |p(x)}



21 Lezione del 23 aprile 86

e una classe.
Supponiamo che tale classe sia un insieme dunque Yx si ha

(z,{z}) € APPARTENENZA

ora (x,{z}) = {{z},{{z}}} da cuix € JUAPPARTENENZA.
Dungque per comprensione

v = {x € | JUAPPARTENENZA|x = ;c}

e un insieme il che é assurdo per il paradosso di Cantor

Esercizio 21.2. Sia A una classe, definiamo
P(A) = {z insieme |x C A}

mostrare che P(A) ¢ una classe.
Inoltre vale la sequente implicazione

A classe propria < P(A) classe propria

Dimostrazione.
x C A e equivalente alla sequente formula predicativa

plx)=Vy (yex —yecA)

e predicativa in quanto y € x implica che y € un insieme.
Per astrazione possiamo definire la sequente classe

P(A) = {x insieme |p(x)}

Andiamo ora a mostrare [’equivalenza.
< derwa dal fatto che NGB ingloba ’assioma della potenza ristretto ad insiemi.
— Supponiamo P(A) insieme.
Sia
F:v—v F(b):Ub
tale funzione é ben definita in quanto se b é un insieme per l'assioma dell’unione (ristretto ad

insiemi) | Jb é un insieme.
Per un esercizio svolto in precedenza sappiamo

F(P(A) = JPA) =4
Per lassioma della coppia {P(A)} é un insieme ed inoltre abbiamo
A= F{{P(A)}] = {F(z) |z € {P(A)}} = F(P(4) = [ JP(4) = A

dunque per l’assioma di rimpiazzamento A é un insieme.
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Esercizio 21.3. Sia F' una funzione iniettiva definita su una classe propria A.
Allora
F[A] = {F(a)|a € A}

¢ una classe propria.
Dimostrazione.
Considerano la sequente formula predicativa

o, A, F)="Fye A {{y}. {y,z}} €F”
Notiamo che F(a) é un insieme (F(a) € ImmF ) dunque per ogni a € A possiamo definire
F[A] = {z insieme | p(z, A, F)}
che ¢ una classe per astrazione.

Mostriamo che F[A] classe propria.
Essendo A una classe propria A # 0 (il vuoto un insieme) dunque esista ag € A.
Essendo la funzione iniettiva

JaeA y=F(a) — (Vd' (d#a— Fd)#y))i
dunque risulta ben definita la funzione

ysedye A z=F(y)

ag altrimenti

G:v—v G(x):{

ora per rimpiazzamento si ha che G[F[A]] é un insieme, ora
GIF[A]] = {G(2) |z € Fla]}

Resta da mostrare che G[F[A]] = A.

Sia a € A dunque F(a) € F[A]. Per definizione di G otteniamo G(F(a)) = a da cui
a € G[F[A]]. Abbiamo appena mostrato che A C G[F[A]] .

Andiamo a mostrare l'altro contenimento.

Sia a € G[F[A]] dunque esiste x € F[A] con G(z) = a.

Esercizio 21.4. Per ogni insieme A l'insieme A x {0} non contiene nessun ordinale.
Dimostrazione.
Supponiamo per assurdo che (a,0) € A ordinale, ora

a € {a} € (2, 0) = {{a},{a,0}}
dunque poiché (,0) é un ordinale é transitivo da cui o € (,0) ovvero
a={a} V a={a,0}

per estensionalita si conclude mostrando che o € «v il che é assurdo essendo « ordinale (elementi
di ordinali sono ordinali)
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Esercizio 22.1. Se «a, f sono ordinale allora
a+f=Zadf

Dimostrazione.
Mostriamo per induzione transfinita che

P(B) = Va ordinale a+ = a® [
vale per ogni B ordinale.
e f=0a+0=a edinoltre «a ®0 come insieme é a X {1} dunque ¢é isomorfo ad «
e 5 =1 allora per definizione o +1 = a U {a}, inoltre a ®1=a x {0} U1 x {1}.
Sia
(8,0) se B €

Y aU{al —>ax{0}ulx {1} 1/’(5):{@’1) se B =a

chiaramente ¢ una bigezione. Proviamo che é un isomorfismo d’ordine.

— Se 1,72 € a allora Y(7y;) = (v;,0) peri=1,2.
Dunque ¥(71) < ¥(72) se e solo se y1 < o

— Sey € a ey = allora y1 < y2 € anche P(y1) < Y(7s)

Abbiamo dunqgue mostrato che per f =1 la tesi é valida

e f=0+1.

a+(0+1l)=(a+d)+1=(add)+1=Z(add)Pl=a=(0=1)

o 3=\ limite e P(§) vero per ogni & < \
Per ogni v < A si ha P(7) dunque esiste un isomorfismo

?Pvi at+vy—=>ady

Mostriamo che 1,7, < A con v1 < 7y allora

w'ﬁ |41 = ¢'Yl

i quanto tra 2 insiemi ben ordinati esiste al pit un isomorfismo.

Poniamo
v=|Jv,

F<A

U ¢ ben definito in quanto le funzione sono a 2 a due compatibili (vedi esercizio 11.2) ed
inoltre abbiamo dimostrato che

domV¥ = Ud0m¢7: UoH—y:oH—)\

Y<A F<A

e per motiwi analoghi Im¥Y = a @ X dunque abbiamo costruito una funzione biunivoca (le
funzioni che uniamo sono iniettive)

UV:a+A—=>adA
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resta da provare che tale funzione preserva [’ordine.
Siano
fnbb€at A = T <A Geatyperi=1,2

Posto v = max 1,72 si ottiene 1,72 € v ovvero &1,& € doma)., da cui

\I[(él) - %(&) \11(52) - %(52)

e si conclude ricordando che 1., & un isomorfismo d’ordine
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Esercizio 22.2. L’insieme dei Lesbeque-misurabile € equipotente all’insieme delle parti di R.
Dimostrazione.

Sia C' l'insieme di Cantor e L quello dei Lesbeque misurabili.

Basta mostrare che |C| = ¢ il che conclude la dimostrazione infatti abbiamo quanto segue.
Dall’analisi sappiamo che C' e Lesbeque misurabile ed in particolare ogni suo sottoinsieme lo e.
Dunque posso costruire un’applicazione iniettiva dalle parti di C' nell’insieme dei lesbeque mi-
surabili, da cui |L| > |P(C)| = 2¢, Ualtra inclusione é banale

Mostriamo ora che l'insieme di Cantor ha cardinalita numerabile. Consideriamo i numeri del-
Uintervallo [0, 1] e consideriamo la loro rappresentazione ternarie.

Attenzione, tale rappresentazione non & unica, il numero 0,02 = 0,1 lo stesso problema si ha
con tutti quei numeri che hanno cifra decimale definitivamente 2 (mostreremo che tale fatto
non porterda a nessuna ambiguita).

Nel primo passo della costruzione dell’insieme di Cantor viene eliminato ['intervallo (%, %)z
ovvero eliminiamo tutti quei numeri che ammettono solo rappresentazioni della forma 0,1.....
(eliminiamo la terza parte dell’intervallo [0,1]) (in questo modo non eliminiamo % che ha 2
rappresentazioni 0,1 e 0,02 cosi come non eliminiamo % che ha rappresentazione 0,12 ma an-
che 0,2). Dunque rimangono i numeri della forma 0,0... e 0,2.....

In modo analogo mostriamo che al passo successivo eliminiamo 1 numeri che hanno solo rap-
presentazioni ternarie della forma 0,01- oppure 0,21-.

Continuando con queste osservazioni, otteniamo che i numert che appartengono all’insieme di
Cantor sono tutti e soli quei numeri che nella loro rappresentazione ternaria si scrivono usando
solo le cifre 0 e 2.

Andiamo a definire una funzione tra l'insieme di Cantor e i numeri nell’intervallo [0, 1] suriet-
tiva.

Sia x € C allora x ammette una rappresentazione ternaria ovvero

[e.9]

T = Z a;37"

=1

dove a; # 1. Definiamo f(x) come quel numero che ha scrittura binaria ottenuta dalla scrittura
ternaria di x sostituendo tutte le occorrenze di 2 con 1 ovvero

=1

1sea; =2

Osserviamo che tale funzione e ben definita in quanto se x € C' allora x ha un’unica rappresen-
tazione ternaria (abbiamo rimosso le ambiguita).

Mostriamo che ¢ suriettiva e dunque che esiste una funzione g : [0,1] — C iniettiva (A.C.)
Sia y € [0,1] allora y ha una rappresentazione binaria

y = Zaﬂ’l con a; € {0,1}
i=1

PONLAMO

= i sea; =0
T = Zbi?)_l con b; = {a e
i=1

2sea;=1

chiaramente otteniamo che f(z) = y.

Osserviamo che la funzione f non e iniettiva infatti f (%)z =f %)z in quanto % ha rappre-
sentazione ternaria 0,02 dunque ha come immagine il numero 0,01 = 0,1 in rappresentazione
binaria.
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Ora % ha rappresentazione ternaria 0,2 dunque ha come immagine il numero 0,1 in rappresen-
tazione binaria.

Abbiamo dunque mostrato che ¢ = [0, 1]| < |C|, laltra inclusione é ovvia in quanto C C R da
cut |C| < |R| =¢
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Esercizio 23.1. Le due formulazioni delle ricorsioni transfinite sono tra loro equivalenti.

Mostriamo che la seconda formulazione implica la prima (quella per casi).
Dati ag insiemi e G, Gy v — v allora definisco

ag sex =10
GX):v—=v Gx)= < G(z(a) sex funzione con domx = o + 1

G (x) altrimenti
Per ricorsione transfinita (II forma) esiste unica funzione
F: ORD — v tale che G(F|))
ora F(0) = G(0) = ao.

F(8+1) = GFia1).
ora Figi1 ¢ una funzione con dominio 3+ 1 dunque dalla definizione di G otteniamo

F(B+1) =G (Fs () = Gi(F(B)

Inoltre se X é limite F(X) = G2(F}y)

Esercizio 23.2. Se n,m < w allora la somma ordinale n + m coincide con la somma n + m

come numeri naturali.
Dimostrazione.

Se restringiamo la definizione di somma ordinale a w otteniamo [’esistenza di una funzione
somma su w che soddisfa PAj; dunque per unicita del sistema dei numeri naturali otteniamo

che le 2 somme devono coincidere.

Esercizio 23.3. a- =2 a® [
Dimostrazione.
Mostriamolo che la proprieta

P(a) = VB ordinale a-f=a®

vale per induzione transfinita per ogni o ordinale.

e P(0) allora si ha o-0 =0 = (ed inoltre « ® 0 & come insieme A x 0 = ().
Abbiamo mostrato che P(0) é vero

e Supponiamo P(f3) allora
a-B+l)=a-B+aZa-fhaXafda—ax(f+1)
dove

— nero deriwa dalla definizione di prodotto sugli ordinali
— rosso deriwa dalla proprieta o+ = a @ [ provata in un esercizio precedente

— blu deriva dal fatto che P(B) é vera

— wverde deriwa dalla distributiva dell’operazione @
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e Supponiamo [ = X limite e che ¥y < X si ha P(7).
dunque esiste
Yooy a®y

isomorfismo d’ordine.
Osserviamo che 1 < 75 < X allora si ha

¢’V2\0'W1 = w"/l

i quanto tra 2 insiemi ben ordinati esiste al piu un isomorfismo.

Poniamo
U=,

F<A

U ¢ ben definito in quanto le funzione sono a 2 a due compatibili (vedi esercizio 11.2) ed
wnoltre abbiamo dimostrato che

dom\I/:Udome:Ua-vza-)\

F<A F<A

e per motiwi analoghi Im¥V = a ® A dunque abbiamo costruito una funzione biunivoca (le
funzioni che uniamo sono iniettive)

U:a- d—=a® A

resta da provare che tale funzione preserva [’ordine.
Siano
§n&e€a- A = Iy, <A G Eea-yperi=1,2

Posto v = maxyi,7y2 st ottiene 1,72 € v ovvero §1,& € doma., da cui

V(&) = vy(&) V(&) = ¥y(&)
e si conclude ricordando che 1., ¢ un isomorfismo d’ordine

Esercizio 23.4. Se n,m < w allora il prodotto ordinale n - m coincide con il prodotto n - m
come numeri naturali.

Dimostrazione.

Restringendo la definizione di prodotto ordinale a w si ottiene una funzione prodotto su w che
soddisfa PAj; per unicita del sistema dei numeri naturali, si conclude che il prodotto ordinale
ristretto a w coincide con il prodotto tra numeri naturali.
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Esercizio 23.5 (Somma a sinistra). a < -y +a <~vy+
Mostrare se vale il viceversa.

Dimostrazione.

Mostriamo la proprieta

P(B) = VYa,Vy ordinali a<fpf — y4+a<y+p
per induzione transfinita su B ordinale

e 3 =0 allora é vera a vuoto in quanto o < 0 e sempre false

e Supponiamo f =0+ 1 e P(0) vera .
Se o < 0 + 1 allora si possono verificare 2 casi

— a =0 dunque
Y+ta=y+d<(y+0)+1=7y+(0+1)=7+7

dove abbiamo usato il fatto che & € £+ 1 =EU{E} per ogni & ordinale

— a < 0 allora per ipotesi induttiva
Yrta<y+9d
si conclude osservando, come nel caso precedente,
YHI<(Y+0)+1=7+0+1)=~+8
e Supponiamo [ = X limite si ha per definizione di somma
y+Ax=Jv+0
5<A

ora poiche a < \ si ha

7+a<U7+6:7+/\
SEA

1l viceversa non vale in quanto ad esempio 0 < 1 ma w = 1 + w infatti

1+w= U1+n:Un:w

n<w n<w

dove l'uguaglianza rossa viene dimostrata come seque:

Sia v € |, 1+n allora esisten <w conx € 1+ =n+1 (in quanto la somma tra naturali
é commutativa) oram+1 € w da cui x € |J
Viceversa se x € |J,,_,
ovvero x € |J,,., 1 +n.
Abbiamo mostrato che valgono entrambi i contenimenti dunque vale ['uguaglianza

n.
n<w
n allora In € w con v € m dunque a maggior ragione x En+1=1+n
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Esercizio 23.6 (Moltiplicazione a sinistra). o« < 8 — vy -a <~y - per vy # 0.
Mostrare se wvale il viceversa.

Dimostrazione.
Mostriamo la proprieta

P(B) = VYa,Vy #0 ordinali a<f — ~vy-a<~y-f
per induzione transfinita su  ordinale

e 3 =0 allora € vera a vuoto in quanto o < 0 e sempre false

e Supponiamo =08+ 1 P(6) vera .
Se o < 0 + 1 allora si possono verificare 2 casi

— a <9.
Essendo v # 0 si ha v > 0 dunque per l’esercizio precedente se & < ( allora

E=¢E+0<(+7y
dunque se { =v-a e =7v-0 si ha & < ( per ipotesi induttiva dunque
vea<y-d+y=7-(00+1) =75
—a=90

voa=7-0<y-0+1<v-04+v=7v0+1)=7+p

dove abbiamo usato v > 0

e Supponiamo [ = X limite si ha per definizione di prodotto
%AZLJVﬁ
6<A

ora poiche a < \ si ha

0EAN

1l viceversa non vale in quanto ad esempio 1 <2 ma 1-w = 2 - w infatti

1'w:U1~n:Un:w

n<w nw
2-w= U2~n:Un:w
nw n<w

dove l'uguaglianza rossa viene dimostrata come seque:

Sia x € J,,.,n allora esiste m con x € W (dunque n # 0 = 0, ricordando che 2-n=n+n>n
essendon # 0 si ha x € 2-7 ovvero x € | J,c,2-n

Viceversa se x € |J,,.,2 - n allora In € w conx €27 ora 22 € w da cui x € |, n.
Abbiamo mostrato che valgono entrambi i contenimenti dunque vale ['uguaglianza
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Esercizio 23.7. o & Exp(a, 3)
Dimostrazione.
Mostriamo per ricorsione transfinita su 3 che vale la sequente proprieta

P(B) = “Ya ordinale of = Erp(a, B)"

e 3 = 0 allora a® = 1 ed inoltre Exp(a,0) consiste della sola funzione nulla da cui

Ezp(a,0) =1
e =0+ 1 e supponiamo P(0)

o’ :Oé‘;.a%a(;@a Exp(a,é)@oé%Exp(O%é‘i‘l)

— nero derwa dalla definizione di esponenziazione tra ordinali
— rosso deriva dal fatto che & -v =& Qv per ogni €, v ordinali
— verde deriva dal fatto che P(0) ¢ vera

— Andiamo a mostrare che vale blu.

Sia
Vi Eap(e, f) @ B — Eapla+1,8) (f,7) = fU(a,7)

tale definizione é ben posta in quanto se f € Fung(a, ) allora domf = a dunque
a & domf inoltre se f aveva supporto finito anche f U («, ) ha supporto finito.
Mostriamo che tale funzione é un isomorfismo d’ordine.
Chiaramente ¢ iniettiva in quanto supponiamo h = ¥((f,7v)) = ¥((g,9)). v =0 =
h(a) mentre V¢ € af(£) = h(£) = g().
Mostriamo che é suriettiva. Sia k € Fung(a+1, 3) allora pongo f = k. (ha supporto
finito) e v = k(a) dunque ¥((k,v)) = k.
Proviamo che € un isomorfismo d’ordine Siano I', Gamma, € Exp(a, ) ® f dunque

I'i=(f,7) el2 = (f,9)
<y & pB<dV(B=0ANf<g <

Per la struttura d’ordine introdotta su Exp(a+ 1,5 (') < (Ty) é equivalente a

(L) (k) < (T2)(k) dove k = max{n[(T1)(n) # (T'2)(n)}

osserviamo ora che k = « se e solo se (I'1)(k) < ¥(I'2)(k) equivalentemente 5 < 0.
k # a equivale Y(T'1)(a) = ¥ (T'2)(a) ovvero f =6 e inoltre k = max {n | f(n) > g(n)}
da cui

P)(k) <2)(k) = flk) <g(k)
Abbiamo dunque mostrato che 'y <T'y < (I'y) < ¥([y)

Esercizio 23.8. Se n,m < w allora l’esponenziale ordinale n™ coincide con l’esponenziale n'™™
come numeri naturali.

Dimostrazione.

n™ come numero naturale é definito come 'unico naturale equipotente a Fun(n,m).
Nell’esercizio precedente abbiamo dimostrato che of ¢ isomorfo a Exp(a, B) dunque o & equi-
potente a Fung(a, [3).

Osserviamo che Fung(n, m) = Fun(n,m) se n,m sono naturali dunque abbiamo mostrato che
n™ come esponenziale ordinale é equipotente a Frun(n, m) da cui l’esponenziale ordinale coincide
con l’esponenziale tra numer: naturali.
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Esercizio 23.9. Usando la ricorsione transfinita dimostrare

a-(f+y)=a-B+a-y)

Dimostrazione.
Mostriamo per induzione transfinita

P(v) = Va,v ordinali  «a-(B+7v)=a-B+a-7)”
che tale proprieta vale per ogni ordinale ~y

o Sey =0 allora
a-(f+0)=a-f=a-f+0=a-F+a-0

e Sey =041 e supponiamo P(v) allora
a-(B+@+))=a-((B+)+1)=a-(B+0)+a
dove abbiamo usato in ordine le definizioni di somma e prodotto per un successore
a-ft+a-(y+l)=a-f+a-y+a=a-(B+7)+a
dove 'uguale rosso deriva dal fatto che P(J) é vera

e Supponiamo v = X limite e P(~y) per ogni vy < \.
Come abbiamo osservato a lezione X limite implica B + X\ limite da cui

a-(B+ )= Ua-(6+§) U(Oz-+a-§)a-ﬁ+a-)\

Ti<A E<A

Dove verde ¢ ['ipotesi induttiva e l'ultima uguaglianza deriva dal fatto che o - X e limite.
Mostriamo che o - X € limite.

Supponiamo per assurdo che esista { = max(a - \), ora { € a- X = |Js;_, -6 ovvero
30 <A conxea-d.

Essendo X limite, v non e il massimo da cui esiste 73 < A con 1 > 7.

Ora possiamo moltiplicare a sinistra per a mantenendo la disuguaglianza dunque

a-y > oy

abbiamo dunque provato che av -y € aX ma cio e assurdo in quanto £ < « -y contro la
massimalita di &
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Esercizio 23.10. Usando la ricorsione transfinita dimostrare

a-(B-y)=(a-8)7)

Dimostrazione.
Mostriamo per induzione transfinita

P(y) = “Va,y ordinali - (8-7) = (- 8) -7)’
che tale proprieta vale per ogni ordinale ~
e B=0allorac-(8-0)=a-0=0¢(a-B8)-0=0
e Supponiamo v =6+ 1 e P(8) vera allora
a-(B8-(0+1)) = a-(8-0+1) = a-(8-0)+a-B = (a-§)-6+a-8 = (a-B)-(y+1) = (a-B) -

e Supponiamo v = X limite e P(§) per & < X\, allora -\ limite (esercizio precedente) da

a-B-N=Ja-B-9=Ja- B -&£=(a-p)-A

€<x £<A
Esercizio 23.11. Usando la ricorsione transfinita dimostrare

o? o = aft

Dimostrazione.
Mostriamo per induzione transfinita

P(y) = “Va, B ordinali o - a7 = o
che tale proprieta vale per ogni ordinale ~y

e v =0 allora

B8 0

e :aﬁ.l:gﬁzaﬁ+0

«
e Siay=109+1 e supponiamo P(5) allora

aP . (a6+1) —ab. (a5 o) = (0/3 ) aé) ca= ol q = BT — B+ oty

e Sey =\ limite e vale P(§) per & < A allora

Pt = U(aﬁ . aé) — U aBte = st
E<A £<A
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Esercizio 23.12. Usando la ricorsione transfinita dimostrare
(QB)V — aof

Dimostrazione.
Mostriamo per induzione transfinita

P(y) = Va, 8 ordinali (0/3)7 =aP
che tale proprieta vale per ogni ordinale ~y
e v =0 allora (aﬂ)ioz lea??=0a"=1
e Supponiamo v =0 + 1 e valga P(5) allora

(aﬁ) Pt = (ozﬂ) iv ol =P of = QPIB = FOHD) = B

e Supponiamo v = X limite e P(§) vera per { < A

(@) = (%) & = | J o?€ = o

E<A E<A
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Esercizio 24.1. Se € ¢ un insieme di cardinali, allora U ¢ =supk
ke
Dimostrazione.

Sia o = U ¢. A lezione abbiamo mostrato che a cardinale.

Chiaramente abbiamo per ogni k € € si ha k € .

Supponiamo per assurdo che o mon sia il minimo dei maggioranti ovvero che p cardinale con
w<kperognikeCesiap<a.

Ora poiche p < «a abbiamo che esiste £ € € con pu < &, contro l'ipotesi che p fosse un
maggiorante

Esercizio 24.2. Se oo < 8 allora X, < Ny
Dimostrazione.
Mostriamo per induzione transfinita che

PB)=Ya<fB — <N
vale per ogni 8 ordinale

e 3 =0 allora ¢ vera a vuoto in quanto a < 0 sempre falsa

e 3=0+1 allora
Ns 11 = H(Ns)

ora dalla funzione di Hartogs sappiamo che YA vale H(A) £ A dunque nel caso A or-
dinale sappiamo che anche H(A) é un ordinale e dunque poicheé 2 ordinali sono sempre
confrontabili si ha H(A) > A se A ordinale.

Ricordando che R¢ ¢ un cardinale per ogni & e che i cardinali sono ordinali otteniamo
,H(N(;) > N(g — N@ > N(s
Ora da oo < 0 + 1 si considerano 2 casi

— a =06 dunque
Ny =N, < Ng

— «a < 0 allora per ipotesi induttiva

Ny < Ny < Ng

o 0 = X limite a < X allora aa+ 1 < X essendo X limite. Otteniamo dunque la sequente
catena di disuguaglianza

Ra < Rap1 < [JRe =Ry
<A

Esercizio 24.3. Senza A.C. dimostrare che |w| < |P(P(R))].
Abbiamo visto a lezione che vale tale relazione
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Esercizio 24.4. Mostrare che |B,,| = ¢
Andremo a mostrare per induzione su wy che |B,| = ¢ per ogni o < wy, quindi

U %

a<wi

By | = <lwr Rl < R xR =c¢

infatt
o By = { aperti } che abbiamo dimostrato avere la cardinalita del continuo

Boi1 =B, U{B°Be B, }U {G B,| {BH}U%Q}

Ora ‘B, ha cardinalita del continuo per ipotesi induttiva

{B°B € B,} ha cardinalita del continuo essendo in ovvia bigezione con B,,.

{U>", Bal {Bo} UBa} ha cardinalita minore di quella del continuo in quanto esiste una
corrispondenza iniettiva tra linsieme in esame e 1 sottoinsiemi di cardinalita al pit nu-
merabile di B, (poiche B, ¢é equipotente a R tali sottoinsiemi hanno cardinalita minore
del continuo)

Boi1 € unione finita di insiemi con cardinalita minore del continuo e poiche B, ha
cardinalita del continuo si ha [Bai1]| = ¢

o Se oo = \ limite allora

%)\:UBé

dunque B € unione al piu numerabile di insiemi con cardinalita del continuo dunque ha
cardinalita del continuo

Per laltra disuguaglianza osserviamo che gli aperti di R che sono ¢ sono contenuti in ‘B,
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I seguenti 2 esercizi servono solamente per la risoluzione degli esercizi e non sono stati assegnati
a lezione

Esercizio 25.1 (Non assegnato). Se A limite allora o + X\ ¢é limite.
Dimostrazione.
Supponiamo, per assurdo, che esiste £ = max(a + ) allora

§€a+)\:Ua+7 — dn<Aconée€a+m

F<A

Poiche X\ e limite, y1 non € massimo in vy da cui esiste yo < A con 3 > 1.

Orayi <7 — at+yn<at+y.

Dall’ultima disuguaglianza otteniamo o 4+ v1 € o+ X il che € assurdo in quanto o + vy > &
contro la massimalita di &

Esercizio 25.2 (Non assegnato). Per ogni a ordinale vale 0 - o = 0
Dimostrazione.
Mostriamo per induzione transfinita

Pla)=“0-a=0"
o =0 allora0-0=0
o a=[+1 esia P(B) allora

0-(B+1)=0-4+0=0+0

o o = ) limite e per ogni & < \ vale P(§)

0-x={Jo-9=[Jo=0

E<A E<A
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Esercizio 25.3. « - 8 ¢ successore se e solo se a e 3 sono successori.
Dimostrazione.
+ Supponiamo «, 3 successori dunque

a:51+1 6:52+1

da cut
Oéﬁ:(él—i‘l)(52+1):(61+1)62+51+1

dunque « - 8 =3 +1 dove abbiamo posto n = (61 + 1) - §3 + &3

— Mostriamo in modo contronominale (se & non é successore, allora §& = 0 oppure é limite)
dunque possono verificarsi i sequenti casi

e o =0 dunque o - 8 =0 che non é successore.
e 3 =0 dunque per il secondo esercizio della sezione - 8 =0 che non é successore

e 3= X limite. Mostriamo che ac- X\ ¢ limite (lo abbiamo gia mostrato in un altro esercizio,
lo ripetiamo per completezza).
Supponiamo, per assurdo esista & = max(« - \) dunque

Eea- A — dp<dcoméeca-m
ora 7y; mon € massimo in A (A non ha massimo) dunque Iy, < A con 1 < Y2
<7 — a7 <)
da cui -y € a- N\, ora -y > € contro la massimalita di €

e L’ultimo caso che rimane ¢ o = X\ limite e 5 successore.
Essendo B successore si ha B =0+ 1 da cui

A-B=X-(Y+1)=A-0+ A

ora per il primo esercizio della sezione X\ - + X € limite
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I prossimi 4 esercizi servono solamente per gli esercizi precedenti e non sono stati assegnati
a lezione. Vengono messi da parte in modo che le dimostrazioni successive siano pitt omogenee

Esercizio 25.4 (Non assegnato). Se ay < ag allora ag + v < ag + 7y
Dimostrazione.
Mostriamo per induzione transfinita che

P(y) = Vay,ay ordinali oy <as — aj+y<ay+7”
e v =0 Supponiamo oy < oy allora

ar+0=a; <ay=ay+0

e Supponiamo vy =3+ 1 e P(§). Se ay; < ay allora

g+ +)=(+0)+1<(w+d)+1l=ay+(0+1)=ay+p
e Supponiamo v = X limite, e P(&) per ogni £ < A. Se ay < s allora

Oél+)\: UO&1+€§ UO&Q‘F&ZOQ—F)\
E<A E<A

Esercizio 25.5 (Non assegnato). Se ay < ag allora ay -y < ag -7y
Dimostrazione.
Mostriamo per induzione transfinita che

P(y) = Vay,ap ordinali oy <ay  —  a;-y<ag-y”
e v =0 Supponiamo oy < as allora

CYl'O:OSCKQ'O:

e Supponiamo v =3+ 1 e P(§). Se ay < ay allora
ar-(0+1)=(ag-0)+a1 <ag-d+
Ora da oy < ag moltiplicando a sinistra per asg - 0 ottengo
ag-0+a; <ag-d+as=az(d+1)
dunque mettendo insieme entrambe le disuguaglianze otteniamo la tesi

e Supponiamo v = X limite, e P(§) per ogni & < A. Se a; < ay allora

Oél')\: U(Xl'fg UO&Q'fIOéQ')\

E<A E<A
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Esercizio 25.6 (Non assegnato). Sia a; < awo allora per ogni 3 ordinale

afgag

Dimostrazione.
Mostriamo la proprieta

P(B) = Yay,ay ordinali a1 < ag  — a’f < ah’
e 3=0alloracd?=1<a)=1

e Supponiamo =08+ 1 e P(J). Se ay < ay allora

041 1
1

o} =aj o

Esercizio 25.7 (Non assegnato). Sia 1 < 3 allora per ogni o ordinale
ot < o

Dimostrazione.
Mostriamo la proprieta

P(Bs) = Vo, By ordinali 1 < By — ot < af?”
o 35 =0 allora e vera a vuota in quanto 1 < 0 é sempre false

e Supponiamo =3+ 1 e P(J). Se B1 <+ 1 allora si possono verificare 2 ipotesi

— se 1 =6 dunque

A=l a=ad" - a

Poiché o > 1 (abbiamo definito l’esponenziale ordinale con base diversa da 0) si ha
moltiplicando a sinistra per o/

Pl o > ot

da cui la test

— Se p1 < 6 allora
5+1 5

e poiche o > 1 si ha
a‘s-aZa‘Sgaﬁl

dove ['ultima disuguaglianza deriva dall’ipotesi
o Se By =\ ¢ limite e P(§) & vera per ogni & < A. Se p; < A allora

oz51<o/\:U

E<A
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Esercizio 25.8. Supponiamo a1 < ag e 51 < By allora

ay- B < ag- By

Dimostrazione.
Andiamo a distinguere vari casi

e Seay =ay ey =Py allora la tesi ¢ banalmente vera
e [’esercizio 23.6 dimostra il caso a; = an e 1 < [
o L’esercizio 25.5 dimostra il caso oy < g e 1 = B

e Manca il caso a; < an e 1 < Ps.
Moltiplicando a sinistra per aq in 1 < Py ottengo

ap - B <ag- By
Moltiplicando a destra per Py in ay < g ottengo
ay By < ag- P
dunque mettendo insieme entrambe le disuguaglianze ottengo la tesi

Esercizio 25.9. Supponiamo a1 < as e 51 < [y allora

a4+ B < g+ Po

Dimostrazione.
Andiamo a distinguere vari casi

e Se oy =y e 1 = Py allora la tesi & banalmente vera
e [’esercizio 23.5 dimostra il caso oy = an e 1 < [
o L’esercizio 25.4 dimostra il caso oy < g e 1 = By

e Manca il caso ay < an e 1 < Ps.
Sommando a sinistra per aq in By < B ottengo

ar + B < az + B
Sommando a destra per By in oy < ag ottengo
ap + fa < ap + B

dunque mettendo insieme entrambe le disuguaglianze ottengo la tesi
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Esercizio 25.10. Supponiamo oy < g e 1 < (o allora
a/fl S Of22

Dimostrazione.
Andiamo a distinguere vari casi

e Se ) =ay ey =Py allora la tesi ¢ banalmente vera
e L’esercizio 25.7 dimostra il caso oy = an e 1 < [
o L’esercizio 25.6 dimostra il caso oy < g e 1 = B

e Manca il caso a; < an e 1 < Pa.
Da (8, < 8o ottengo per l’esercizio 25.7

afl < ay’
Da oy < ag ottengo per l'esercizio 25.6
an < ay’
dunque mettendo insieme entrambe le disuguaglianze ottengo la tesi

Il seguente esercizio non ¢ stato assegnato

Esercizio 25.11. Per ogni n < w si ha 3n, con (§ + 1)" =n, + 1.
Dimostrazione.
Mostriamo per induzione numerabile che

Pn)="“In, (0+1)"=n+1
vale per ogni n < w

e n = 0 allora per definizione di esponenziale (0 + 1) = 1 dunque é il successore di 0

(m=20)

e Supponiamo che P(n) valga e mostriamo P(n + 1)
G+ =E+1)"0+1)=m+1)-(0+1)
ora la moltiplicazione ordinale é distributiva a destra da cui
G+ = +1)- 5+ (n,+1)
ma la somma ordinale € associativa da cus

G+ = +1) - 0+n.)+1=np41 +1
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Esercizio 25.12. o ¢ successore se e solo se o successore e B ordinale finito o 5 =0
Dimostrazione.

+ Se a ¢ successore allora o = § + 1 dunque per lesercizio precedente si ha (§ +1)% =ng + 1
per ogni B finito.

Se 3 =0 allora per ogni ordinale o non nullo o® =1 che é successore.

— Dimostriamolo in modo contronominale.

Supponiamo [ # 0 e andiamo ad analizzare i sequenti casi

e o = )\ limite.
Mostriamo per induzione transfinita

P(B) = “Y limite 8 =#0 A N limite”
che [ € vera per ogni ordinale (3

— B8 =0 vera a vuoto

— =041 con P(5) allora
)\5-}-1 — /\5 Y

ora abbiamo mostrato che £ - n € successore se e solo se lo sono sia & che n dunque
N+ ¢ limite non essendo 0 non é successore poiché \ limite

— B =n limite e supponiamo P(§) per ogni & < n.
Supponiamo per assurdo \" abbia massimo e sia ( tale massimo.
Ora ¢ € \" = U€<n)\f da cui esiste £ <1 con ( € NS,
Per ipotesi \* non ha massimo (& limite) da cui esiste (; € A& con { < (.
Ora ¢, € X implica ¢, € \" il che ¢ assurdo per la massimalita di C.
Dunque era assurdo supporre o con massimo, ovvero ¢ limite

e Resta il caso o successore e [ infinito.
Mostriamo per induzione transfinita che

P(B) = “Ya successore [ infinito  — o limite’

— B =0. P(B) é vera a vuoto essendo 0 finito

- pB=0+1.
Se § ¢ finito, allora anche B lo é e dunque P(B) vera a vuoto.
Assumiamo § infinito da cui

ora abbiamo dimostrato che £ -1 é successore se e solo se & e n lo sono, essendo per
ipotesi induttiva o limite si ha o®t' limite (non & nullo essendo o # 0 poiché base
e a® # 0 poiche limite)

— B = X limite e supponiamo P(£) per ogni & < X\ Supponiamo per assurdo o abbia
massimo dunque sia C tale massimo.
Da ( € a* = U§</\ at seque che esiste £ < \ con ¢ € af.
Per ipotesi induttiva of ¢é limite, dunque ¢ non é massimo in tale ordinale da cui
esiste (; € af con (; > C.
Ora ¢, € o dunque (; € o contro la massimalita di ¢
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Esercizio 26.1. Dato un qualunque ordinale 5 consideriamo

o = [
Q1 = W

allora la sequenza o, é crescente e a = |J oy, € limite
Dimostrazione.
Mostriamo che la proprieta

P(n) = “ap < apqt”

vale per ogni n < w per induzione.

e Nel prossimo esercizio mostreremo che f < w® da cui

B=ay<a;=uw

e Supponiamo P(n)con n > 1 dunque n successore conn = s+ 1 dunque as < giq

«
f = Qa1 = Qp

Qpy1 = W™ = Wt > W =w
dove la disuguaglianza rossa deriva dall’esercizio 25.7

Andiamo a mostrare che o é limite.

Supponiamo per assurdo, o non sia limite (chiaramente o # 0) dunque ammette massimo &.
Poiche & massimo di o allora & € a ovvero esiste m con & € ay,, ovvero & < a,, contro lipotesi
di massimalita

Esercizio 26.2. w* > «
Dimostrazione.
Mostriamo per induzione transfinita

vale per ogni ordinale o
e a=0aloraw’®=1>0
e a=1 alloraw>1
e Supponiamo a =06+ 1 con 6 > 1 e P(5) (il caso § =0 lo abbiamo gia trattato)
O =0 w>0-w>862=86+40 0+1
dove

— blu derwva dall’ipotesi induttiva dove abbiamo moltiplicato a destra per w
— rosso deriva da w > 2 dove abbiamo moltiplicato a sinistra per §

— giallo deriva da 6 > 1 dove abbiamo sommato a sinistra per §

o Se v =7 limite e P(§) per & < A

w’\:Uw§§U§:)\

E<A E<A
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Esercizio 26.3. Mostrare ['unicita della forma normale di Cantor.
Dimostrazione.
Sia

P(a) = “a # 0 ordinale ammette un’unica forma normale di Cantor”

mostriamo per induzione transfinita "forte” che tale proprieta vale per ogni ordinale o
e P(a) ¢ vera a vuoto

e Supponiamo P(«a) vera per ogni & < « e siano

a:w’yl.nl_i_..._i_w’yk.nk

o1

o= Ww .ml_i_..._i_wér.mr

due forme normali ovvero vy > -+ > 7 e 61 > - -+ > 0, ordinali e n;, m; < w non nulli.
Supponiamo per assurdo v; < 01 allora

/ !
a=w" -ng 4+ 0¥ g =w (g +w?ng 4+ wWhny)

dove 7. # 0 ¢é quell’unico ordinale tale che v, + v = ;.
Osserviamo ora che i =2,....k si ha w" -n; < n; da cui

a<wi(ng+---+ng)
ora ny + - -+ + ng € un numero naturale dunque ¢ minore (stretto) di w da cui otteniamo
a<w - w=w"l < <q

abbiamo mostrato che o < v il che é assurdo.
In modo analogo si mostra che era assurdo supporre ;1 > 61 ovvero vy, = 0.
Per unicita della divisione euclidea (dividiamo per w™ ) otteniamo ny = my e

02 0.

w?-mo+ -+ Wt om =w? myg 4 W oM,

dunque possiamo applicare l'ipotesi (il motivo viene mostrato in un esercizio successivo)
induttiva al resto ottenendo la tesi
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Esercizio 27.1. Sey >y >y > >y en; <w allora
W > W ng Wy

Dimostrazione.
Mostriamo per induzione transfinita

P(y) = Wk <w ¥y > -+ > yordinali vy <y Yny,...,ng <w
Y>M — w7>w71-n1—|-..._|_w’7k_nkn

vale per ogni v ordinale

e v =0 vera a vuoto in quanto v, < 0 sempre false

e y=03+1 con P(0).
Data una sequenza di vy > -+ > 7y, da v > 7y, si possono verificare 2 casi distinti

— Se 6 > v, dunque si da P(6) si ha
W’ > W g 4wy,
dunque ottentamo da 2 > 1

w5-22w71~n1+~~+w7’“-nk

ora da 2 < w otteniamo moltiplicando a sinistra per w°

wﬁ:wa‘w>w6-22w'yl.n1_|_...+w’7k_nk

— Se d =, Sia
p=w"? ng+--+wk- ny

Poiché § = 71 > v, per ipotesi induttiva si ha w® > p dunque per quanto visto a

lezione p+w’ = w® Ora w® > 0 dunque sommando a sinistra per w®-n,+p otteniamo

)

WCom o+ > ni+p = WP+ = o+ >wng +p

Osserviamo ora
W =l w= U wW’n > w’(ng +1)
n<w

Abbiamo dunque mostrato
W’ = @itt >w6(n1+1) >w6-n1+p:uﬂl ny+ -+ wrny

o Sia vy = A limite e P(§) per & < \.
Siano y; > - >y con yp > A.
Ora essendo X limite, v, non é massimo ovvero esiste & < X con & > \y.
Ora per ipotesi induttiva si ha

Wt > W ng e Wy,

dunque
wheng W en < Lwa:cuA
£<A



27 Lezione del 8 maggio 112

Esercizio 27.2 (Non assegnato). Per ogni a vale 0 -« =0
Dimostrazione.
Mostriamolo per induzione transfinita su «

e o =0 allora 0- =0

e o =/+1 allora
0-(B+1)=0-+0=0+0=0

o o = )\ limite allora

0-x=[Jo-¢={Jo=0

£<A £<A
Esercizio 27.3. Dimostrare che i sequenti fatti sono equivalenti
(i) VB<asihafB-a=a«

(ii) VB,v < a si ha B-v < «

(@)

(1ii) o = w“") per qualche v

Dimostrazione.
Andiamo a mostrare le varie implicazioni

o (i)—(ii) Se B =0 allora o> 0 da cui -7 =0 < « (esercizio precedente).
Se B # 0 allora
y<a — [fy<pfra=a«

e (i) — (ii) Essendo a moltiplicativamente chiuso & infinito , lo ¢ additivamente.
Se B,y < a allora se =~ siha f+~v=0-2<a.
Altrimenti se 8 # v supponiamo > 7 da cui
f+y<B+p=0-2<a

Dalla caratterizzazione degli additivamente chiusi otteniamo o = w°.

Per concludere basta mostrare che § ¢ additivamente chiuso ovvero § = w”.
Siano £, < 6 allora ws, w¢ < W’ = a.
Essendo o moltiplicativamente chiuso st ha

a>wt - wt =Wt
da cui £+ (¢ <7y
o (ii)—(iii) Sia B < « allora se
B=w" ng+---+wk- -ny

¢ la forma normale di 3
FEssendo w” additivamente chiuso si ha 1 + w” da cui

ﬂ.a:(w’yl.nl_i_..._i_..._i_w’Yk.nk).ww'y:(w'yl.n1+...+...+w7k.nk).(w.w'y):

2 Y Y 2
= (W4 AW n) w) - w =t — oD+

dove 'ultima uguaglianza deriva dal fatto che w” additivamente chiuso, mentre ['uguale
rosso € una proprieta che mostriamo nell’esercizio successivo
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Esercizio 27.4 (Non assegnato). Dato un ordinale 3 scritto in forma normale di Cantor
ﬁ:w'yl n1++w7knk

siha B -w=wnt!
Dimostrazione.
Essendo w limite si ha

(W ng 4+ W ng)w = U(w”l-n1+~--+w7’“~nk)~n: U(uﬂl~(n1~n)—|—~~+w’”“-(nk~n))

ncw new

Abbiamo dimostrato che
wh <w”?-(ng-n)+--+ W (ng - n)

dunque

U(aﬂl-(nl'n)—l—---+w7’“~(nk-n))§ Uw71~(n1~n)

new new

Ma wvale anche altro contenimento in quanto per ogni n < w si ha
W ) <Gy (0 T) W (g (4 1))
dunque valgono entrambi i contenimenti da cui

(W ng+ -+ w= Uw'“'(nyn): Uw”’l-n:w71~w:w“+1

n<w n<w



114

Parte IV.

28 Lezione dell 8 Maggio
Esercizio 28.1. .

e La somma e il prodotto tra cardinali sono associativi e commutativi

o k-(p+mn)=r-ptr-m

KM g = i

° (RM)U ——
e Monotonia. Siano k < k' e u <y’ allora
K4 pu <K+
Kop <K
Kt < K/
Dimostrazione.

o Chiaramente e valida la proprieta commutativa per la somma infatti per ogni A, B si ha
AUB = BUA.
Per quanto riguarda il prodotto basta osservare che

¢p: AxB—BxA (ab)— (ba)

¢ una bigezione

e Siano B,C disgiunti allora la funzione
v: Ax(BUC)—- AxBUAXxC (a,z)— (a,x)

¢ una bigezione essendo BNC =)
e Abbiamo gia visto queste 2 proprieta all’inizio del corso
e Siano A, A, B, B" insiemi a 2 a due disgiunti tali che

Al=r |Al=x"[Bl=pn |B|=4
poiché k < k' e p < ' allora esistono iniezioni
v: A=A ¢.: BB
— Per la somma consideriamo la funzione

Y(zr) sex e A

v: AUB—AUB x—
o(z) sex € B

tale funzione € un iniezione essendolo ¢ e ¢
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— Per il prodotto consideriamo la funzione
I': AxB— A'"xB" (a,b) = (¢(a), (b))

essendo 1, ¢ iniezioni, anche I' lo e

— Per quanto riguarda ’esponenziale (basta considerare il caso infinito, il caso finito é
un banale conto combinatorio) , sia x ¢ A" allora essendo A" infinito si ha A" U {x}
e A’ sono equipotenti da cui

KM = |Fun(B', AU {x}|
Andiamo a definire la funzione
A: Fun(B,A) = Fun(B', A" U {x})
tale funzione manda la funzione f = {(b,a)|b € B} nella funzione

A(f) = {(6(b),¥(a)) [b € BYU (B"\ ¢[B]) x {x}

Tale funzione é iniettiva in quanto se f # g allora esiste b € B con f(b) # g(b) e
dunque A(f)(p(b)) # A(f) (b)) dunque A(f) # Alg)

Dall’iniettivita di queste funzioni seque la tesi

Esercizio 28.2. Verificare che ¢} = 2™ Dimostrazione.

& — (2N0)N1 — R0 R _ 9Ny
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Esercizio 29.1 (Non & stato assegnato). Per ogni coppia di insiemi A, B otteniamo
|A x B| = max{[A], B}

Dimostrazione.
Supponiamo senza perdere di generalita |A| > |B| e sia ¢ : B — A iniezione.
FEssendo B infinito si ha che B # () da cui 3by € B allora abbiamo

A< A% B < |Ax Al = |A
dove abbiamo usato le iniezion:
A—AxB a— (a,by)
AxB—AxA (a,b)— (a,¢(a))
Esercizio 29.2. Se «, 8 sono cardinali infinite allora
|| = max{|al, 5]}

Dimostrazione.
Mostriamo la proprieta per induzione infinita su (3

e 3 =0 allora é vera a vuoto in quanto [ finito

e f=7+1
‘0/3‘ = |a7 - af

ora ricordiamo che il prodotto ordinale ¢ definito sul prodotto cartesiano dunque

|al} = max {max {|a|, [0]}[a[} = max {|a], |o[}

‘oﬂ = ’045 X oz‘ = max{}of;
Osserviamo ora che essendo ¢ infinito si ha
0] =10 U{o}] =16+ 1]
dunque abbiamo la tesi

e 3=\ limite.
Osserviamo dunque o < o in quanto o = U§<A af el <\
La mappa

VA= ot £—at
e un’iniezione.
Abbiamo dunque mostrato max {|al, |A|} < |a

¢l < €| AL 5}
Uoz _Z}a‘ max{| | §1<11;\>‘oz|

E<A E<A

A’. Andiamo a mostrare l’altra inclusione

o) -

Ora, per ipotesi induttiva |of| = max {|al, |¢|} dunque otteniamo

0] < max {|A], |al}
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Esercizio 29.3 (Monotonia della somma infinita). Siano k; < p; per ogni i € I allora
PRI
iel iel

Dimostrazione.
Dall’assioma di scelta possiamo definire le sequenti sequenze

(Ajliel) con |A)| =k Viel
(Bi|li€l) con |Bj|=pu; Yiel
(Wi lieI) con;: Ai — By iniezione Vi € I
Andiamo a definire una funzione

v UA;, - UB; x — Yi(x) dove i e l'unico indice con x € I;

tale funzione ‘e un iniezione essendolo ;.
Dall’iniettivita della funzione otteniamo la tesi

Esercizio 29.4 (Associativita infinita). Se I = |_| I; allora

jeJ
dori= | Dk
icl jeJ \iel;
Dimostrazione.
Consideriamo

w : UAZ' — I_]jej (l_liejin) r— X

mostriamo che é ben definita.
Sia x € UA; allora esiste unico 1 tale ch ex € A; ora esiste un unico j tale che 1 € I5.
Inoltre tale funzione é chiaramente iniettiva e suriettiva

Esercizio 29.5. Se [ = |_| A; allora
jeJ

=11 (I~

i€l jeJ \i€l;

Dimostrazione.
Sia (A;|i € I) dove |A;| = K.
Andiamo a definire una funzione

VY XierAi = Xjeg (XiEIjAj)

Sia I = (ai ‘Z € I) € XiinIAi-
Sia
() = (b;|j € J) dove b; = (a;|i € I;)
Mostriamo ora che tale funzione é invertibile.
Sia
A=(bj|j€J)€ xjes (Xier; Ai)
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dunque
bj = (bj;|i € Lirangle dove b;; € A,

Pongo dunque ¢p(A) come la I-sequenza
(bry,i |1 € I) dove f(i) & l'unico indice i tale che i € I,
Per come sono definite le 2 funzioni, una e l'inversa dell’altra

Esercizio 29.6. Per ogni cardinale k e insieme I abbiamo
H k= k1l
iel
Sia A un insieme con |A| = K allora definiamo una funzione
Y XierA— Fun(l, A)

Se (a;|i € I) € X;e1A; allora si ha a; € A.
Possiamo dunque associare alla sequenza la funzione

f I —A i— a;
Similmente possiamo definire una funzione
¢: Fun(l,A) — X;erA

Se g : I — A allora poniamo ¢(g) la sequenza (g(7)|i €).
Chiaramente ¢ e 1 sono una l'inversa dell’altra dunque abbiamo

(XierAil = [Fun(I, A)| = |A"] = max {|A], ||} = max {k, 1|} = k'

Esercizio 29.7. Siano k e u; cardinali allora
HKM — K;Ziejﬂi
iel
Dimostrazione.
Sia
(A;j|i € ) con |A;| =
e sia B insieme con |B| = k.
Allora
H K" = [XerFun(A;, B)|
iel
r2ierti = | Fun(UA;, B)|

Andiamo a definire la funzione
Y XierFun(A;, B) — Fun(UA;, B)

come seque.

Sia
I'= <Ci |Z S ]> c XZ‘GIFUH(AZ',B)
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dunque c¢; - A; — B.
Per ogni a € UA; esiste un unico i, tale che a € A;, allora pongo

() (a) = ci,(a)
Costruiamo una funzione inversa
¢ Fun(UA;, B) = X,erFun(A;, B)

Sia g : UA; — B allora per ogni i € I pongo ¢; = g|a,.
Sia ¢(g) = (e:]i € 1)

Sia g : UA; — B, mostriamo v o ¢(g) = g.
Se
['=0o(g) = (sili 1)
allora (T')(a) = s;,(a) dove i, & l'unico indice tale che a € A;,.
Ora s;,(a) = gja,(a) = g(a) e poiché vale per ogni a si ha che 1 o ¢(g) = g.

Esercizio 29.8. Siano k; e p cardinali allora

(HMYIHF#

il il
Dimostrazione.
Sia B un insieme con |B| = pu, (A;|i € I) con |A;| = ki e sia A = XerA;.
La tesi equivale a mostrare che
|Fun(B, A)| = | XerFun(B, A;)|
Sia
¥ XierFun(B, A;) — Fun(B, A)
definita nel modo sequente.
Sia (c;|i € I) € XjerFun(B, A;) dunque per ognii € I si ha ¢;: B — A;.
Per ogni b € B pongo
((ei|i € 1))(b) = {ci(b) i € 1)
tale funzione é ben definita in quanto ¢; : B — A; dunque c¢;(b) € A;.
Andiamo a costruire una sua funzione inversa
¢ Fun(B,A) = X Fun(B, A;)
Sia g: b— (a;|i € I) allora
o(g) = (hi|i € I) dove h; : B — A; dove h;(b) ¢é li-esimo elemento della sequenza g(b)

Mostriamo che

¢pop({ciliel))) = (cliel)
Sia T =({c;|i € I)).
Ora

¢(I') = (hi|i € )

dove h; : B — A; e hi(b) é l'i-esimo elemento di T.
Ora ' per definizione di 1) ha come i-esimo elemento ¢;(b) da cui h;(b) = ¢;(b)
Esercizio 29.9. Trovare un esempio di prodotto [[,_, ki dove la sequenza é non-decrescente e
a ordinale (non cardinale) e tale che la formula vista a lezione non valga.
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Esercizio 30.1. Sia k un cardinale infinito e {A;|i € I} una sequenza di insiemi tali che
|I| <k e|A;] <k allora

Jai| <k
il
Dimostrazione.
Per ogni a € U a; ponitamo

el

So={icl|ac A} #0

consideriamo adesso § = {F.|a € A}
Sia f la funzione di scelta (A.C.) della famiglia f.
Sia B un insieme tale che |B| = Kk dunque esiste

(ili€I) ti: Ay — B iniettiva
Consideriamo la funzione

i JAi = Ix A a— (f(Fa), Ypz.)(a)

il
Mostriamo che é iniettiva, siano a,b € UAi con Y(a) = (b) allora abbiamo
iel
f(@a) = f(8) =i
Dunque ¢;(a) = ¢;(b) da cui a =b essendo ¢; iniettiva
Esercizio 30.2. Se x; < p; per ogni i € I allora
Z Ri < H/h’
iel iel
Dimostrazione.
Siano
(Ajliel) con |A)| =k Viel
(Bilie€l) con |Bj|=pu; Yiel
(; i €I) conp;: Ay — By iniezione Vi € I

Andiamo a definire una funzione

* sea & A,

b - |_|Ai—> Xier(BiU{x}) a— (b;|i € I) doveb; = {@(a) sea € A

el

dove x & B; per ogni i € I.
Mostriamo che e iniettiva.
Siano a,b tali che ¥(a) =Y (b), distinguiamo 2 casi

e Fsiste i tale che a,b € A;.
Ora lli-esimo elemento di ¢p(a) € ¢;(a) similmente quello di ¢(b) € ¢;(b).
Ora dal fatto che ¢(a) = ¢(b) si ha ¢;(a) = ¢;(b) ed essendo ¢; iniettivo allora a = b
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o Seac A, ebe Aj coni# j allora li-esimo elemento di ¢(b) éx mente l'i-esimo di ¢(a)
e ¢i(a) # *.
Abbiamo dungue un assurdo essendo ¢(a) = ¢(b).
Resta da provare che
| Xier(Bi U{x}| = |Xie1Bi

Poiche B; e infinito esiste
O = (¢;|i€l) con ¢, : B; U{x} — B; bigezione

dunque
9 : XieI(BiU{*}—} XiEBi <01’Z€[>—><¢1(Cl)|261>
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Esercizio 31.1 (Non assegnato). Per ogni coppia di ordinali o, 3 si ha

cof(a+ ) = cof ()

Dimostrazione.

Sia B C B illimitato di cardinalita cof(/3).
Sia B = B x {1} allora B C o+ j.

Mostriamo che tale insieme e illimitato in o+ .
Sia 6 € a+ B allora si possono verificare 2 situazioni

e = (a,0) con a € a dunque per come abbiamo definito l'ordine sulla somma di ordinali,
presob € B sihab e B e dungue (b, 1) > 4. ~
Abbiamo mostrato che esiste b= (b,1) € B con b > ¢

e = (b,1) conbe p.
Ora essendo B illimitato in ﬁ_esisfe by € B con by > b.
Ponendo b = (by,1) st habe B eb> 0

Abbiamo dunque che B x {1} é illimitato in o + B e dunque
cof(a+p) < ’E‘ = |B x {1}| = |B| = cof 8

In maniera analoga mostriamo che vale ['altra disuguaglianza.
Sia B € o+ 3 illimitato di cardinalita cof (o + B).
Sia

B={bep|(b1)e B}

Mostriamo che B é illimitato in 3

Sia b € B allora (b,1) € a + .

Essendo B illimitato in o + 3, esiste ' € B con T > (b, 1).
Ora T = (by, 1) con by € 5 € by > b.

Infatti se I' = (a,0) 0 by < b allora si avrebbe I' < (b, 0).
Abbiamo dunque by € B con by > b.

Abbiamo dunque B illimitato in 3 da cui

cof (B) < |8l = |8 x {1}| < [B[ = cof(a + B)

Esercizio 31.2. Per ogni v regolare esistono cardinali arbitrariamente grandi di cofinalita v.
Dimostrazione.

Fissato un cardinale k devo trovare un cardinale strettamente maggiore di k con cofinalita v
Poicheé k cardinale, esiste un ordinale o con k = X,

FEssendo v cardinale, v € un ordinale limite e quindi A = a+v ¢ limite ( per un esercizio svolto
in precedenza o + v successore se e solo se a, v Successori).

Abbiamo visto a lezione che se A limite allora cof (Ny) = cof()).

Se poniamo p = V.4, abbiamo p > k ed inoltre cof (u) = cof (v) = v

Esercizio 31.3. Mostrare che

U

i€l

< Z|Az|

el

Dimostrazione.

Sia per ogni a € |JA; §o ={i € [ |a € A;} e consideriamo la famiglia § = {Sa la € UAZ}

il
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Sia f una funzione di scelta per tale famiglia
Consideriamo la funzione

v A= A x (i} a— (a f(Fa)
iel
¢ ben definita ed é un’iniezione in quanto se (a) = ¥(b) allora anche le prime componenti

devono essere uguali ovvero a = b.
Ora A; x {i} sono insiemi a 2 a 2 disgiunti di cardinalita A; da cui

= |44

il

UAi x {i}

il

da cui la test
Esercizio 31.4. Se k e un cardinale infinito allora
|Fin(k)| = |Seq(k)| = k

Dimostrazione.
Poiché consideriamo solamente sottoinsiemi finiti otteniamo

Fin(k) = | ) Finn(w) dove Fin,(k) = {A C k[|A] = n}

Osserviamo ora |Fin, (k)| < k infatti possiamo definire una funzione
v Fing(k) — k"
dove se A C k di cardinalita n allora posso enumerare i suoi elementi (a; |i < n) dunque
V(A :n—k i—aq

Tale funzione é una chiara iniezione infatti se A # B allora esiste a € A con a & B da cui
a € Immiyp(A) ma a & Immip(B) da cui p(A) # )(B).
Dunque abbiamo |Fin, (k)| < |k|" = max{k,n} = k otteniamo dunque

|Fin(k)| < |Fing (k)| <Y k=k-Ro=k

n<w n<w

L’altra disuguaglianza si ottiene considerando la funzione

Per quanto riguarda le sequenze finite possiamo fare un discorso analogo osservando che
Seq(k) = U Seqn (k) dove Seq,(k) = {a € Seq(k) |a "lunga” n}
nw

Allora se consideriamo la funzione
61 Sequ(k) = k" (as]i € n) > {(i,a1)|i € n}

¢ una ben definita iniezione dunque in analogia al caso degli insiemi finiti si conclude osservando
che |Seq(k)| < k.

Per laltra disuguaglianza consideriamo la funzione

p:k— Seq(k) &— (&)
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Esercizio 32.1.
xrCyeV, — xzeV,

Dimostrazione.
Mostriamolo per induzione transfinita su «

e o = 0 vera a vuoto

o o = \ limite.
Se y € V) allora esiste £ < X\ cony € Ve dunque x C y € V¢ per cui v € V¢ (ipotesi
induttiva).
Ora poiché Ve C Vy abbiamo x € V)

e a=09+1 allora poiché y € Vs, 1 = P(Vs) si hay C Vj.
Dunque abbiamo x C y C Vs ovvero x C Vi da cui x € Vs

Esercizio 32.2. Sia § €V, allora | JF €V,
Dimostrazione.
Possiamo assumere che esista B < o tale che VA € § A € Vj infatti per ogni A € § si ha

AeFeV, — Iy<a AeV;

Andiamo ora a dimostrare che | J§ C Vj infatti
Uscv: © va@elJ§ — z2€Vp) & Vz(@EAeFAzecAd — zel))
Ora lultima implicazione € vera, infatti se A € § allora A € Vi dunque per transitivita
reAeVy — xzeVj
Abbiamo dungue | J§ C B ovvero
s eP(Vs) =Vi C Vi
n quanto se < a allora f+1 < «

Esercizio 32.3. Sia A un insieme, consideriamo la successione di insiemi definita per ricor-

stone numerabile
AO == A
An+1 - U An

TC(A) = ] An

nw

PONLAMO

mostrare che TC(A) ¢ la chiusura transitiva di A ovvero il pit piccolo insieme transitivo che
contiene A .

Dimostrazione.

La dimostrazione consta di 2 parti, nella prima dimostriamo che TC(A) é un insieme transitivo,
nella seconda mostreremo che Y transitivo che contiene A allora TC(A) CY

Sia x € y € TC(A) allora esiste n < w cony € A, da cui x € A, infalti x € A, ovvero
relJA,
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Sia Y un insieme transitivo che contiene A.

TC(ACY & [(JA.CY & Vn<w(4,CY)

n<w

Mostriamo ['ultima proprieta per induzione su n
e n=20 allora st ha A= Ay CY per ipotesi
e Supponiamo A, CY allora per transitivita abbiamo A,y1 =|JA, CY

Esercizio 32.4. A €V, allora TC(A) € V,.
Dimostrazione.
Mostriamolo per induzione transfinita su «

e o = 0 vera a vuoto

o a=17+1 allora se A€V, abbiamo A C V.
Ora V, € un insieme transitivo che contiene A dunque per minimalita della chiusura
transitiva abbiamo

TC(A)CV, — TC(A) €V, =V,

e o = )\ limite.
Ora A € Vy implica che esista v < X\ con A €'V, sia

{=min{y[A € V,}

Mostriamo che & é successore.

& # 0 in quanto A € Vi vera a vuoto.

Se per assurdo & fosse limite allora A € Ve implicherebbe l'esistenza di ¢ < § con A €V,
(contro la minimalita di & ).

Abbiamo provato che £ =n+ 1 dunque A C V.

Ora per minimalita della chiusura transitiva abbiamo TC(A) C 'V, dunque TC(A) €
Vo1 € Vi
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Esercizio 33.1.
Non esistono catene e-discendenti — Assioma di Fondazione

Dimostrazione.

Supponiamo che non valga la fondazione, dunque esiste x # () tale che Yy € x si ha y N x # (.
Allora detta f una funzione di scelta per P(X) e preso xy € X definiamo per ricorsione
numerabile

Tpy1 = f($n N iL‘)

abbiamo dunque costruito una catena
LoD X1 DTy ...
finita discendente.

Esercizio 33.2. Sia x € Vy allora esiste o < 3 con v C V,
Dimostrazione.
Mostriamo la proprieta per induzione transfinita su «

e 3 =0 vera a vuoto
e 5=0+1 allora
reVsn=PVs) — xCV;
dunque possiamo porre a =6 < 3
e 0 =\ limite
reVi=JW

E<A

Allora é ben posto
¢ =min{a < Az eV,}

Allora € # 0 in quanto se & = 0 allora x € () il che ¢ assurdo.

Osserviamo che & non & limite altrimenti da x € Ve = U5<§V5 sequirebbe x € V; per
n < & contro la minimalita di €.

Abbiamo, dunque £ = a+ 1 dunque

2 €V =PVa) — xCV,

Esercizio 33.3. Mostrare che per ogni o ordinale
’Vw+a| = :a

ed in particolare per o > w? si ha

|Va| ::a

Dimostrazione.
Mostriamo la proprieta per induzione transfinita su o

e =0 ora

|Vw| -

U

n<w

Dunque V,, ¢ unione numerabile di insiemi finiti dunque ha cardinalita al pit numerabile.
Inoltre abbiamo osservato che per ogni o ordinale st ha o € V, + 1 dunque w C V,,.
Valgono entrambe le inclusioni dunque per Cantor-Bernstain si ha |V,| = Rg = Ty
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e a=0+1 allora
Virral = |Vw+(6+1)| - ‘V(eré)Jrl‘ = olVersl = 935 = 3
o o = )\ limite.

U Vw+§

£<A

<> Vel =) Ze=max{|A|, 2y} =1\

£<A E<A

’Vw+>\| =

In quanto abbiamo osservato che |a| < 3, per ogni a.
Andiamo a mostrare l’altra inclusione, per ogni 6 < X si ha

|VW+)\| > ‘Vw+5| =
e poiche tale disuguaglianza vale per ogni 6 < X possiamo concludere

|VW+>\| > :lA

L’altra proprieta seque dal fatto che se a > w? allora w + o = «
Esercizio 33.4. Trovare il minimo « tale che
o 7 €V,

QeV,
e RelV,

e RxR eV,

Dimostrazione.

Osserviamo che w € V1 ww & V,, in quanto abbiamo visto che per ogni « ordinale o C 'V,

ma o & V,.

e Ricordiamo che abbiamo definito Z = (N x N)\ ~ dove (a,b) ~ (c,d) se e solo se a+d =
b+c.
Abbiamo dunque che Z. ¢ un insieme di coppie ordinate.
Mostriamo per ognin, m € N in quale livello della gerarchia appartiene la coppia ordinata
(n,m).
Abbiamo definito la coppia ordinata come la coppia di kuratowski {{n},{n,m}}.
Se assumiamo n > m abbiamo che n,m € V,11 dunque {n},{n,m} € V, 1.
Abbiamo dunque {{n},{n,m}} C Vo412 ovvero (n,m) € Vigafnmi+s-
Possiamo quindi affermare che Z C V,, infatti per quanto abbiamo mostrato in precedenza
ogni coppia ordinata (n,m) appartiene ad un livello finito. Ora Z & V,, infatti se cosi
fosse si avrebbe w C Z € V,, da cui per l’esercizio 5.1 si avrebbe w € V,, il che é assurdo.
Abbiamo dunque che Z appartiene al livello V,, 11 e non esistono livelli inferiori a cui Z
appartenga

e Con un ragionamento analogo possiamo dire che il minimo livello a cui appartiene Q é
Va1 infatti abbiamo definito Q come linsieme Z x N per una relazione di equivalenza.

e Abbiamo definito il campo dei reali come l'insieme
R = {X C Q| X taglio di Dedekind}

dunque R C Q ovvero R € P(Q) dunque il minimo livello a cui appartiene R é P(Vyi1) =
Vw+2

Esercizio 33.5. Mostrare che se k limite forte allora k%) = 2~
Dimostrazione.
Vista a lezione
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Esercizio 34.1. FEsistono livelli k non accessibili con |V,| =k e se A € V,; allora |A] < k
Esercizio 34.2. Mostrare che per ogni o vale

Vo E Vuoto, Unione, Estensione, Separazione, Fondazione

Dimostrazione.

e Vuoto. Per definizione Vo =0 e dunque () € V.
Ora per ogni ordinale o diverso da 0 abbiamo Vi C 'V, dunque per ogni o > 0 si ha () € V,
dunque V, = Vuoto

o A lezione abbiamo dimostrato che ogni insieme transitivo soddisfa la separazione e che
V, € transitivo.
Dunque per ogni o si ha V,, |= Estensione

o Unione. Mostriamo

AeV, — UAGVQ

— o = 0 vera a vuoto

— a=L[+1 allora se A € Vgy1 abbiamo A C Vj.
Ora x € | JA se e solo se Jy € A con z € y.
Abbiamo dunque x € y € A C Vg dunque essendo Vg transitivo abbiamo x € V.
Abbiamo provato che
Uacv, - Aevzn,

— o=\ limite. Da A€ V) si ha cheIn <X con AcV,.
Sia
{=min{y<n|AeV,}

Ora & # 0 infatti A € Ve # 0 e £ non ¢é limite in quanto se lo fosse da A € Vg si
avrebbe che esiste § < & con A € Vs contro la minimalita di €.

Abbiamo dunque mostrato che & & successore. Per il caso precedente abbiamo A €
Ve = UAe Ve CV,

e Separazione.
Vo | Separazione se per ogni formula ¢(x, Ay, ..., A,) dove x, Ay, ..., A, vale la pro-
prieta
VAy,...,A,,BeV, C={zxeBl(z,A,...,A,) eV}

— Se o = 0 vera a vuoto

— o= [B+1 Allora B C Vj e di consequenza C C Vi infatti se x € C allorax € B C B
dunque x € V3.
Abbiamo dunque Vx € C' si ha © € Vg di consequenza C' C Vg ovvero C' € Vg

— a =\ limite.
Poiche B € V) ¢ garantita l’esistenza di v < X tale che BV,

Posto
E=min{d <v|B e Vs}

si ha che & é successore (stessa argomentazione della dimostrazione dell’unione)
dungue per il punto precedente B € V¢ implica C' € Ve dunque C € V)
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e [Fondazione.
Supponiamo per assurdo che non valga la fondazione, dunque esiste una catena discen-
dente
To2D2L1 D DTy D ...

Ora passando ai ranghi otteniamo una catena discendente di ordinali
p(xo) > p(z1) > - > pl,) > ...
il che é assurdo
Esercizio 34.3 (Non assegnato). Sia f: A — B allora
fev, < AlmmfeV,

la freccia <= vale se a = \ limate.
Dimostrazione.
— Se f €V, allora poiché V,, |= Unione allora |J f,\JU f € Va.

Ora se C:{erUfH{x}eUf}

Ora V,, = Separazione dunque C € V,.
Per un’esercizio gia svolta sappiamo che C = domf = A.
Similmente sappiamo che

Immf:{xEUUfflaeA(a,x)Ef}

Per motivi analoghi a sopra si ha Immf € V,.

< Sappiamo, da esercizio visto a lezione, che per definire il prodotto cartesiano tra 2 insiemi
bastano gli assiomi di Unione, Coppia, Separazione.
Dunque poiche A, Immf €V si ha A x Immf € V).
Ora
fCAxImmfeV, — feV,

Esercizio 34.4 (Modelli naturali della teoria degli insiemi). .

e V, |= Potenza se e solo se a limite
e V, = Infinito se e solo se a > w
e Per quali a vale se A, B € V,, allora Fun(A,B) € V,?

o Per quali o si ha V,, = A.C. (dove usiamo la formulazione per ogni X non vuoto esiste

f:PX)\0— X con f(A) € A per ogni A )

Dimostrazione.
— Supponiamo « sia successore ovvero o = 3+ 1 allora B € V,.

Se, per assurdo, P () € Vy allora P(B) C Vg ma B € P(S) dunque B € Vg il che é assurdo.
< Sia A € V) con X limite, allora A € V., con v < A.
Sia x € P(A) allora x C A€V, da cui sia

a, =min{d < v|z € Vs}

Abbiamo definito la funzione-classe v — «, dunque per rimpiazzamento esiste ['insieme I' =
{a, |z € P(A)}.
Sia & =sup I allora abbiamo § < v ed inoltre P(A) € Ve dunque

P(A) € Ve TV
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— Poiche V,, = Infinito allora esiste Y € V,, con'Y induttivo.

Ora ricordando che avevamo definito n naturale se e solo se n appartiene ad ogni insieme
mduttivo, abbiamo w CY € V.

Ora se a« < w avremmo w € V., C V., il che ¢é assurdo.

= Poiche a > w allora V1 CV,.

Dal fatto che w € V11 abbiamo w € V.

Dunque V,, contiene un insieme induttivo (abbiamo dimostrato che w ¢ induttivo) e dunque
Vo E Infinito

Gia visto a lezione

Sappiamo che per ogni X € V, esiste una funzione f: P(X)\ 0 — X.

Lo scopo é trovare per quali o si ha f € V. Se a = X limite allora da X € V), seque che X € Vj
con 0 < A.

Ora P(X) C Vy infatti Yy € P(X) si hay C x dunquey C x € Vs da cui y € Vj.

Dungue P(X)\ 0,X € Vi.

Dall’esercizio precedente seque che f € V).

Se a = B+ 1 allora B € Vzy1 dunque ponendo X = [ abbiamo per l'esercizio precedente
P(B)\ND € Vgyq Ora {B} CP(B)\D € Vs +1 dunque {5} € Vsy1 ovvero {8} C Vi e poiché
B € {5} abbiamo che B € Vj il che é assurdo

Esercizio 34.5. Puo capitare che AXx A=A ?eche AXACA
Dimostrazione.
Visto a lezione
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