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29 - 09 -21 Lezione 1 Prof . Gaiffi

RICEVIMENTO : ore 18:00 GIOVEDÌ

Azione di gruppo su un insieme

¥ sia ✗ un insieme
,
G- un gruppo ,

un' azione di G- su ✗ è una

funzione G- ✗ ✗ → X esempio : ( 123 ) - 1 = 2

cg , x ) l-ig.sc ( 12) ( 123) - 1=1

l '

(1) ( 23 ) ( 23) - 1=1

che soddisfa due proprietà

1) e - se =D fa c- ✗

2) (giga )
- se = gilg , .sc )

azioni famose
✗
Clem . del gruppo

- Il coniuge : ✗ = G-
, g.sc =

gxg
"

è una azione ?

Verifica i ex = esce
"
= sc ok

(giga ) x =? g. ( gr >c)
" "

g. 82 » (giga )
"

gigrscg ,
_ '

" "

g. g,
>cgi

'

gi
'

= gag , >cgi
'

gi
'

ok

A PRIORI È UN INSIEME

- azione sui laterali : Prendo H < G-
,

EH = × è gruppo ⇒ H è normale

"

g. KH
= GKH verificate che è una buona azione

"

Def Sia G gruppo che agisce su X ,
diremo orbita di sc EX

orbcsc) = } g.sc 1g c- G- { e diremo stabilizzatore di sc

G- = Stab ( sc) = } ge G- I g-a-x {
t

è un sottogruppo ma NON è normale

Lemmy Stab (sc) < G . g.g , C- Stab (sc)
,

(giga
) -

se = g. ( g , >c)
=

=

g , x = a

g e Stabia) g.sc = >c . Applico g-
^

g-
^ ( gsc ) = (g-

'

g) se = g-
^
se = a g-

^

e Stabia)

☐



Teorema sia G- che agisce su X G- a ✗

Sia x E X
.

Esiste una funzione bigattiera G)stab (⇒
'→ orb.CH

Verificate che non dipende dal rappresentante
↳
INSIEME

g- Stab (sc) = gstabCI ⇐ g- = gh con he stable) gstab (a) → gsc

g-
'

§ C- Stabia of stable) → g- x = (gen ) x
= gchx) = gsc

⇐gattina :
ga
Eorbcsc) prendo g. Stab Gc)

→ gesc

Iza :

g ,
Stab \

g.sc = g. se

gz Stab (
sc)
/ '-

gi' ( g.a) = gicg.sc)
"

(gi'g.) sc
"

a

→ cioè gi
'

g, E Stab (sc) quindi g, Stab
(a) = gastab.cc)

Pzposizione le orbite costituiscono una partizione di ✗

DI
y c- ✗ appartiene almeno ad un' orbita : Orb (y )

Ora mostriamo che se × e Orb (y ) allora
Orb ( sc ) -- Orb (g)

a- significa che esiste ge G tale che g- y
= sc

.

plico g-
'

: g-
' l gy ) = g-

'

x

-~-

→ cioè yeorbcsc ) → orb (y) E orbis)
"

ricavo y = g-
'

a

Orb (a) E Orb (y) ☐

I G- I

Tazuna 1×1 = [ IOII = E I "/Stab (ai] / = [
oi orbita o

,

>

orbite
/ Stdbcsci ))

9. orbita
rappresentata rappr. da sci
da Xi

Caliamo il tutto nell'esempio della famosa azione di G- su

sé stesso : G- = X
,
sia × E G

,
orbcsc) = } g.sc/gc- G- { = }gag

" /GEGI

si chiama ANCHE classe di coniugi di sc .

TI 0C E Sz se = ( 12) ( 3 4)( 567)

orbc >c) =?

I>CI
- '
= ( T.CI)

,
TCZ))

"

( T ( 3 )
,
T ( 4)) ( T (5)

,
T ( 6)

,
T (7 ))



tutti quelli della forma C
,
> C
,
> C , s

)

E a Stabia) che nome diamo ?

Stab (a) = } ge G- te gsc = a {

= | g E G- tc gsc g-
'
= x {

= } g E G- tc gsc = 0cg {
y
( ( sc )

Stab Ca) si chiama anche centralizzatose ( in questo caso) o centralizzatore

di oc ed è il più grande agrippa H di G- tale che se e 2- ( H )

Il teorema diventa ( in questo caso) IG I = E |c%
classi di

coniugio
rappr. da gi

Pap sia 1 G- I = p
"

con p primo allora ZCG) =/ } e { .

I G- 1
I G- I = E
÷, p

"
= ?

I ( ( gi ) / =
/ P

"
e gi E 2- (g)

\ I ccgi ) I / p
"

e gi ¢ ZCG)
-- ±

mi

p con ni < n

p
"

p
"
= I 2- (G) I + [ pni → scopro dunque che p / 2- (G) → 2-(G) =L ) et

hic n

Corollario Se I G- I =p
'
allora G- è abeliano

Dim Per il Teo lz [g) / = /
P → Puedo a € G- \ ZCG)

.
Penso a [(a)

,

di sicuro [ (a) = ZCG)
.

Inoltre
\
p
'

a c- ( (a) ma a ¢ ZCG) .

Allora Cca) ZZCG ) .

Per ragioni
di cardinalità sarebbe allora
1 ( (a) I =p

'
⇒ a c- ZCGJ }

teoI.com#

Sia G
gruppo finito e sia p primo tale che p I 1Gt

.
Allora esiste

un elemento di ordine p .
( dimostrazione : domani )

Esercizio Trovare tutti i sottogruppi di ordine 12 di S,

Sia H un sottogruppo di ordine 12
,
ti < 55 , ✗

= } 1
,
2
,
3
,
4

,
5 {

H
agisce su ✗ .

Per Cauchy so che esiste in H un elemento di

ordine 3
,
ossia un 3- ciclo ( a

,
b
,

C)
. orb (a) = fa ,

b
,
e
,

. . .

? }



Dunque esiste un'orbita di cardinalità 73 12 ✗ 6

3+1+1 → H agisce solo su 3 elementi e ne lascia fissi 2 ⇒ H < 53 ]
3+2→ S

,
✗ Sz # = 12 → ok

/ ✗ | = 4+1

la cardinalità dell'orbita deve dividere la cardinalità di H

lorbcac ) / = I G- I

1 Stab (a) I
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Riprendiamo l' esercizio .

le permutazioni nel caso 3+2 possono essere al massimo 3 ! ° 2 !

Deve essere un sottogruppo del tipo ki ✗ Kz con l Ku ✗ Kz / = 12 e con

ki = 5} e Kz = Se → Tutti e soli gli H che hanno orbite 31-2 sono

di questo tipo .

Quanti sono tali H ? Sono (5) =
'¥ = 10

.

Ci chiediamo se sono tutti coniugati fra loro .

orbite

-
Esempio : H , e ' { TÈ Hz ' ' { 1 ,

2,5 } { 3 , 4 }-

2

0 : 1 → 1 o
-1

Ha 0 -7 H
, cosa fa ? esempio 1 :O

_ '
h 013 )

. -_

2 → 2 t

53 → 5 esempio 2 : o
_ '
ho (4) --

4 → 3 te

5 → 4 ÷v2V5_
4 v5

1 V2 V3

SONO TUTTI CONIUGATI FRA LORO

Def Dato G- gruppo e ti < G-
.
Il normalizzatore di H in G- indicato con

NCH ) è il più grande ( per inclusione ) sottogruppo di G che contiene

H e in cui ti è ☐gruppo normale .

01 NIH) esiste perché H contiene H e H 4 H
.
Possiamo mostrare che ne

esiste uno max .

E-sempio-si.am un sgruppo
di ordine 12 in S} di quelli discussi sopra

H = Ke ✗ Kz = 53 ✗ Sa chi è NCH ) ?



Sia ✗ = / tutti i coniugati di H } , Ss agisce per coniugi su ×

0 E Sg H GH g-
'

o . H = 0 Ho- '

y
,
perché sono tutti coniugati

abbiamo visto che c'è un' unica orbita
,
in altre parole ✗ - Orb (H)

Allora ricordo che I orb ( H ) I = 1551

IStab (H) )

o ho
- '
= H ) Stab ( H ) = NCH ) ⇒ INCH) / = I 55 I = 5 . 4.3-2=12

lorb ( H)/
10

Quindi NCH ) = H
.

Cosa 41-1 : Cos' è un' orbita da 1 ? Un elemento che lascia un'el
. fisso .

Allora ti < 54
Tetto 54 in S

, come
il sgrp che permuta 31,2 ,

3
,
4 { e lascia 5 fisso

risulta che H = A
¢ . Verificare che i sgrp di #

= 12 in 54 sono = A¢ .

I
sgrp di # 6 di 5¢ sono tutti = Ss . Verificare (anche con Cauchy )

Ricorda : H < Sn allora H < an oppure ha metà elementi dispari e metà pari .

Dim .
Se ti < An → ok

se ti ¢ an ⇒ 7 TE H dispari .

Hnan → ti n (Snl an)

g c- H '→ Tg e H

PARI DI SPARI

Questa mappa possiede l' inversa :

ti han ← Hn ( Sni an)

7-
'

y
← ✗

Nota : T
"

è dispari perché ha la stessa forma ciclica .

H n Aq < 54 con 6 elena
.
ma abbiamo visto che sono tutti isomorfi

a 53 che ha un po
' di elena

. pari a un po
' dispari → ASSURDO

conclusione I sgrp di Ss di # 12 con orbite 4+1 sono isomorfi

ad Ait , più precisamente sono di questo tipo : dati a ,
b
,
c
,
d



distinti in 11
,
-

,

5 { il gruppo in questione è quello dato dalle penne .

pari che permettano a , b , c ,
d .

Sono 5 E CONIUGATI FRA LORO
.

Sia H uno di esso
.

H = a¢ Ossia permute } 1 ,
-

,
4 | .

Come prima IN (4) I = 155 I

lor b. (MI
= LÌ = & ! = 24

,
11-11=12 → è cresciuto

Dunque NCH ) = 54 .

( ✗ es .
Quali sono i sgrp di 55 di # 24 ? )

IL TEOREMA DI CAUCHY

Teorema p primo , p 1 / G- 1
.

Allora ci ha un elemento di ordine p .

Più precisamente le soluzioni SCP = e in G- sono in numero

di KD con K 71
.

Dice .
S = ) ( an , az ,

-

, ap . . , ap )
| ai c- G- a

,
. . . . •

ap
= e }

/ SI = I G- IP
"

( l' ultimo prodotto è
"

forzato
" )

Faccio agire su S il gruppo Ip mediante la regola :

[ I ] . ( an
,
a 2

,
. . .

, ap
) = (anti , - . _

)

ES Verificare che sia un'azione (oltre le proprietà , verificare che
"

cade
" ins)

( an
, az ,

- . .

, ap )
→ ( a <

,
a } ,

. . .

,
a p ,

a ^ ) § S →
az

.

. . .

.

an ? e

ay az . . . ap
= e

ai
"

( a
, . . . ap ) an = ai

'

e a
,

az . . . a pan = e

A noi interessano le p
- upee ( a

,
a
,

. . . ,
a) E 5 AP = e

Guardiamo le equazioni delle orbite / SI = LUI + [
altre P
orbite

U = } fa ,
a
,

. . .

,
a) I AP = e } / G- l'

⇒
= LUI + pn con n intero 70

Quindi p I / V1
,
lui ✗ 1 perché c' è almeno ( e

,
. . .

,
e)

Quindi tu / =p K con K 71
.

☐



IL TEOREMA DI CAYLEY

teorema • Sia G- gruppo che agisce su X .

Dato
g e G- chiamo 0g : ✗ → ✗

a ↳ g.sc

Vale che :

•

g
è b. I GETTI VA

• P : G- → Big ( X ) è un OMOMORFISMO DI GRUPPI

g '→ Qg

Dini sulle dispense

log è bigertiva perché esiste ☒
g-

.

T' (g , ga )
= T' Cg , ) o l' (g)

Il chef ti

g. g , % °

gz

g. g ,
( x ) = (giga ).sc

g.
° 0g , (a) = log . ( Pg , (a) )

= Pg
,

( gr
-

x )

= gilgi >c)

Teorema di Cayley
Sia G- gruppo finito con u elementi . Allora G- è isomorfo ad un

sottogruppo di Sn .

Dim G agisce su G- per moltiplicazione a sinistra .

G- A G-

Per il teorema precedente .

T : G- → Big (G) = Sn

g.
'→ Qgn

gz
↳

g ,

Se fosse
g,
= Pg, . Applicandola ad e :

Qg, (e) = Qg,(e) ⇐ g, e
=

gae ⇒ g. = g,
⇐ ti è iniettiva .

☐



Se G- = Sn il teorema dice che sn ↳ Big ( Sri ) = sn ,

o c- Sn orbco)

} ottengo
la stessa orbita

→
Esercizio nelle

0 ne ottengo una più piccola ? dispense
gog

_ '

solo con g pari

teorema sia G- gruppo finito e H < G- te / 4h / =p primo

se p è il più piccolo primo che divide 1Gt allora ti 4 G-
.

Ding Usiamo la famosa azione sui laterali .

✗ =

% ( adesso so solo che è un insieme )

G- agisce così : ge G- × H E GA, g. EH = gsctl
Per il Teorema . ho un OMOMORFISMO P : G- → Big ( HH )

= S
, a-µ ,

strategia : mostreremo che ti = Kert'

Inclusione facile : Vale che Kent E H perché se K E Ker F
,
K ↳ Pk

Pa : HH → GYH

SCH l '
✗KH

K C- Ker P implica che & - identità . In particolare % ( H ) = H
"

KH = H è vero, ⇒ KE H KH

VERO OGNI VOLTA CHE È IN BALLO L' AZIONE SUI LATERALI
.

Guardare = ( dispense ) .
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Esempi di azioni : 1) G- agisce su sé stesso per coniugio

2) H < G- G- agisce sui laterali

1 bis) G- = Sn : 07 E Sn TOT
_ '
→ la dea .

in cicli disgiunti è la stessa di o

↳ dimostrarla per es .
Siamo 01

,
0, e sn con la stessa decomposizione in cicli disgiunti , allora

01 e 02 sono coniugati cioè 72 te 20, E
- '
= 0,

L' azione del coniuge mi dà una partizione di Sn in orbite .

Idea :

"

costruire
"

T → o
,
= ( 123) (45) ( 67) , 02 = (812) ( 37) ( 45 )



T = ? Io
,
T
- '
= 02

TO
,
2-

'
= ( T ( 1 )

,
E (2)

,
E (3) ) ( T ( 4) ICS)) ( ICG) , T (7)) = 02

E (1) = 8
,
7 (2) = 1

,
T (3)= 2

,
E (4) =3

,
E (5) = 7

,
TC 6) = 4

,
TC 5) = 5

Esercizio 2 . 3.1
{Te sn i TOT

_ '

= o ltoesn }

( 123 ) E Sn n =3 Chi è il centralizzate di ( 123 ) ?

I Stab ( 123 ) / = \ S" /
lorb (123 ) /

| ) 3- cicli di Sn } / = ? 2- - ( Y ) deriva dal fatto che (1233=(2313--1312)
i

✓
⇒ / ( ( 123) / = n !

= 3cm-33 !
(3) -2

id

Elementi di Sn che ti

= ( n - 3) ! (12 3)( 132 ) c- ( ( (123))
non toccano ( 123)

o ho i 0 Che non toccano 123

• ho (12330 con 0 che non toccano 123

• ho (132) o con o
" " " "

Esercizio : descrivere il centralizzatose di (12) (34 ) in 55

Esercizio : descrivere la classe di coniugi di (123) in Aq
)

} 0 ( 12330 - ' , 0 E a 4 }
"
E | 0 ( 123 ) o

- '

,

O C- Sq }

(
sn
( ( 123)) = } e , ( 123) , (132) } can

I Csn ( ( 123)) / = 3 torba
,

( 123) / =

' a "↳ = 4

esercizio : trovate questi 4 elementi

In generale : Per quali o c- An orbanco ) = orbsfo ) ? ( esercizio 2.3.7 )

se 0 non tocca due elementi i , j , allora li , j ) commuta con 0 ,

non posso avere due punti fissi , ne ho 0 10 0
.

Se uno dei cicli (es .
2) nella dec . di 0 è dispari , allora E commuta con 0 .

f- : Un gruppo G- si dice semplice se gli unici suoi sgrnppi normali

sono } e 4 e G
.



Esempi : " Zn è semplice ? Solo se n è primo
e controes .

° Gruppi abeliani di # non prima non sono semplici

° Sn h 23 non è semplice

• A ¢ non è semplice , A}
= Z
,
è semplice

Teorema : An è semplice ltn 75
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teorema sia G- gruppo finito e H < a- te / 4h / =p primo

se p è il più piccolo primo che divide 1Gt allora ti 4G
.

Dine
.
Già vista

.

P : G- → Big ( HH )

IDEA : dimostrare che Ker T' = H

Si era notato che Kert
'

E H
.

Mostriamo adesso che H E Ker T'
.

Notiamo che Big ( HH ) E Sp .

Dunque In T < Sp (completarla per esercizio) .

I TEOREMI DI SYLOW

Teorema ( Sylow I )

Sia G- gruppo finito e p primo tale che p / 1Gt .
Sia pb / IGI

e pbt
' f / G- | con b 71

.

Allora per ogni a con 0 E a fb esiste in

G- un sottogruppo di cardinalità p
"

.

Ding .
Per a- o banale .

Sia 1 E a fb 1Gt = pbm con m primo con p

✗ = } LE G- | IL / =p
'

| → / ✗ I = (
Pbm

pa ) = ( Pbm ) ! =

↳ sottoinsieme (PD ! (pbm - pa) !

= ( pbm ) ( pbm - 1) . . . ( pbm - po' + 1)
pbm
☒
=p
" - a.

m . . 2- 1

t

Per esempio : se p
" / p

"
- i ¢ si osserva poi che se p

" / pbm - i allora

innanzitutto K sa e allora p
" / pa - I e viceversa

.

pks =p" - i → i =p
"
- pks da cui

pkli ma allora p
" / pam - i



Risulta quindi che la massima potenza di p che divide /✗ 1 è p
" "

.

Come faccio agire G- su ✗ ?

L C- ✗

ge G-

g. L
= gl che ha ancora p

"
elementi

e dunque appartiene ad ✗

Chiamiamo I
, , La ,

. . .

,Ln le orbite di questa azione .

La = orb ( Li )

:

In = Orb ( LK )

/ ✗ I = È l Lil = È lorblli ) )
i. = 1 i =L

Non è possibile che pb - "+1 divida tutti gli lozb ( li ) /
.

Sia j tale che pb
- ate f lorb ( Lj ) /

lorb ( Lj ) / = 1Gt
= pbm

I Stab ( Lj) / I Stab ( Lj ) /

lstabllj ) I = pbm

Iorbcy la massima potenza di p che lo

divide è minore o uguale a pb
- o

Di sicuro pa I / Stab ( Lj ) / . Ora mostriamo che poi = I Stab ( Lj) /

Consideriamo infatti la funzione :

gruppo → Stab ( Lj ) → Lj → insieme ?
g
iniettiva

8 1-, ✗
e

↳ c- Lj perché se Stab ( Lj ) )
si = JI ⇒ 8

,
= 82

Quindi I Stab ( Lj) / E llj / =p
"

.

Quindi p
" / lstabllj ) / E poi ⇒ lstabllj ) / =p?

☐

Def . Nelle ipotesi sopra ,
un sottogruppo K < G- con IK / =p

"
si dice

un p - Sylow .



Esempio ( dal passato) Trovare qualche 2 -Sylow in 54 .

154 / = 24 2
} / 24 ma 2

" ✗ 24
.

Cerchiamo dunque segznppi di ordine 8 .

4
1

÷
Da gruppo delle simmetrie del quadrato ha 8 elementi e si

identifica con un sgrnppo di 54 .

E 2- CD4 )
rotazione di 1800J

1)
4
= } e

,
( 1

,
4) ( 2,3 ) , ( 1 ,

3) ( 2,4 )
,

( 1
,
2)( 3,4 ) , ( 1 , 2,3 ,

4 ) , ( 4,3 ,2,1 ) ,

( 1,3 ) , ( 2,4 ) {

D4 è un 2 - Sylow di 5¢ .

④ 14 - cicli ( sic) / = 6 =

2¥
Numerovedo diversamente i vertici del quadrato si ottengono in tutto

3 2 - Sylow Ki
,
Ka

,
K
} tutti isomorfi a Dot .

Teorema (Sylow II ) Sia G- come sopra .
Sia H un p

- Sylow e

K < G- con 1kt =p
"

.

Allora :

1) esiste g c- G- te K E gh g-
'

2) Se anche K è
p
- Sylow allora esiste ge G- tc K =

g Hg
"

Din . 2) segue da 1) immediatamente

Faremo agire K sull' insieme ✗ = Ctu

K E K GH K - GH = KGH

✗ viene partizionato in orbita
, g , H , gztt , g } H siano rappresenti

delle orbite .

L'equazione delle orbite dice

I 1kt
1 EHI = È

,

/ orb ( gi " ) / = È, ista, ,g,» ,
= ÉP"

.
Osservo che /% / = m è

primo con p perché H è un p- Sylow . Allora almeno uno degli ai

deve essere = 0
. Supponiamo dunque che aj

= o per qualche j .



Allora ozblgjh ) = } gjh {

Vedremo che K < gjhgj
"

. Infatti : like K e the H esiste h
_ '

c- H

tale che Kgjh = gjh
' ( perché kgj H =

gj H ) .

Dunque K = gjh
'
li

'

gj
"

.
Dato che K era un qualunque elemento di K

ho dimostrato che K < gjtlgj
'

☐

Def . Dato H < G- il normalizzatore NCH ) di 4 in G è

NCH ) = } GEG I GH g-
'
= H {

Iss : • NCH ) è ☐gruppo di G- .

• N ( H) è ie più grande ( per inclusione) sgruppo di G-

in cui H è normale .

Corollario : Sia G- come sopra .

Sia np il numero dei p - Sylow di G
.

Allora np
=

I G- I

/ µ (µ ) ,
dove H è un qualunque p

- Sylow .

( in part . np / 1Gt )
.

DI . Preso H p - Sylow , ✗ = / p - Sylow di G- {

G- agisce su ✗ per coniugi . Per Sylow I c'è un'unica orbita .

/ ozb (4) I = IGI ma Stab ( H ) = NCH ) per definizione .

I Stab ( H) /

I G- 1
l' azione è il coniuge . np

= I ✗ I = I ozb (X) / =
IN#) ,

☐

Torniamo all' esempio dei 2 - Sylow di 54 .

Dunque kn ,
Ka

,
K } sono coniugati fra loro e si potrebbe già

dimostrare che sono tutti e soli i 2 - Sylow .

Teorema ( Sylow #-)

Sia G come sopra .
Il numero np dei p - Sylow soddisfa np = 1 (p )

Dein . dispense

Ance sui 2- Sylow di 5¢ .
Cosa so di na ?

ha / 24 per cor . Sylow II . ha = 1 (2)



n ,
=

/
1 → conosco già K

> ,
Ka , K}

→ ne
'③

Rileggiamo l' omo da 54 a 53 .
Faccio agire 5¢ per coniugio

sui 2 - Sylow .

Ho un omomorfismo F : 54 → 53
o ↳ permutazioni Ks

,
Kz

,
Ks

per vedere che è surg .
ci aiuta SI?

→ Va fatto il conto .
Il Ker T' = Klein

.
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Teorema : An è semplice ltn 75

Idea: H a an
,
H =/ le { → si dimostra che ti = An

Irap : I 3- cicli generano An

DI : Equivale a dimostrare che ogni permutazione pari è generata

da un g- cielo
. (
In particolare vedo che prodotti di un n° pari di traspose .)possono essere scritti come 3-cicli o prod.

di 3 - cicli

H < An
,

H contiene tutti i 3- cicli
.

Vorrei dire che ti contiene tutte le

permutazioni del tipo ( 1 2) ( 13) = ( 132) → è già un 3-ciclo

Ma cerco anche del tipo CTZÉÉ) =TÈÈ) = ( 21 3) ( 324) E H e

⇒ an = 1-1

DI . (teorema) sia H ☐ an
,
H + } e {

Loglio H = an
, quindi veglia che H contenga tutti i 3- cicli

Loglio che H contenga un 3-ciclo → se ne contiene uno allora li ha tutti

-05s : Per n = 5 ,
ho almeno 2 punti fissi (Guardare i casi più semplici)

Vediamo cosa succede in Ag : Haas ,
Ht / e { .

Prendiamo OEH
,
o te

( 123 ) 3-ciclo e

0 = [ (12) ( 34) 2- ciclo + 2- ciclo
|

\ ( 12345) 5- ciclo ✗ es.
} /

Permutazioni PARI

7 ( 12 ) ( 34 ) T
"

= ( T.ca)
, Rcz) ) ( 713) , T.CA) )

%Faarec.LT sarà sempre

questo sia un 3 ciclo
→
ma Ti è big→ un 2-2-ciclo

⇐ ( 12 ) ( 34 ) - ( 34) ( 15 ) = (1-2315) ¢ H So solo che ( 1-2) (34) E H e i suoi

3- ciclo
"

coniugati per trasposizioni pari



E = ( 23145 ) Voglio trovare una permutazione pari " speciale
"

T ( 12 ) ( 3 4) T
"
= (43)( 15 ) E H perché ti è normale

Quindi ci 2)(34) • ( 43) ( 15) c- H ⇒ ag è semplice
TT

Un altro modo di dimostrarlo è studiare le classi di coniugi

Idea : usare l' induzione

Voglio dimostrare il teorema generale per induzione su n .

Lemma : n 7 5 , o c- An ,
0=1 id . Allora ci ha un coniugato 0

'
tale che

o ci ) = 0
'

ci) per qualche c' E } 1 , -MI

Dia : sia l la lunghezza massima dei cicli che compaiono in una

decomposizione di 0 in cicli disgiunti .

O = (12
. . . e)7 ( a meno di riordinare )

disgiunta

se le 73
, coniuga o per [ 345) , trovo 0

'

= (12 4)E '
→ oca) = 0

'
(1)

Se l = 2 ?

Eserciziari
agisce su } 1,2 , . . . , n I Hi = Stab ( i ) < An

Ricorda : I sgrp normali

% : Hi = Ai _ , per hp induttiva Hi è semplice sono chiusi per coniugio

Prendiamo Nolan
,
N # le / .

Sia o c- N
,
0=1 id ⇒ 70

'

-1-0 , 0
'

coniugato a o , oci> = O' ci] per qualche i

⇒ o ' e N perché N è normale

→ 0
'
. o

_ '

e Nn Hi .
Quindi Nn ti < Hi

,
Nn Hit { e { perché o

'

-1-0
nn nn

EN EN -7 0
'
. O

- '

¥ id

In realtà Nn ti ci HI perché No an .

⇒ NnHi = Hi perché Hi semplice .

Cioè Hi E N → N contiene un 3- ciclo ⇒ contiene tutti i 3- cicli .

[ Cose da portare a casa
"
: - I 3-cicli generano An
- Sporcati le mani (provate tante strade) )- Rassegnazione



Esercizio : G-
gruppo con I G- 1=148 .

Allora G- non è semplice .

148 = 4 - 37 h
}>
= # sgrp di 37 elementi

nrgz / 148 , ngz E 1 ( 37 ) ⇒ nssz = 1

Equivale a dire che l'unico sottogruppo di 37 elementi è normale

( perché è stabile per coniugi → tutti i p- Sylow sono coniugati tra loro )

Quindi G- non è semplice .

Esercizio : Sia G- un gruppo con I G- 1=72
.
Allora G- non è semplice .

72 = 2
}
. 3
'
→ n}

= # sgruppi di 9 elementi
Iss : né

"
3

/ 72
,
n } E 1 (3)

→ n
,
=
/
1 ok → come prima

↳
Idea : se n }

= 4 sappiamo che G- agisce sull'insieme di 3
- Sylow

→ G- → 54 omomorfismo → Il nucleo è normale e non è banale per cardinalità

Esercizio : Sia G un gruppo con I G- 1=1029 p , q due primi distinti ,

allora G- non è semplice .
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⑦ Cerchiamo sgrp di ordine 30 in 55

Sia H un tale sgrp .

55 agisce su %,

OOTH = OTH (azione sui laterali )

Dunque ho un omomorfismo : Sg → Big ( 551h ) = Sa 4=7-0

Ker t' F) e { per ragioni di cardinalità

• DA UNA PROPRIETÀ GENERALE di questa azione sappiamo che Ker ME H
.

• Kert' a 55
} e { Ne visto prima

%
Kert'
<

As we tag / ✗ 30
\
55 NI se H sgrp proprio di G- ⇒ Kerr ⇒ G-

Vediamo perché :



K= } e {
K < -15 (

y, = a,

(As è semplice)
K TI 55

\
I Knas 1=1 Kassia, / → gruppo formato da metà permutazioni dispari e

metà permutazioni pari
K naso AS

le { Ne → K in tal caso avrebbe 2 elementi
,
ed un

km as
/

elemento dispari di ordine 2 .

as SI Si vede subito che K¢55
4 K- Ss

Abbiamo praticamente dimostrato la proposizione :

Pap : Se h 75
, gli unici sgrp normali di Sn sono le { , An , Sn

In complesso abbiamo ottenuto un assurdo : non esistono sgruppi di ordine 30

Nota : con lo stesso argomento si dimostra che non esistono sgruppi di

40 elementi in 55
.

Pap : sia ne 5
. Allora in Sn non esistono sgruppi di indice K

,
con 2 < K < n

② Sottogruppi di ordine 15
.
Sia H un tale sgruppo . Ogni h c- H è PARI .

15

Per Lagrange h = e . Applicando l' omomorfismo

sgn : Sg → } -1,11

sgn (h)
"
= 1 dunque ogn ( h )

= 1
.

Dunque H < As .
Considero l'azione di As su 1-5/+1 .

Ho un omo

F : Ag → Big (
a-7h ) = Sa # = 4

Per la semplicità di AS

Karp
,
=

/
le { Il perché t' sarebbe iniettiva e la > I = 60

,
15,1=120

\
As NI per i soliti motivi validi per l'azione sui laterali

③ Sgruppi di ordine 5 → quelli generati dai 5- cicli

I 5- cicli sono 24 .
In ogni sgruppo di ordine 5 ce ne sono 4

, del tipo

0 = ( 1 , 2,3 ,
4

,
5 )

,
02

,
o
}

,
04

Allora ci sono 6 sgruppi di ordine 5
.



Ha Ha

7g te g. Ha g-
'
= Ha

H , = ( ( 1 , 2,3 ,
4,5 )) g (1)

= 1
g (2) =3 g (3) = 4 G (4) = 5 g (5) = 2

ttttt
Ha = ( ( 1,3 , 4,5 ,

2 )) g-
'

Hg = H
,

Oppure si poteva notare che i sgrp di ordine 5 sono i 5 - Sylow e dunque tutti

coniugati per Sylow I . Se 55 agisce sui sgrp di ordine 5 forma un' orbita 0 .

6=10 / = 1551 dove H è un qualunque sgruppo di ordine 5 .

INCH ) /

INCH ) / =

1¥ = 20

io
Sappiamo che H = ( ( 12345)) Noto che (1243×12345)( 3421 ) = ( 12345)

"

( 1243 ) o ' ( 3421 ) = ( 1243) o ( 5421) ( 1243) o ( 3421) = 0202

Dunque (1243) E N ( H ) .

Dunque NCH) = ( ( 12345)
,
( 1243) ) agruppo generato . Vediamo perché :

il
< N (H) ma L ha ordine multiplo di 20 , perché contiene un elemento

di ordine 4 e un elemento di ordine 5
.

ma INCH) / = 20 allora vale L = NCH)
.

④ Sottogruppi di ordine 10

Sia H un tale sottogruppo .
Per Cauchy contiene un elemento o di ordine 5

ossia un 5- ciclo
,
e un elemento g di ordine 2

.

Supponiamo che g = (a /
b)

.

Di sicuro una potenza di o è del tipo ( abc de )

(abcd e) (a b) = (acd e) ASSURDO perché ha ordine 4 e 4×10
.

Quindi
g.
= C

,
] (

) ) .
A meno di rinumerare prendiamo • = ( 12345)

A meno di coniugare per 0 posso supporre che g-- C , > (g)(5) .

Ho 3 casi possibili e verifico che :



( 1 234 5) ( 12) ( 34 ) = ( 135) NI perché 3×10

( 1234 5)( 1 3) ( 24) = (14325)

noto che ( 14325 ) 4- ( ( 12345 ))

Perché in H C' è un solo 5 - Sylow .

Invece l'ultima funziona :

1 ( 1
,
4) ( 2,3)

2 5

3 4

Si tratta di una presentazione di Ds < 55 .

I sgruppi di ordine 10 sono tutti e soci quelli prodotti così , ( o, g) .

C' è una bisezione tra

sgrceppi di < , sgruppi di
ordine 5 ordine 10

Dunque ci sono 6 agroppi di ordine 10 .

y
,

= 6

Sia H un tale agrippa . Allora INCH) / = 20 perché sono un' unica orbita

( stesso argomento) .
Sia H di ordine 10 e sia o un 5- ciclo in tl

.

(o ) E H
Sgr diordine 5
-

Sia
g c- NCH )

.
Dico che g E N (

( o ))
, GH g-

'
= H
, gco > g-

' E H

gco ) g-
'
= co)

.

FATTO GENERALE : K < H < G-
,
K è l' unico sgrp di ordine m in H

,
allora

NCH ) E N ( K )
, ghg

"
= H

, gkg
- ' E H

, gkgi
'
= K

Nel nostro caso :

N ( H ) E N (co ) ) studiato al passo precedente
t
per ragioni ai # è un =

⑤ Sgreppi di ordine 20 di 55 .
Sia H un tale sgruppo .

Se fosse H < As allora

F : Ag → Big ( AVN )
= Ss



} e { Ne

kert'

as 'E

Allora deve valere che IN n Ag / = 10 . Mostriamo che ti = N (Hn as ) questo

ci permette di dire che H è del tipo visto ai passi ③ e ④ ossia H è

del tipo : H = ( ( 1,2 , 3 , 4,5 ) ,
( 1,2 , 4,3))

dato che Hnag 4 ti vale N ( Hnas ) 2 H

per motivi di ordine vale =
Ù

Studiamo da VICINO : H = ( ( 1234 5) ( 1243)) .
Quanti sono i 5 - Sylow ?

ng I 20 e ng = 1 ( 5) dunque ns
= 1

.

Dunque (( 12345 )) 4 H lo sapevamo dal passo③

Poi c'è il sgreppo K = ( ( 1243 )) che è = 2¢

LA K =
?
} e {

LK = } lk ) e c- L
,
KEK I

/ LK / = 20 allora LK = ti H

E ' K
Ma quindi H E LXK ? " l " I

|/ ) L

N-O ! 2
, 24

% ✗ 24 = 220

LK e, ke La H

lz KZ

C- L

like like I like la Ki'
"

Kika = li ( Kr la K ,
"

) Kiki

01 : sia H di ordine 20 .

Chi è NCH ) ? I sgrp di ordine 20 sono tutti coniugati

e sono 6
,
allora / NCH ) / = 1%0=20 allora NCH ) = H .

[
Al punto ③ ,

c'era l'azione di 55 sui sgruppi di ordine 5 .

I sgruppi di ordine 20 sono gli Stabia) con sc nell' unica ORBITA .

Prop : Sia G
gruppo

che agisce su ✗ insieme
.
Siamo ×

, y c- 0 orbita .

Allora Stab Cx) e Stab (y ) sono coniugati .
g) segue analogamente→ 7 perché se , y c- 0

Di . se g-✗ = y allora vale g-
' Stab(g) g. E Stabia)



13-10 -21 Lezione 7 Prof . Meloni

Esempio G- Ln ( IK) gruppo potenzialmente infinito
↳
campo

G-Ln ( Fp ) gruppo finito
"

¥2

① Quanti elementi ha G-Ln ( Fp) ?

↳ " """"""" """
"

""""" " "
"

" "
"

|
"""" " """" ""

base (prendiamo la base con.)
( pn - 1) ( p

"
- p) ( . . . ) in sé stessa tale che la
-

scelte per FÈ funzione sia lineare e
il Lovett.

invertibile
.

Per il 1° al

② Studiare i p- Sylow in G-↳ ( Fp ) ho pndt meno lo -

zero
,
il 2°. . .

Esercizi ① Sia G- gruppo con
IG / = 40

.
Dim . che G- non è semplice .

40--5-8=5.2
>

| ns E 1 (5)
| n , / 40

⇒ ns = 1 e

{ ha
= 1 (2)

⇒ n ,
=/

±

Ma I 40 \
5

② Sia G gruppo semplice con I G- I = n non prima .

Sia
p un primo che divide n .

Allora ne np !

G-
agisce sull' insieme dei suoi p

-Sylow . Questa azione corrisponde ad un omo

di gruppi : µ : G- → Sn ⇒ In y < Sn In 9 = Ikea
,

se { → Imp = Sn

G- → Imf = } e {perché G- è semplice)
_

Quindi Iuelf = Sn ⇒ nfnp ! e Kara ci G- è assurdo !

③ G- gruppo , 14-1=24 , dimostrare che G- non è semplice .

24 =3 . 8=3 . 2
]

{↳ = I (3) ✓
1

=\
,

In
} / 24



I G- I = 24 E ns ! se G- è semplice .

{ nz = 1 (2)

| ha / 24
⇒ ha =

/
1

\
3

Se G- fosse semplice avrei 24 E ha ! ASSURDO

④ Sia 1Gt gruppo con 14-1=56
.
Mostrare che G non è semplice .

56=23 . z

{ hz = 1 (7) 1 { ha = 1 (2) 1

⇒ nz = ⇒ n =

| nz 156 8 | ha 156 7

Supponiamo ha = 8
, qualunque 7 -Sylow hanno intersezione } e { .

P
,
QC G- 7 - Sylow PMQ < P

,
PMQ < Q # sgrp di

# dem di ordine

7 eterna ( t in ogni sgneppo
Quanti elementi di ordine 7 ci sono in G- ? 48 = 8 . 6

Restano fuori 8 elementi , che quindi formano l'unico 2 - Sylow ⇒ che è normale

⑤ Sia G-
gruppo semplice con 1Gt = n .

Dimostrare che se n è pari ,

allora 4in .

Pista : prendiamo H < G
un 2- Sylow , e supponiamo H - < h > .

Voglio interpretare h come una permutazione dispari . Trovare un' azione

e un morfismo T associato
.

( Non banale )

⑥ Mettere tutto insieme e dimostrare che non esistono gruppi semplici

diversi dai gruppi di ordine p con ordine < 60
.

a meno

⑦ Mostrare che 1-5 è l'unico gruppo semplice di ordine
60 ( di iso )

~ o ~

G-
gruppo , G-

il
> Sia , = Big (G) = Aut(G)

9cg, ga ) (x)
=

9cg, > ( 9cg , > ( sc))

91 g) (xy ) =p (g) (a) lfcgscy)

gscyg-i-gscg-s.gg g-
' ✓ → L'azione per coniugi è un' azione

per automorfismi



G- ' Sia , Voglio studiare Anton)

' AÌTCG) y : Sn →Autcsn) è iniettivo ?
I

o i-1 Co : sn→ Sn C'è una copia
T ↳oro

- '
di Sn in Autcsn) ?

O E Ker µ ⇐ 0 E Zcsn) = } e {
↳ per n 73

→ Quindi µ è un' immersione !

Teorema Autcsn > = Sn n > 2
,
n -1-6
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Prodotti Seuridirelti

Sia G- gruppo ,
siamo M < G-

,
NCG

.

-

tu generale non è vero che MN < G
.

In 53 M = } e
,
( 1,2) {

,
N =/ e , ( 1,3 > {→ MN = } e ,

( 1,3) , ( 1,2) , (1,2×1,3) {

MN / 53

lemma : sia M 4 G- e N < G
.

Allora MN < G.

DI . Verifichiamo per es . che è chiuso per
°

.

M
, mi EM n

, ne C- N

mnmyn, = mmm, n
- in n

,
= mmm

,
n
- '
nn
,
E MN

1-i

c- M perché Md G-

Lemma Se M 4 G-
,
No G- e vale anche MNN = } e { .

Allora time M
,
Un EN vale mn = nm

.

Oss In questo caso dunque MN < G- e MN = MXN

COSTRUZIONE DI UN PRODOTTO SEMIDIRETTO

Siano H
,
K gruppi e sia 7 : K → aut ( H) OMOMORFISMO .

Considero sull' insieme HXK il seguente prodotto :

( h
,
K ) (À

,
E) = Check> (è )

,
KE )

Prima : mnmnn-s.hn
,
-

m c (n > ( Mn) nn,

Ma G-



Def : Chiamo H #
e
K il gruppo definito qui sopra .

( Prodotto sernidirelto di te K rispetto a 7)

① ESERCIZIO : Dimostrare che è un gruppo

② H ✗ Ieri { = } ( h
, ex) I he Hf è sgrp di H tre K ed è = H

t identità di K

( he
, en ) ( ha ,

en ) = Che Tien) ( ha)
,
en ) = (haha

,
eh)

i
T : K → aut (H)

en
-1 Id

µ : H ) H ✗ Ieri {

h 1 ) ( h
, ex
) è un ISO .

Esercizio : H ✗ Ieri { 4 H Xp K

( l' inverso di c è
,
E) è CECE") ( è - ' )

,

E-
') )

( è
,
E) ( h

, en ) ( ELE
-1) (è") )

,
I
" ) ? C

,
en )

Oss : / eh { ✗ K è sgrnppo di
H ☒

a
K

Teorema Sia G-
gruppo .

Sia H 4G e K < G. Sia Hnk =/ e { e sia G- = HK

( Nei aggrappi G- di ordine 20 in 55 accadeva proprio questo , avevamo

H = ( ( 1,2 ,
3
,
4,5 )) K = ( ( 1,2 , 4,3 )) Hnk = } e { j IHK/ = 20 ⇒ HK = G)

Allora G- E H ✗cgk dove CG : K → aut (H)

K → automorfismi tale che

the H
,
h → Khk

"

Dim : considero µ : HK I H ✗Cook
ha → (hik)

completare per esercizio

Esempio : Classifichiamo i gruppi di ordine 6 .

Sia G- un gruppo di
ordine 6

.
Sia Nz un 2 - Sylow ,

N } un 3 -Sylow .

n }
= 1 ( equiv .

Ns ha indice 2) ⇒ N
,
ci G-

.

Inoltre N} n Nz = } e { e IN} Nz / = IN} / / Nel = 3.2=6 cioè NSN 2 = G-

IN> nnzl

Allora per il Teorema ho che G- E N} ✗ cg Nz



( a- : Na → aut (Nrg) chi è CG ?

Studio adesso tutti i possibili omomorfismi : 11 , - 1- { = 2 } ' bot
"

2 : N} → Aut ( Ns) ,
N }
= 23

,
Nz E 22

,
aut (Rg ) E ZÉ E 22

Sto dunque studiando ( a meno di isomorfisrmi) i possibili OMOMORFISMI :

T : 7<2 → 22 In totale ho
✓
Te : 22 → Aut (2}) = } Id , - Idf

1- 1-1 Id

1 te } 0 , 1- { due omomorfismi
\
72 : 22 → aut ( 23)

1 ↳ - Id

Esistono AL MASSIMO due gruppi di ordine 6 perchè

•

sappiamo che un tale gruppo è del tipo 23 ×
,
22

•

sappiamo che di 7 di quel tipo ossia E : S
}
→ aut (%) ne esistono 2

Ma ne conosciamo due di gruppi di # 6 : Ig e 53
abeliano non abeliano

Dunque deve essere 23 ✗
e
,

22 2g

K} te
,

2,
E#% infatti è banale : e , (1) = Io,

(a)b) ( c , d) = ( a Te (b) ( c ) , bd )

= ( ac ,
b
, d)

53 : H = ( (1,2 , 3 ) )
,
K = ( ( 1,2) ) ⇒ % ✗

Ti 22
= % ✗ 22 E 2g

53 = HK e H ✗
coniugi

K
in S
}

2 : K → aut CH)

( e
,
2) ↳ automorfismi di H

Che manda ogni → ⇐ : (1
,
2) ( 1,2 ,

3) ( 1
,
2) = ( 1

, 3,2 )

elemento nell' inverso = ( 1 , 2,3)
"

Esercizio (Wreath product = prodotto intrecciato)

H = 23 ✗ 2
} ,

K = 22 ,
H ☒ IT

.

Sia 2 : La → Aut ( 7L} ✗ 73)
1 ↳ scambi di coordinate

23×23 22

Prendiamo a = ( ( OTO) ,
Ì ) E HA

,
K

,
b. = ( ( 1,0) ,

1) E H tre K

ab a-
'
=? ( ( 0,0) , 1)( ( 0,0 ) , 1) = ( (0,0 ) + Tci) ((1,0)), 1 + 1) (0,0) , 1) = ( ( 0,1 ) , o) ( (qo), 1)=

T
id Siamo in 22

= ( ( o
, 1) 1- TCÒÌ (qo) , 0+1) = ((o , e ) , 1) # (4,0) ,1) = b

Il gruppo 2
}
× 2
}
✗ 22 non è commutativo .
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Proposizione Dati H e K gruppi siano Te e Erik → Aut(H) due omo .

Se esistono de aut (H) e p c- Aut (K) tali che ✗ Oracle) oà
'
= T , ( pck))

KEK allora H tre
,

K = H Xp
,

K

Dine .

9 : H tre
.

K → HX
,
K

è l' isomorfismo (verificare ) .
(h

,
K) → (d ( h )

, PCK))

F-secure classificazione dei gruppi di cardinalità pq con pe q PRIMI
.

Prop Sia p > q . Se qtp-1 esiste ( a meno di iso) un solo gruppo

di cardinalità pq ed è Ipg .

Se qlp -1 esistono esattamente due gruppi di ordine pq : Ipg e l'altro

è non abeliano
.

DI
.
Sia G-

gruppo con
IG / =p 9 .

Sia Np un p- Sylow , Nq un q- Sylow .

Si nota subito che Np 4 G-

visto che ha indice
q ,
il più piccolo primo che divide l'ordine

del gruppo .

Np Nq = G- per ragioni di cardinalità . ( Npn Noi
= le f)

/ Np Nq / = INpt t Nal =p . q . Allora G- = Np traNoi
/Npn Noi

Np = Zp

Noi = Zq

studio tutti i possibili T : Kq → Aut ( Ip) .

Aut ( Zp) E LÀ E Zp- = .

Id o

se qtp -1 allora T : 2g → aut ( Xp ) = Zp-1

1 '→ NON CI SONO ELEMENTI DI ORDINE q

Quindi l' immagine di 1 è Id di Ant ( Xp ) ovvero 0 di Zp - = .

Segue anche che Tci) = Id ti c- kg



Quindi Kp ☒ re 2g coincide col prodotto diretto Xp × 2g = Ipg

se qlp-1
← ADDITIVO

T : 2g → Xp -1

1 → 0 questo produce Ip ✗ 29
È

p-j.tl?:.:zP-a-Cq-1)p-q1-
Mostriamo usando il lemma che :

Zp ✗ e. Kg E Xp ☒ re
,
kg = . . .

= Xp Area . , 29

Per ogni i = 1 , 2 , . . .

, 9- 1 scelgo poi c- Aut ( Za) definito da Pi (1) = i .

Ricordo che Ant ( Za ) = 2¥ e la mappa era

Autckq) ZÉ
U a

T

1=0

Affermo che Ti (1) = T , ( Bi (1)) .

Infatti Ti (1) = i p ,
71 (pi ( 1 ) ) = 7, ci ] = i P ,

2
, (1) = Pj .

Dunque Te o poi e Ti coincidono su tutto Zq , perché coincidono su 1 che

è un generatore di kg .

Per il lemma Zp ☒e, Kq 1- ZP Hai Zq tti .

Dunque ci sono ( a meno di Iso ) al massimo due gruppi di # pq :

Zp ✗ kg e Xp ✗e
, 29

Per mostrare che NON sono iso mostriamo che Xp ☒ re,
2g NON è ABELIANO .

Sia a c- Zp ,
sia be 29 .

( a , b) ( o , b) = (a + T , (b) ( o) , Zb ) = (a ,
Zb)

( o
,
b) ( a ,

b) = ( o + T
,
(b) (a)

,
2 b) = ( Telb)(a)

,
2 b)

Scelgo b tale che Ti (b) =L Id .
( T, non era l'OMOMORFISMO BANALE ) .



Te ( b ) + Id significa che 7 un elemento che non viene mandato in

se stesso da Te ( b) .

Prendo a = questo elemento T (b)(a) =/ a
.

Dunque Xp Xp
,
Zq non è commutativo .

Nota : si poteva anche osservare che se G- = Zp Xp
,

2g fosse stato abeliano

allora Ti avrebbe descritto il coniugeo in G che è l' identità e dunque

Ti sarebbe stato l'omomorfismo banale , ASSURDO

GRUPPI DI ORDINE 12

Sia G- gruppo di ordine 12 . Sia Na un 2 - Sylow INal = 4 e

sia Ns un 3-Sylow IN} / =3 .

nz =

/
±

n
,
=
/
±

\
3

\
4

Casi : ha = 1 Allora Nz ☐ G- e per
i soliti motivi G- = Nzt N}

Nz = /
%

22 ✗ La

studiamo la situazione 24 ✗ 23

Aut ( Za ) = 2¥ E ka

T : 23 → 22
1 '→ o è l'unico possibile per

motivi di ordine

abbiamo dunque solamente 24 ✗ 23 = 212 .

Studiamo adesso il caso Nz E 22 × 22 .

Aut ( Za ✗ Za ) = GL ( 2 , Za)

; :

(2' - 1) (è- 2)
modi modi

/ G- L ( 2
, 22) / = 3

' 2 = 6



G-L ( 2
, 23 ) non è abeliano e dunque GL ( 2 , 22 ) E 53 .

Dato che sappiamo che esiste (a meno di riso ) un solo gruppo non

abeliano di cardinalità 6
.

Nota : 22 ✗ 22 è generato da ( 1,0) e ( 0,1 ) .

Un automorfismi è un cambio di base .
Le basi sono tutte e sole le

coppie a ,
b dove a # b

, e a e
b E ✗ = ) (1,0) ,

( 0,1 ) ,
( 1

,
1) { .

Questo identifica i cambi di base con le permutazioni di X .

Cambiare base significa prendere due elementi a ,
b e mandarli in

a
'

,
b
'

e ✗
.
Questo crea una permutazione inviando il terzo elemento e in c

' )

T : 2
}
→ aut ( 22 ✗ Za ) E S

}

1 e questo dà 22 × 22 × 2} e % × Kg

per ragione di Tz ( 123)

ordine deve essere

un 3 - ciclo ( 12332 = ( 13 2)

Ora osservo che Ti ° po = Te dove p c- Aut ( 23 )

pce)
= 2

Infatti 21 ( PCI)) = Te (2) = ( 1,2 , 3)
<

dunque Ti ° p = Tz .

Potevo anche prendere ✗ e S} tale che ✗ ( 13 2) d-
'

= ( 123) → d = ( 23)

Allora do 22 (1) o d-
±
= TI (1)

✗ ( 132 ) d-
±
= ( 12 3)

Dunque applico il lemma e deduco che c' è un solo gruppo del

tipo (22×22) ☒ I} ossia in cui il 2 - Sylow è normale ed è 22 ✗ 22 .

Dato che conosciamo 1-¢ è lui .
Abbiamo terminato i casi in cui

il 2 - Sylow è normale .

Sia dunque adesso ha =3 .

Allora n
>
= 1

.
Perché ?

Se n
,
= 4 avrei 8 elementi di ordine 3 e resterebbero 4 non di



ordine 3
,
che costituirebbero l'unico 2 - Sylow . ASSURDO perché allora ne 1 .

Sia dunque adesso nz =3 .
Allora ng = 1 .

Perché ?

Dunque ha =3 e n
}
= 1

.

Allora G- IN} ☒ Nz .

L' ANALISI SI DIRAMA IN DUE CASI :
.

① 23 ☒ 24

oppure

③ I} ☒ (Za ✗ 22 )

analizziamo il primo caso :

① T : 2¢ → aut ( 2 } ) = 22

±
/
Id → o

INVERSO ← 17
×2

a
= km

\
2
}
#
e. 14

(a
,
b) ( c

,
d) = ( a + Ti (b) ( c) , b + d) = (at C- 1)

"

c
,
b + d)

Un modello per questo si trova per esempio dentro SL ( 2
,
G) .

3C = ( 1 , o)

y = ( o, 1)

ac = (
W °

o no ) w = e i
3

y = (
o
i

i o
)

Il gruppo Cac
, y ) E

SL ( 2
,
E) .

Vale la relazione yscy
- '
= sc

- '

.

T

il sottogruppo di G- L ( 2
,
e) dato

dalle matrici det = 1 .

Resta il secondo caso :

③ 23 ✗ ( 722 × 22 ) ( PROSEGUIREMO)
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G-
gruppo

→ aut(G) gruppo degli automorfismi di G- Aut (G) E Big (G)

g. e
G Cg : G-

→ G Sn ↳ Autcsn)
se ti gscg

"

Teorema : Aut ( Sri) = Sn n > 2
,
n -1-6

Idee della diva :

① q e autcsn) , scesn di ordine 2 ⇒ ✗Csc ) ha ancora ordine 2

( Y ( ac>
'

= lf ( sc) q (sc ) = q (x2) = ✗ (e) = e)

② µ c- Aut (Sri )
,
ac ,y c- Sn coniugati fra loro ⇒ Pca) e lfcy ) sono coniugati

( se gscg
- '
=

y , allora lflgscg
- '

3=9 (y) , cioè 9cg> cfcsc> cecg)
_ '
= qcy ) )

③ 9 E Ant ( Sri)

9 permuta le classi di coniugi degli elementi di ordine 2

FK ÷ classe di coniugi dei K 2- cicli in Sn

#E =

E:( IN;) . . - (
" "" ")2

Lemma : se n -1-6 allora # Tk t # TI YK > 1

Conseguenza Se n -1-6
, PITY ) = Te ,

cioè 9 manda trasposizioni in trosposiz .

Esercizio : dimostrare il lemma

Domanda : Se 9 c- aut (Sri ) manda trasposizioni in trasposizioni

è vero che ✗ = Cg per qualche g. c- Sn ?

Risposta : si ! Infatti : supponiamo lfcez) = ( ab) e prendiamo i -1-1,2 .

Allora ( 1 2) ( Ii ) è un 3- ciclo e dunque Q ( ( 1 2) ( ri) ) =p ( 12>qui) è un 3-ciclo
.

= Cab>q ( e i]

Posso quindi supporre 911 = ( ac ) con Cta , b

affermo : ltj -1-1 , I d # a te 9 (ej> = (ad ]

> per j
--2

,
i lo so già

→ ✗ ( ( 1J) ( 12)) è un 3- ciclo
, voglio escludere la possibilità che 9 ( tj) = ( bf )



Idea : Supponiamo j -1-2 , i , 9 ( ( 1J) ( e i)) - ( bf)Cac) è un 3-ciclo ⇒ g- = C ?

( ab) ( ac)Cab) = ( bc) = (bf )

Y ( 12) y ( ui) Pce 2) =p (ej)

✗ ( ( 12) (Ii ) ( 12) ) =p ( ej)

lfczi ) =p ( ej ) ASSURDO

esercizio : concludere la dimostrazione del teorema

Idea : GCI) = a gcj> = d j -1-1

Ceppi di ordine 8

• ordine degli elementi di G- = f-È
8 ⇒ G- ciclico G- = ↳

2Pensiamo invece al massimo ordine .

• Se mnaxozd = 2 :

è = e Voce G-
,
cioè a = >c-

'
toc c- G- .

Ma allora G- è abeliano :

sc
, y E G- ⇒ scy c- G- (✗g)

'
= e ⇒ scyscy = e = e - e = sctyz

↳ G gruppo

esercizio : In questo caso G- = 22×22 × 22

• Se maxozd = 4 :

sia sce G- di ordine 4 , e sia H = < se > il sgrnppo generato da sc
.

Ha G- perché di indice 2 .
H = } e , sc , x2, se

> {

Idea : Prendiamo
y
c- G- ' H con ozdcy ) = 2 , K = }e ,y { < G-

G- = / e , se , sì , si , y , scy , >c' y , se
>
y { → G- = H ☒qk chi è yscy

"

?

µ : K → Ant CH) 9:21
,
→ aut ( Haz) e 21 ,

se l'azione è banale
,

G- e H ✗Ha %
,

× Zag
Altrimenti yscy

-
'
= si G- = 2µg

= Da✗ 212 [ esercizio
Domanda : Ma perché esiste un elemento di ordine 2 fuori da H ?
( pensarci per esercizio)
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Finiamo la classificazione dei gruppi di ordine 12

Nella lezione 9 era rimasto da analizzare il caso 23 ✗ ( 2
,
✗ Za )

T : 22 ✗ 2
,
→ Aut ( 2 } ) = 2¥ = } 1 ,

-1 { E 22

a = ( 1 , o ) )

b = ( o
,
± , /

Generatori

Per dire chi è 2 devo indicare T.ca) e 7 ( b)

se a 1 ) 0 ho il prodotto diretto : 23 ✗ 22 × 22 = La × 2g
b 1 ) o

21 : a 1 ) o

b i ) 1

(at bi ) 1)

72 : a 1 ) 1

b 1 ) 0

(at bi ) 1)

Te } : a
1 ) 1

b 1 ) 1

(at bi ) 2=0 )

In realtà 2
, tre , ( ) E I

} Xp
,

( ) E 7L, ✗ re,
( )

Lo Tack) ° d-
1
= T , ( p ) de aut ( 23 ) p c- Aut ( Zz ✗ 22 )

scelgo ✗ = Id ( tanto non mi aiuta ) e p il cambio di base che scambia a eb .

Per il caso T , e 23 basta scegliere p come il cambio di base che manda

a in a e b in atb .

Il gruppo trovato è Da
= } r , SI r

•
= e

,
s'= e srs = r

- 1- {
p simmetria

v6 = Ed < r > ,
< r
'

> { e ,
v3

,
s
,
r
>SI è sgrnppo iso a kz ✗ kz

Dunque Do ha le caratteristiche richieste .

Domanda : Ss ✗ 2 , quale gruppo è nella classificazione ?

Prendo H E 53 H = ( (123)) → H ✗ } of 4 S} ✗ 22 → il 3 -Sylow è normale

K E 53 K = } ( 12) { K ✗ 22 è un sgrnppo di 53 ✗ 22 isomorfo a 22 ✗ 22

il gruppo 53 ✗ 22 non è COMMUTATIVO dunque 53 ✗ 22 E Dg .



Domanda : siamo S} , 22 .
Costruisco un 2 omomorfismo :

re : 22 > Aut ( Ss)= 53 cg ← g

1 1 ) ) (1
,
2)

Posso dunque fare S
}
×
,
22 : chi è ? NON È ABELIANO

/
^ "

[ gruppo
diciclico Die

,

Dg
D= ( ( 1,2) , 0 ) E 53 tre 22

b'= ( e , o)

( (1,2 )
,
o ) (( 1,2)

,
0) = ((e , 2) T.co ) ( 1,2) , o + 0) = ( e , o) T.CO ) = Id

g = ( e , 1) g
'
= ( e

,
o)

sia a = by , se = ( ( 12) , a)( e , 1) = ( ( 12 ) , 1) ¢ S}
× } of

b G

è= bgbg = bggb = bgzb = beb = b' = e
. Infatti beg commutano .

g.b = (e , 1) ( ( 1,2) , o )
= ( eria) ( 12) ,

1)

Ma T.ci ) è il Coni UGIO per le 2) e quindi ( 12) ( 1 2) ( 12) = ( 12)

gb = ( ( 12 )
,
1) = bg

Mostriamo che se commuta con 53×304

< sc > = K ha ordine 2
.

S
}
× / of = H ha ordine 6

.

Hnk =/ e { ,
HK = S} tre 22 .

Poiché se commuta con H ,
HK E Hxk E 53 ✗ 22

Per vedere che se commuta con H = S}
✗ 304 basta vedere che :

• 0C commuta con b = ( ( 12)
,
0 ) GIÀ VISTO

•

E commuta con a= ( ( 123), o)

aac = ( ( 123)
,
o ) (( 12)

,
1)

oca = (( 12)
,
e) ( (123)

,
o)

( in entrambi i casi il risultato è « 13) , e)
~

✗a = ( ( e 2) T.ci) ( 123 ) , 1+0) =

= ( (12/(1/2) ( 123)( 12) ,
1)

= ( ( 13)
,
1 )



Oss : Con il lemma avrei mai potuto scoprire che 53×22=53 ✗
era.fr e

S} A 2
, sono isomorfi ?

TBAN : 22 ' 53
1 1 ) e

Ti 22 ' 53

1 1 ) (1,2 )

arca> a-
1-
= Tisana ( PCI)) Beaux ( Za) =/ Id { , P non aiuta

i
✗ c- Aut ( S3)E 53

Penso ✗ come un elemento di 53 .

E (1) = ( 12 )

✗ ( 12) d-
1-

= e

( ✗ (1)
,
dcz)) = e
[
IMPOSSIBILE

ESERCIZIO (Proposizione )

sia p primo 73 e de 2 = 2
.

Allora ( Epa)
#

E Zappa , = 2pA - i

( p. , ,
quindi è ciclico .

Svolgimento :

strategia : troviamo un elemento o di ordine pd-1 e un elemento p

di ordine p-1 allora xp avrà ordine pt
- ±
( p- 1)

PERCHÉ IL GRUPPO È ABELIANO E GLI ORDINI SONO PRIMI TRA loro

e quindi ( 74>a)
*
= (op )

lemma : sia KE IN ' /04 ( Ttp)
P
"

= 1 + Ip
""

con il primo con p

Dine : PER INDUZIONE : Per K = 1 ( Itp)
"
= 1 t ( ? ) p + ( Y) P' + + PP =

= 1 + p
'
+ (E) p ? + + pp
-

sono divisi da p
}

= e + p2 [ i + Sp ]

÷
= 1 + pad con MCD ( A

, p )
= 1



PASSO INDUTTIVO : ( ttp)
"
" "

= ( ( ttp)
"
"

)
"
= ( 1+1 p

"" /
"

= 1 + (f) il p
""

+ ( [ ) (Ap"" )! . . .

= 1 + il pk
"

+

_

a
' diviso da pkts

= 1 + p
'" '

[ p-n ] come volevamo
,
con MCDCÀ , p) - 1

☐

Nota : abbiamo dimostrato che ttp ha ORDINE pd
- ± in (Epa)

#

(Ttp )
P
"
- a

= 1 + Pdl = 1 ( pd)
T

per lemma

Inoltre se r < a -1 ( ttp)
'
= et p
" "

l'# 1 (pt )
T

per lemma

Quindi o = ( e + p)

µ : ( 2pA )
#

) ( Zp )
#

E Zp- n

[ m ] pa
'→ [ m Jp

µ è OMOMORFISMO .

Sia re ZÉ di ordine p-1 .
Sia ye ( Epa )

#
tale che 41 g) = ×

Che ordine ha y ? Siccome oc ha ordine p -1 ,
allora y ha ordine un

multiplo di p-1 . Allora nel gruppo ciclico ( y ) trovo un elemento µ di

ordine esattamente p
- 1

.
( FINE DELL'ESERCIZIO)

ESERCIZIO ( Proposizione) :

sia a =3
,
( 222 )

#
± 22 × 22 d- 2 NON è ciclico

lemma : K C- IN ' / Of vale 52
"

= 1 + il 2
""

con il dispari . ( Dim : analoga, ✗ es )

Dein ( Prop .

) : µ : ( Zza )
#
→ ( Za )

#
E 11 , -1 / E 22

[ b)22 → [ b)
¢

µ è OMOMORFISMO SURGETTIVO

Ken 4 ha ✗ ( è ) elementi . 4129 = 2×-2×-1=2×-1 ossia 2×-2 elementi
.

2

OI : SE Ker Y e nel lemma abbiamo dimostrato che l'ordine di 5

in ( Zza )
#

è 2×-2
. Dunque Kerry è ciclico, generato da 5 .



Dunque dentro ( Zza )
#

ho Ker 4 E Zza -2 .

H = } -1 , 1- { ,
Ker Unh = } 11 .

Per ragioni di cardinalità Ker µ . H = ( Zza )?

Dunque ( Zza )
*
E Kerry ✗ H = Zza - a × 22 .

ESERCIZIO Se n=p? pà . . . prf" ,
chi è Ant ( Rn ) ? E per quali n è ciclico ?
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CLASSIFICAZIONE DEI GRUPPI ABELIANI FINITAMENTE GENERATI

¥ .

Un
gruppo abeliano M si dice finitamente generato se esistono ma , ma , . . . , mn E M

tali che me M si può scrivere m = armata , ma + . . .
+ anmn E M con ai c- Z .

↳ combinazione lineare

si dice che } me , . . . , mn { è un INSIEME DI GENERATORI .

Esempio ( ch , t ) non è finitamente generato

Dina
.

Per assurdo
,
sia } ¥ . . . .

, rj { un insieme di generatori .

Sia p primo , posso scrivere § = a , rj + . . - + any ; allora avrei se -

. . .

- sn = Kp KEZ

Ma ciò è assurdo perché p è primo .

I ☐

Def se a gruppo abeliano è isomorfo a È per un re 1
lo chiameremo :

"

gruppo abeliano libero di rango r
"

Nota : Vedremo più avanti che il rango è univocamente definito, dunque è

una buona definizione .

SUCCESSIONI ESATTE DI GRUPPI ABELIANI

Esempio di successione esatta corta : A
,
B
,
C gruppi abeliani , f- , g omomorfismi

/of → A
£
) B

&
> C ' / 0 { si dice che è esatta se : Kerf = } 01

Esempio : In f- = kerg
f- g

101 → Xp → Zpz→ Xp → 301 Ing = C

f- ( [ a ] p ) = [ pa ] pz

g / [ b)pz ) = [ b)p

è esatta .
Ma non è vero che Xp ' = Xp ✗ Ip .



Proporzione :

le s
Data 101 → a → B → 2 → IO / successione esatta

,
allora valeBertotti

.
. . -

'

4 A ✗ 2
l'esistenza di questa mappa fa funzionare la proposizione

Dice .

Visto che gè surgettiza ,
3- BEB te g(b) = 1 .

Costruisco l'OMOMORFISMO

µ : 2→ B NOTIAMO che golf (1) = gl b) = 1 cioè golf : 2 → 2 è l' IDENTITÀ
.

1-→ b

Costruisco T : a × Z → B ( IMMEDIATO VERIFICARE CHE È OMOMORFISMO)

ca
,
n ) '→ ✗ (a)

+ ✗ ( n )

T' svrgeltiva : sia b '
c- B. Considero glb

') -- m E K B
&
> 2

b
'

'→ m Y (m ) -_ mb

4
Noto che glb

' )=g( YCM)) = m . Dunque g ( b - mb) = 0 .

Dunque b
'
- mb c- Kerg .

Ma Kerg = Imf per l' ESATTEZZA .

Allora 3- a c- a te 9Ca) = b
'

- mb

b'= lfca) + mb =p (a) t YCM)

dunque F ( (aim )) = 9 (a) + 4 ( m) = b
'

.

Ì
'

iniettiva : ✗ esercizio ☐

Esercizio siano due successioni esatte orizzontali e supponiamo che esistano mappe di

collegamento e che tutti i diagrammi commutano .
= M' IN = M'È N

Dimostriamo che se due fra f , g , h sono isomorfismi , allora anche l'altro

Nataleun isomorfismo .

bio

(
a -0

e
☐ → mio > in -4m "

→ o / ÷:L:&:&:
"

b ) a-10

NB : è importante Iso f) f- fg g){ ISO Considero il percorso
:

che le mappe esistano
d'(a) = * ⇒ * = o

☐ → N° T' N° "→ o | ⑨sica»
-
- o ⇒ sicario

f f
' t •

ISOMORFISMO : manda

o in 0

⇒ : o → Xp =) Ip ✗ Ip
°

"

) xp → o ✗ (a)= (a
/
0)

apogeo step 2)
aekerx

'
(per .)

I / Id ! # NON HID ÒCC
,
d) = d ↳

a c- In CÉÈ abeti +a
te ESISTE

0 → Xp ) [pz ) Ip → O 8lb) -_ a ⇒ glsrlb)) - gca)
-

- o

considero il percorso :

- iniettiva

f- (b) = * ④* ) → o per l'esattezza

IN QUESTO CASO § g CHE FA COMMUTARE ! [
p
× Ip ¥ Ipr ⇒ *⇒ ⇒ sacro) ) -- Sco) -- o ⇒ flbto

beker jjoce ⇒ b- o ⑦ 9=0 ⇒ giso
✗ Esatta



Plop .
Sia M < 2

"

.
Allora ME È per un certo OERE n .

"

un a.gruppo di un guappo
abeliano libero è un gruppo abeliano

115

libero oppure è 30g
"

2k

DI : Per induzione su n .

Passo BASE : Per n -1
,

M < 2 allora M
=/

= " ° "

+\ =D 2 E 2 come gruppo abelianovisto ad
aritmetica

PASSO INDUTTIVO :

Sia n > 1
,
1T : 7L

"
→ 2 la proiezione sull' ultima coordinata

.

M < 2
"

, Tim
: m → 2

coso 1)

Se vale In Tim
= 101 allora ME 1-= / (an , ar , . . . , an-1,0

) / an
,
. . .

,
an - a C- E } ± K

""

Allora per IPOTESI INDUTTIVA so che M = È con 0 Eren-1

caso 2) 2
115

Se vale In Tim =D 2 .
101 ' Kerttu, M DI→ 30 {

Per la Proposizione precedente ME Kerttu, ✗ DK
( la successione

"

spezza
"

) NI
E Keret/mi 2

Noto che Kent , ☐
E TE 2

"-1

.

Per hp induttiva Kerit / µ
= 2
'
con 0Eren-1 .

Quindi ME È ✗DÉ E 2"' e < rts < n g- : v→ V
is to is

Kerttu ④ Inuit in Imf④Keef = ✓

Torno alla classificazione :

sia M gruppo abeliano finitamente generato . Siano me
, -1mn generatori .

Considero :

: [
"

→ M OMOMORFISMO

(an
, . . . ,
an ) '→ armata, mzt . . .

t an Mn

Q è surgettiva perché ma .
. . .

, ma sono generatori .

Io { → Kercf 2
"

M → 101 .
Per il 1° Teo di omo M = Zheng .

Ker ¢ dalla proposizione precedente è E 2
' Csgrp di un grpab .

libero)

Esempio : se ne = 2 e Keef = ( (zio) , ( 0,3) ) M E 2%2,0)
,
(o

,
}))

= 22 × 23

0 : 2
'
→ 22×2}



(a , b) H ( [ a ] 2 , [ b ] } )

o è omo sung . Chi è Ker U ? Kero -- ( ( 2,0 ) , (0,3 ) )

%
,ero

= 22 ✗ %

Esercizio : Sia G- un gruppo di ordine par con pcacr PRIMI .

Dimostrare che l' r - Sylow è NORMALE
.

bing.hr/pqnr-- 1 ( r )

p

nr --È
\
pq

Se non fosse nr = 1 allora nr = tarli con K>-1 cioè Mr > r > q > p .

--

Resterebbe solo il caso nr = pq .
Studio allora nq : da questo escludo

nr=p e nr
= 9

1- fnqlpr "
"
= ^ '^ )

, ng =

-

nr= pq

Ipr

se non fosse nq = 1 sarebbe nq = 1 tsq con K 71 e dunque nq > 9 > p .

-

/
r

da questoRestano "
9

=

-
pr

# a- Sylow
escludo hq =p

In G- ci sarebbero come minimo Ìcq- 1) elementi di ordine q .

I

# el di orda in

allora in G- complessivamente avrei : ogni 9- Sylow

pq (r
- 1) + nqcq - 1) 7 pqcr- 1) + rcq - 1) = pqr - pq + rq - r
-
- -

ll. di ad.ir d. di Orel
. q

>PG 1 24 =
pqr + r ( g- p

- 1)
-Noto che : gr - pq

- r > gr -Fi - r '

TÈ zo
rcq - P - 1)

e devo ancora aggiungere gli elementi di ordine p }.

Sicuramente non va bene neanche noi = pr perché pr > r

Deve dunque essere nq = 1 ⇒ Nq 4 G-

-
=
Par%

,

= È gruppo di #=pr
IG '

q

= pr
/ Nq / più piccolo primo

che divide 1Gt
'"

In G- esiste tt e - Sylow ed è normale perché ha indice p .



CONSIDERO IT : G- ' È = %
,
surgelativa , 1T

_ ' Ctt ) < G- e
, come

sappiamo dal Teorema di corrispondenza ,
it
- "

( II ) ha rq elementi .

Sappiamo anche che it
"
( II ) 4 G-

.

Dentro 1T
_ ' Ctt) c' è un r- Sylow R .

Vale che R 4 IT
_ '
( II) perché ha

indice q . Inoltre
,
da Sylow II , sappiamo che è l'unico sottogruppo

di t
- "

(II) di ordine r .
Allora osservo che :

• GR g-
'

E it
_ ' ( II ) per la normalità di it

" (II) in G- ;

•

g R g-
'

= R perché in it
-
'
( FI) ho un unico sottogruppo di ordine r .

In conclusione , abbiamo dimostrato che ttg E G- gr g-
1
= R

,
cioè

R 4 G-
.
ASSURDO § (eravamo nel caso nr= pq)

÷
se Kat e Ha G- non è detto che K <I G- ( esempio : G- =54 , H

-

- Klein
,
K=/e ,

(12> {)

ma se K è caratteristico in H e H 4 G-
,
allora vale K 4 G-

.

Ricordiamo a tal proposito che un sottogruppo M di un gruppo
L si

dice caratteristico se 4 c- Aut CL) ✗ ( M ) = M .

"
VIAGGIO NEI GRUPPI DI ORDINE 24

"

capitolo 1 : se ha -1-1 e ns -1-1 ,
allora G- E 54 . Infatti n> I 8 e ns = 1 (3)

⇒ visto che ns# 1 , vale n>
= 4

.
Sia ✗ = / Poi , 17 , P] , Poi { l' insieme dei

G- ✗ × - ✗
3- Sylow : G- agisce su ✗ per coniugi . →

(g , pi )↳ gpi g-
1

T' i G- i Big (X) E 54 ,
basta osservare che t' è iniettivo :

( 8 ' ' e devo studiare questi g per capire chi
è Kerr

sono i g tali che ho gp> g- 1 = Poi
, g Pag-1 = Pc e così via

Ker T' = À
[ = ,
N ( Pi)

. ⇒ g E Keret ⇒ g c- NCP, > n . .
.MN(Pa)

1Gt
Per Sylow II , IN ( Pn ) / = IN (E) I = INCP}) / =/Ncpa)/ = 4- = 6 ⇒ #Kert

' l 6
.

↳ sono tutti coniugati "
\, #orb ⇒ c'è un'unica orbita
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↳

RIpitoli.ae : M gruppo abeliano finit . generato , ma , ma ,
. . .

, Mn

p : 2
"

i M ☐→ Ker È 2
"

→ M → 0

( (an ,
an) 1 ) anmutareMat . . . + anMn

>
snrgettivo

Me %
er# gruppo abeliano libero



Esempio sia n=3

Kay = Span
, ( (E) , (7) , ( %) )

(
2 ° °

4 4 2 Voglio fare una mossa di riga intera su questa matrice
2 4 s )

se detti = ± 1

⇒ Ma coef . in 2

( % ) ( % ) ( %) Base canonica + M invertibile

Fare una mossa di riga INTERA corrisponde a moltiplicare a sinistra

per una matrice invertibile a coefficienti interi ( e con inversa

a coefficienti interi ) .

Comuniamanti di base

esempi :

(
^ """"""

"

" "" "" di""

Fare mosse di riga intere

( Iain
.
) cambiamento di base (in partenza)

I

( ^^. , Fare mosse di colonne intere

23 → 23 SR,⇒ Re -2121

[123 ← R}
- Ri

t : : :) -1 ; ; :)
'

(: : : : : :)"""":( : : :)
o 8 - 12 R} A -123

Dunque nella nuova base di 2
}
in arrivo

,

Ker P -
- Span >< ( (%) , (E) , (E) ) . Dunque M = 27km0 E 22×22×2,2

Teorema Data una matrice L t ✗ s e coefficienti interi di rango h

è possibile attraverso una sequenza di mosse intere di riga o di colonna,

trasformarla nelle matrici L
'

tale che

L'
ij
= o se i # j e poi l'ii. > o se i Eh

↳
diagonale L' = o se i > a → mantiene il rango

li = MCD ( Lij ) ) l'
~

1 LI
,

I Ì
»
|

.
. .

1 L'
qa



Traccia della dimostrazione :

(
>←

§ numero più piccolo
⑦

t

(
> *

no due casi :[
> ' * ⇒ sostituisco * con 0 (tramite mosse)di Gauss

②
3 ✗* ⇒ * = 3g + r ⇒ sostituisco * con r

| esempio : * = 7

3⑦

, , ,

avevamo che 3 era il minimo dei coef . della+( ) matrice
, ma abbiamo trovato F- 1 < 3 dunque

ripeto il passo ⑦ e pongo 1 in Pos. 1,1

v

y
1-✗ 3 ⇒ dovrei procedere come prima ma 113

un

t
o 1 13 ⇒ faccio mosse di Gauss per ottere o al posto di 3

t

(

.

.

.

§
, agi, aaaaa,mani, naaaaa , naaaaa, e(È .

.

.

☐

°

per hp induttiva so che la stmat
.

è a colf . in Z

(
= "

d
°

)" °'
>

da .

.
.

.

da / ds I 1 da e di / da ottengo la matrice

o
cercata

si chiama FORMA DI SMITH di una matrice a coefficienti in 7L
.

Teorema

sia il
gruppo abeliano finitamente generato ✗

parte di torsione

a) Vale che µ = zk
→ Parte libera

con K 70 oppure
ME 2

"

⑦ È
i.a

%di dove K 70
,

di INTERI 72 e se i < j vale che di / dj ⇒ di = MCD (di )

-

g)
generato dallo Spam delle colonne

esempio :

✗
5

(
2 ° ° °

E Kai 24×74×2
'

o 4 o ° ) /Karol0 O 4 0

0
o 0 0

0 o o o
25 → 22 × 2¢ × La × 2 × 2 OMOMORFISMO



-

( an
,
-

,
a5) '→ ( [ai]

2 ,
[ az ]

, ,
[ a } ]

¢ , 94 , 9g )

b) I numeri K ,
di

, , dr SONO UNIVOCAMENTE DETERMINATI

a) Dimostrato con FN di Smith

b) Da dimostrare

r

La parte il Kai può essere presentata anche in un altro modo :

Estherpili. 6=2-3 12=22 . 3 48 = 2
"
. 3

22×2 } ✗ %
,
✗ 2
,
× Zig × 2

,

p
- Sylow

( 2
,
× 2¢ ✗ Zio ) × ( K } ✗ 2, ✗ E} )

Nota Un gruppo abbiamo finito è prodotto dei suoi p
- Sylow .

Esempio di una presentazione di un 5 - Sylow :

2,2 × Là × 2
,
] ✗ 2,7

ESEMPIO (④✗! × ) × (! × ) × ✗Z scrittura in

p - Sylow
µ 1) prendo i più grandi

22 × ✗ è
. 72

.
ma

× [
22 . zs . 1,6

2) prendo i
"medi

"

3) prendo i più piccoli

e
scrittura in

22 × 222 ✗ Zza ✗ 21,4 × 22 , ✗ ✗ zs × % , a parte di torsione

Per dimostrare la parte b del teorema basta dimostrare :

Levanna sia a un gruppo abeliano finito di ordine poi con p primo

e a 72 . Supponiamo che A E 2pm × Kpd , ✗ . . .

× I pdj con 1<-41 . . .
E dj

e anche che A E [pp,
× I ppz

×
. . .

× Ippon con 1 E p, E P, E . . .
E per .

Allora j = h e di =p; Vi = 1 ,
-

,
h

.

f) Nella 1
"
ho p%

,
nella seconda PMI

Diva Contando gli elementi di ordine E p deduco subito che j =L .

A E 2pm × Kpd , ✗ . . .

✗ ✗pdu
×

. . .

✗ I pdh A E [pp,
× 2 ppz

×
. . .
× 2pA ✗

.
. .

× Xp Ph

Supponiamo che U sia il minimo tc put du .

( Per esempio du >Pv )



Considero il sottogruppo di A dato da p
"
A

.

prua , + paia , = pp" ( a. + aa )

H E 0×0 ✗
. . .

× Zpdu - Pu × . . .

× I pdh - Pu

H E 0 ✗ O ✗
. . .

✗ Xp Pen -Bu

si ottiene un assurdo contando gli elementi di ordine E p di H .

K ( = rango ) è unico :

A E 2
"
⑦ È Idii = 1

t

a ± 2s ④ ④ Icii = 1

t

Pisa : 2
"
④ È Kai → È ④ ④ Leil' =L l' = 1

PRIMA OSSERVAZIONE : 2
"
↳ 2

"

④ È
°
) È⑦ È 2¢,

È È ( FINIRE Dalle)i = 1
✗di

[ = a
DISPENSE

Riprendiamo dalla scorsa volta :

Iker TI deve dividere 6

• Se fosse / Ker T' / =3 sempre nei gruppi
| di ordine 6

Kert' E N ( Pn ) che ha 6 elementi dunque ha un unico 3- Sylow , che è

Ker T' ed è ancnep.FI >normalizzatore del p- Sylow

Kerr E NCP , elementi dunque era un unico 3 -Sylow di Kent

ed anche Pz . ASSURDO ( Pn = Keret = Pz una Pi =\ Pj per i # j )

• Se fosse IkerTI = 6 avrei :

Kent = N (Pn) = N (Pz) = N (Ps) = Ncpa) ⇒ !
-- -- n- --

era un unico . . - Pz . . - Pg - - - Di
3-Sylow :P,

• Se fosse /KCRF / = 2 allora Her P = te ,
se { con × di ordine 2 .

01 se e ZCG) perché Ker T
'

4 G- ⇒ g >< g-
'

c- Ker T' g.e
G-

e →
gscg

"

= e → oc = ge g-
'

→ x =e ASSURDO

gscg
_ '

sc → ltge G- gscg
-1

= a



Allora contiamo in G- gli elementi di ordine 3 ,
stanno in Poi

,
Pz

,
P
} ,
Pa .

Sono 2 ' 4 = 8 . Sia
y uno di questi 8 elementi di ordine 3

→ ha
ordine 2 perché # Kerr = 2

Considero y④ : ha ordine 6 .
Posso quindi produrre 8 elementi di ordine 6

.

In G restano dunque 24 -8 -8=8 elementi di ordine # 3,6
, quindi

per Sylow I questi 8 elementi devono costituire l'unico 2 - Sylow possibile

ma questo è assurdo perché avevamo posto nz -1-1 .

• In conclusione
,
IkerTI = 1

,
cioè Ker t' = } e { , cioè P è iniettiva

.

⇒ g- E Inet < sa ⇒ G-E Sa
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Capitolo 2 : I prodotti del tipo G- ✗ 2
}
con I G- I = 8

Se nz = 1 oppure n
>

= 1 si vede subito che G- ( di ordine 24 ) è prodotto

semideiretto dei suoi Sylow .
Studiamo il caso nè 1 .

iv. =/
%

- 24 ✗ % e N
}
E 23 sempre

☒ i[ Da
Qs

Cominciamo con 2g %% :

r : 2
,
→ Aut( Zs) E 2

,

× 22

1 ' > (0
,
0) → unico clan . di ora che divide 3

↳ ha ordine 3

esiste solo il T banale allora G- = kg × IL
}
E 22

,

studio adesso 223 % 23 :

T : 2
,
→ aut ( Za] ) E GL ( 3 , Za ) /GL ( 3 , 22 ) / =

( 23 _ 2)( 23 - 2) ( 2 } _ 2 ' ) = 168
1 1 ) ) M 31168 ⇒ 7 deve . di ozd .

3

y
, in questo caso avrei TBAN

dove M
>
= Id e M # Id

,
M
}
_ I = o → ( M - I ) ( M' + ti + I ) = 0

Sia f un'applicazione lineare associata ad M
.

(f - I ) (f-
'
+ f- + I) - 0 , allora vale che Ker ( g- - I ) ④ Ker ( g-

'
+ f + I )

E 2?



perché ( t - 1) e (t' + t + 1) sono primi tra loro in 2
,
[ t ]

↳ irriducibile in 2 , [t ]

Per Bezout :

il Ct) ( t - a) +µ ( t) ( t'+ t + 1) = 1 ⇒ il (f) (f- 1) +µ (f) ( f-
'
t f- +1) = Io, ⇒

⇒ il (f) ( f- E) o + µ (f) (f'+ f- + 1)v = v
I 1 I 1

E kercf
'
+ f- + I ) e Keef - I)

Può succedere Kerlf
'
+ g- + I) = } o { ? No perché altrimenti Kerlf - I) =L }

e dunque f- = I mentre M # I .
Quindi 3- WE her ( g-

<
+ f- + I) tale che

W -1-0
.
Considero fcw ) e noto che w

, f- ( w ) sono linearmente

INDIPENDENTI ( fcw ) dovrebbe altrimenti essere un multiplo di w ma

f- (w ) -1-0 perché f è invertibile , fcw > =/ w altrimenti we her (f-III
)

scelgo per completamento una base u
,
no
, fcw ) di LI .

↳ identifica i vari prodotti semideserti
f- (n) fcw) f- (f- (w ))

( y
° °

)
↳ perché : f-

'
+ f- + I = 0 , f-

'
cw) tfcw ) + I = oa

0 1
in 22

C 1 1 ⇒ f-
'
w = - f-Cw) - ICW) =

- fcw) - w = fcw ) + w

↳ va nel 3° elemento della base

Ma f- è invertibile , dunque deve essere a = 1 )
perché ho : ¢ invertibile

t
det (§ § £ ) = 0lb-c) +0 (a-0) +1(a -0:b) = a -1-0(

1 ° °

ma siamo in Z quindi : a= 1
Quindi ottengo :

b o i

cui i
)
g)
det ( M- t Id) = (e -t ) ( tl- t + 1)

Guardando il polinomio caratteristico si vede che 1 è autovalore
.

Scelgo allora al posto di m nn autovetture u' di autovalore 1 .

1 0 O
li

'

,
no

, fcw) quindi , rispetto questa base , ottengo la matrice (o no ,un

c- kerlf- IDÉEÉTÉ)
] 0 1 1

Quindi
,
a meno di coniugio posso immaginare che TCI) =

Per la Proposizione ho che ✗022 (K)od
-1
= 21 ( p ( k)) esiste dunque , a

meno di isomorfismo un solo prodotto seneidirelto del tipo ZÌX
,

2
} .

Troviamo questo gruppo :



Considero 2
,
✗ Act (# = 24 )

72 ✗ Klein < 72 ✗ Aa

3

Dunque 2; Klein è un 2 - Sylow ed è isomorfo a 22 .

Contando gli ordini vedo che esistono in 22 ✗ Aa esattamente 8 elementi

di ordine €2 e quindi l'unico 2 - Sylow è 22 ✗ Klein .

Perciò 22×-14 è proprio il gruppo descritto.

Esercizio Ogni gruppo semplice di ordine 60 ha un sogrp di ordine 12 .

SI n ,
> 1 ( per semplicità ) ⇒ ns

= 6

pid
Ci sono dunque 24 elementi di ordine 5 F- 6 ' (5-1) ) 1 No per semplicità

3

nz €5Se fosse na = 15 ,
B
, ,
BL

,
. .

.

, Bn, i 2 - Sylow .

15
15. (4- ] )

se fosse Bin Bj = le { ti # j avrei 4
"

-5 elementi di ordine 2 o 4 e ' G- 1=24+45+1 . . . ho

Esistono dunque i ej te 113in Bj / = 2 .
Considero N ( Bin Bj)

Bin Bj 4 Bi (ha indice 2)

Bin Bj ci Bj ( IBII = è ⇒ Bi è abeliano )

allora Bi < N (Bin Bj )

Bj < N (Bin Bj )

allora anche Bi Bj EN ( Bin Bj )
--

prodotto
di insiemi

Ma IBIBJ / =
4÷ = s

Dunque so che 8 E INCBINBJ ) / / 60 e
4 | IN (Bin Bj ) / perché

B i < N ( Bin Bj ) : §, 12 , 1¢ , 20, 2/4 , 2/8,3/2,3/6 ,¥ , ,
60

sempliceRestano 12
, 20,60 i

[ [ NO perché sarebbe che N ( Bin Bj )
= G- cioè Bin Bj

"④ }
NO perché se così fosse avrei :

G- ~ GIN (bing.gg
e ho un omo

T' : G- → Big ( INCBin Bjl) E- 53 → Kerr ci G- ⇒ Kerr = } et V G-

6 =3



Kerr =L G perché devo
"

muovere
"

qualcosa , deve essere Kent = } e {

Ma quindi t' è iniettiva ⇒ 14-1--60×6=1531 I.

Teorema dell' indice

se in un gruppo G- c' è un sgruppo
H di indice h tale che 1Gt ✗ h !

allora G- non è semplice .

G- a G/H quindi 7 l'omo F : G- → Big ( EH ) e sa

se G è semplice ⇒ T (G) E G- perché Kerr = / e {

Per il Teo di omo ho : G- E T' (G) < Sa e quindi 1Gt | I Sal = h !
-1

Quindi / N (Bin Bj ) / = 12 ⇒ sgrp di ordine 12

Se invece ha =3 o n
,
= 5

.

Prendo Nz un 2 - Sylow .

Allora /N ( N2) / = I G- I = ¥hz

✓
20

=L 4 Dato che Nz < NCNZ) vale che 41 IN ( N2 ) / 160

112 "
1 Nel

/ N ( N2 ) / = $, 12 , 1/8,2/0 , 2/4,2/8,3/2 , ,
esattamente come prima si conclude

IN ( N2 ) I = 12

t Se G- è semplice di ordine 60 allora GIA, ☐

SI : Prendo H < G-
,
IH / = 12 so che esiste per l'es precedente

G- a GYH

T
'
: G- → Big ( EH) E S,

Ker T' = le / perché G- è semplice . Dunque t' (G) ha 60 elementi ed è

1-
'(G) E As nel qual caso l' (G) = →semplice !p (G) < 55 > DMV

\ µ, (G) ma, / =» } ↳ perché sarebbe un sgrp
normale sia di P (G) che di As ( indice 2)

⇒ G-E As ma sono entrambi gruppi semplici !

Esercizio Quali sono i gruppi del tipo 2¢ ☒
e 24 ?

2 : 2¢ → Aut ( Za ) E 2 ,

> EBay o → prodotto diretto 24 × 2¢ .

1

i Tn
) 1

Considero dunque 24 ☒
re , 24 ha ordine 16



{ a = ( 1,0)

generatori
|
y = ( o , 1) -

3C
"
= ( o

,
o ) ✗

"
= e

y
"
= ( o , o ) y

"
= e

Mi interessa sapere quanto vale yacy
-1

scayb <→ (a ,
b) notazione

c- Aut (Za ) è - Id
✗

ysc = ( 0
,
1) ( 1,0) = + In (7) (7)

,
1+0) = ( -1

, 1) = se -1g

Dunque yscy
-1

= se
-1

.

La penso in un altro modo

ysc = ysèty -1g
me( sc) perché (SC ) è normale

Dunque il nostro gruppo G- = k¢9,24 è generato da sc , y con le relazioni :

JC " = e
, y
"
= e

, yscy
-1
= sc

-1

DOMANDE :

⑦ chi è il centro ? Risposta : (se '
, y
' )

② Chi è GACY ?

③ Chi è % ') ?

④ Chi è ctxzyz) ?
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CLASSIFICAZIONE DEI GRUPPI DI ORDINE 8

IG / = 8
, togliamo il caso in cui ho g E G- te ordcg ) = 8 ( avrei 2s )

Consideriamo allora il caso in cui ] × E G- te ordcsc> = 4 e inoltre
,

f)
tutti gli eleva .

di ordine 2 stanno in < se >

$ y ¢ < x >
,
ora (y ) =L

⇒ 3- z ¢ < se > te Ord ( 2-3=4 abbiamo già visto i
+

non può avere casi in cui y¢
< se>

ordine 1- O 2Dunque ho : e
,
×
,
x2

,
se
>
,

-2
,
2-
2

,
2-
>

→
ne mancano 2

¥2
scz e < se > ? No ( 2- c- < se > ↳ )



E-2 E < z > ? No ( x c- < 2- > ha )

Ho trovato un nuovo elemento ⇒ Ord caz ) = 4 ( non può avere ordine 1- o 2 )

( sez )
,
caz)

'
= >E

,
Cscz» → li ho trovati tutti , sono un gruppo ?

Chiamo questi elementi i , j , K e guardo come si comportano :

si è z

• i. j = K NBO ci > ,
< j > ,

< K > sono ciclici
,

quindi sono abeliani , quindi
⑨ i ' = j

'
= K
'
= -1 l' unico elemento di ordine 2

commuta con tutti gli elementi
i
>
= -I

, j
}
= - j , K

>
= - K perché e ci sn < j s n < in >

I
| 1 , e

'

, j , K , -1 ,
- i

,
-

j ,
- k f → 8 elementi

ZC a- ) = 11 ,
- 1- {

☒ Chi è ( ij )
- 1

?
-

( ji ) ( ij ) = j C- 1) j = - j
'
= 1

E
Quindi scopro che : (ji ) = (ij )

- 1

= - K

☒ Studiamo jk : jk = jij = - Kj = - ijj = - ij
'
= - il- 1) = i

☒ Analogamente scopriamo : kj = - i ,
ki = j , IK =

- j

Quello che otteniamo viene detto gruppo dei quaternioni Qs

Ha 6 elementi di ordine 4
,
1 di ordine 2 e 1 di ordine 1 .

Per visualizzarlo : → unità immaginaria

G- L ( 2
,
e ) (④

°

) , (° ^ )o - i -1 O

+2 2
generano un gruppo Iso a ①8

1
al quadrato

_

g.
, o

y , g.
, o

al quadrato

o -1
o - z )

"

Automorfismi di gruppi di ordine 8

• Aut ( 22
>

) E GLC 3
, Fa)

22 è un campo → 2} è spazio vettoriale → sono gli out. dello sp . vett .

I GL ( 3
, 11=2 ) / = 7 . 6 - 4 = 168

devo
"

togliere
"
:

!!! ) 8 - 1 scelte |
un punto una setta un piano

T T T

8- 2 scelte

8- 4 scelte )
(« - 1) (2> - 2) ( 23 _ 22 )

t t

dije
dite dive

1- 2



• Aut ( 2
,
✗ 2¢ ) (0,0) → ora 1

-

# ellen di ordine e 2 = 2. z = ¢
€ ' ° ' " )

(1,2) )
Ord 2

(1,0)
# clan di ordine = 2 = 4 - 1 = 3 --

generatore : lo posso mandare dove voglio ?

# elmi di ordine 4 = 8 - 4 = 4

( 1,0 ) non va in ( 0, 2) perché preso sc E 22 ✗ 24 , doc) = 4 ⇒ È = (0,2)
,

ma anche perché :

2
,
× 2
,
!

moltiplicazione per z

La × 24 → manda multipli di 2 in multipli di 2

Ine 2 = < ( o , 2) > sgrp caratteristico di 22
✗ 24
-

G->H carote
.

È (H ) = H Y c- Aut (G)

Contiamo gli Ant ( Za ✗ 24) :

22 × 24 ' 22 ✗ 24

( o
,
1) i 1 Qualsiasi di ordine 4 ④ scelte

( 1
,
0) l ' lo mando in uno dei due elmi di ordine 2 ② scelte

8 possibili automorfismi : chi sono ?

I(2×2) > (2×2)

stia ;) > SÌ :-) , i :) >
v v

2
,
✗ 2
,

£
I 22 × 24

/< (g) > ¥50tiene di 2×2 , quindi posso fare dei
"

sollevamenti
"

/< (E) >
IKix 2

,

v

) 7<2×22

garantisce chele associo

I. ; 22 , 22 una matrice
,④

b È (3) era ordine 2
2C d)
1-

ce ne sono

a
,
b li considero "mod 2

"

,
2C ,
d li considero

"
mod 4

"
solo due

T

f-c- Aut (Zi ) ± 53 posso solo ottenere cnet.ci È della forma (
^ *

)o 1

2C d) [ = °' 1 b = o
,
e

% %) = ( ^ b

D= , ca, a = , , ,

⇒ 8 matrici possibili

4 : :) :(: :) . ( i :) :( : :) . • =L : ;):( io :)



Si nota che & e a non commutano ⇒ aut (Za ✗ 2¢ ) = Da

Esercizio Quanti sono Ant ( % ✗ 2¢ ✗ 2¢ ) e Ant ( Za × 2¢ × 2s ) ?

• Aut ( ☐¢ ) → aut (Dn ) = ?

Dn = < p , o I p
'
= o

"
= 1

, pop = o
-1

>

Gli elementi di ordine n generano un sgrp caratteristico ( indice 2)

gp → poi i = o
, .

. .

,
n - 1

£ :b → oi (j , n ) = 1
no coprimi con n

Posso
"

sperare
"
di trovare al più n -È automorfismi .

Basta verificare che per ogni scelta di i , j f : Dn → Dn determina un out .

Descrivo f su tutti gli elmi . f- ( pace
" ) = (poi )

"

ÒI a = 0,1 , b = 0 , - ,
n - se

verifico che f- è omo : f ( paob ) f- ( pa'o
") = f- (paobpaiob

' )

caso a = 0
,
a
'
= 0

f- ( o b) f ( ☐
b

'

) = § ( obtb
'

)

•
bj gbij = • (

btb ' )j >
ok

casa a = 0
,
a

'

= 1

f- ( ob) f- ( pob
'

) = g- (obpob
'

)

•
bj patiti ! g- ( póbob

'

)

po
- bi oigb

'

J
⇒ poi •

( - btb
'

)j

"

p
on +

C - b + b ' )j
, ok

Verificare : a = s
,
ci = 0

,
a

= 1
,
a

'

= 2

Vediamo che è una bigazione : basta verificare o che è in . o sung .

Imf a OÌ a < cosi > = < o > ⇒ Imf = Dn

Imf a- poi ¢ < o > ⇒ f- IN e su

f- (po
' )→ poi oasi = poi

+ aj

In → Zn
E → aj + i j c- (Zn )

#
i c- In



IR → IR
U

a → ad + b

a -1-0 be IR

aut ( Dn ) e Aff ( Rn )

Aff ( Zn )
"°

>(an )
#

IT

Yi, j
' '

j

Yi
,j

: a ' ) ja + i

Keret) = In ( traslazioni )

In- Aff ( Zn ) ) ( Rn )#
t

lli , j
' ' j

Yo, j
'

omo

' j lfaj (a) =

aj

quindi Aut (Dn ) E Aff ( Zn ) E In X (2nF

come agisce
(Zn)

#
su Zn ?

q . .
-1

y
Qi

, se 90J

a 1 ) aj 1 ) aj + i 1 ) a + ki

% Qi
, e TÈ

sia K c- (Zn)# te Kj = 1

Quindi (Zn )# agisce su Zn per moltiplicazione

[ o → N → G- → H → o successione esatta corta di gruppi non abe

TÈ

equivale a dire G- = N A H . Posso far agire H ( ( G) su NCC G) per

coniugi : N XH Per esercizio : verificare che se definisco questo
U prodotto semideserto usando l'azione per

( n
;
h ) coniugio di H su N , il prodotto coincide

con quello in G-
.t

l' Cn) S (h)

in

G- I
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ESTENSIONE DI CAMPI : F E IL → Aut ( "/F) GRUPPO che lascia FISSO K
-

studieranno questo gruppoESEMPIO : ch E la C. TE )

%
aggiunge 2 elen : - V2

Un automorfismi f- (sc) manderò radici di un polinomio in radici

si troverà un sottocampo in una certa estensione

- ° -

( vedi capitolo 14 , Paragrafo 2 dispense di Aritmetica → Fine teoria
dei campi finiti)

Siano F e F
'

due campi .
Sia 01 : F → F

' Iso

chiamo § l' isomorfismo di anelli :
Fca) : = più piccolo sotto -

campo che contiene a ef§ '

.
F [ se ] → f-

'

[x ]
f- [ a ] : =

non è sempre

un campo : è un anello

anzi + . .
- 1-7 (an) >c

"
t . . .

che è un campo ⇒ a

è algebrico su F

Teorie siano F
,
F

'

,
Io come prima

siano F E L e t' c- L
'
due estensioni

sia a c- L algebrico su F , con polinomio minimo pcsc) .

Sia a' el
'
una radice di § ( pcsc))

fradice pcsc)
L a L

'

a
'
→ radice Ìolpcoc))

V1 VI

F < ) F
'

150

Allora esiste IÒ : F [a ] → F
'

[ a
' ] tale che IÒCA) = ci e

'

/ ⇐ =p

Poiché a è algebrico si ha F- [ a ] = Fca)

Dice :

µ
proiezione sctsc i > se +(§ ( pce ) ))

0 : F [a ]÷ F' [x] È F
'

[ se ]#(p,»)
KEF ↳ folk) /→ folk) +④ (pcx)))

↳
è un OMOMORFISMO

Kerrl = (pcsc)) ideale generato da poco

~

Per ie I teorema di omo : 0
"

: F ["%pag) Iso
> F

"

["

%¢(pag))



Più in dettaglio :

0
'

: se + pc >c) '→ se + § ( pcsc))

Inoltre 0
'

/ e coincide con $

0 '

f- [x#⇒, E
F' [«Ifj ( pace) )

✗ ÷ / Is /
""
→ "

È ✗
'
÷ / 15 ← visto l'anno scorso

f- [a ]
ai]

f-
'

[a' ]

✗ (a) =>ctpcsc) J'ca' ) = octo ( pce))
8 / e

= Id 8
'
/ fi = Id

ripasso :

f- [a ] → f- [a ]

9C>c) '→ qca)

Per il I teo di omo : f- [scippa»
è F [a ]

Oct pcsc) → a

l'omo richiesto è : ( 8
' )-10 ÒO 8 : f- [a ] → f- [ai]

teorema siano F ,
F
'

,
0 come sopra

Dato f- Ck) e f- [ a ] NON NULLO
.

Sia E un campo di spazzamento di

f-Csc ) su F .
Sia E

'

un campo di spazzamento di § (f- ( sc) ) E F'[a]

su F
'

.

Allora 7 '
Iso :

$
'
: e → E

'
tale che

QIF =P

Ding : Per induzione su deegfcac)

• degfc>c) = 1 BANALE

• degfcsc ) > 1 .

Sia gcsc) un fattore IRRIDUCIBILE di f- (sc) .

Sia a C- E una radice di gcsc) .



Sia a' c- E
'

n " di § ( gcac)) .

Il Teorema dice che 7 0150
.

µ : f- [ a ] → F
'
[ a

'

]

tale che 0 (a) = a' e 0 / e =p

E E
'

V1 VI

F- [a] ) F
' [a] Ù : F-(a) [a ] → f-

'

ca
' > [a]

V1 V1

F
$

) f
'

In F-[a] [x] il polinomio f- ( sc ) si fattorizzare come :

f- Csc ) = ( sc - a) f-Csc) con deg f-(sc) = deegfcsc ) - 1

applico Ò : Ò ( fac) ) = (a-a)Ò (f-Csc ) )

Per hp induttiva ( considerando il polinomio f-Csc) e i campi

base f- [ a ] e Éa' ] ) so che esiste $
'
: E → E

'

tale che Q
'

/ e [a]
= 0

Noto dunque
'

|
e
=P e ¢

'

è l' ISO cercato .

☐

Corollario sia F campo e siamo E e E
'

due campi di spazzamento

di un polinomio non nullo fac ) E FEX ] . Allora esiste un iso

10
'
: E → e

'

tale che IÒ / e
= Id

.

(vedi capitolo 10 , Dispensa di algebra )

Lemma Siafcsc > c- F [ sc]
,
( f- [se ] )

#
= f-
*

Se f-Csc ) ha fattori (non invertibili) multipli in f- [a ] allora

✗ DERIVATA

il grado di MCD (fac) , f-
'
Ca )) 7 1-

Dice scrivo fcsc) = gicsc> qcsc)

f-
"

(SC ) = 2gcxigicxsqcscstgkscsqic.sc) = gcsc) [ 2g
' (d)qc>c) + gc>c)q

'
Csc )]

E quindi gcsc) IMCDCF , f
' )

Teorema Sia fcsc) E f-[ sc ]

Allora f- (x) non ha fattori multipli in E- [a ] (dove E è un CdS



di f-Csc ) su F) ssa MCD (f , g-
'
3=1

NOTA : MCD ( f- , f
' ) = 1 in FEE] sse MCDC f- , f-

' ) = 1 in E [ sc]

DI

⇒ ) sia f- senza fattori multipli in E- [ x ]

f-Csc ) = ÌT CI - ai) ai c- E ai # aj
i=]

saltato → lo derivo
allora f-

"

Csc) = (x -an ) ( sc - az) . .
. (sc - an) + (ac - a1 ) (è2) i _ . ( SC - an ) +

. . .

e dunque f-
'

Cai ) to tti
. Dunque f- e f-

'

non hanno radici in

comune in E
.

Se avessero un dcsc) in comune tale doc) avrebbe in E

una radice che è comune a f e f
'

. Dunque MCD ( f- ,f
' ) =L

.

⇐) sia MCD ( f , f-
'3=1

Se fa ) ha fattori multipli in f- [a] sappiamo per il lemma che

MCD (f , f-
' ) ha grado 71 .

ASSURDO
.

☐

Domanda : se ero un polinomio irriducibile per > c- F (SC)

posso dire che pcsc ) non ha radici multiple (in un Cds E) ?

Se Char F = 0 è vero che pcsc) non ha radici multiple .

Infatti MCD ( p (sc) , pick)) e / 1 , pc>c) 1 perché pcsc) è irriducibile ,
ma avrei

deigpcsc) = deegpcsc)
- 1

, dunque pcsc ) f pick ) , allora MCD ( pcsc) , P' Csc ) ) = 1

e per il Teorema precedente , pcsc) non ha radici multiple in E
.

Se chovef=p ,
con p primo ,

cosa succede ? Sia gcsc) un polinomio

irriducibile
.
Il discorso qui sopra funziona a meno che g.

'
(E) = 0 .

Sia F un CAMPO FINITO
,
chiare F =p

g.
'
( sc ) = o ⇒ gcsc ) = an (OCP)

"

+
. . .

t an XP + ao ,
con ao

,
. . . , an E F

Sia F : F → F OMO DI FROBENIUS
,
iniettivo

.

Ma F finito ⇒
a 1-3 ap

Fsuzgetlivo , dunque è isomorfismo ,
allora :

p
an = f- ( bn ) = BÈ

,
an- i = f-(bn. . ) = bn. > , . . .

,
ai = f-( bn ) = b,

"

,
a. = f-( bo ) = b?



In conclusione gcsc> = bn
"
(xp )

"
+

. . .

+ bnpscp + bop

= bn
"
( a

" )
?
+

. . .

+ bofscpt bop

= (bn (x") t . . .

+ base + bo )
"
PERCHÉ SONO IN Fp

ASSURDO perché gcsc) e IRRIDUCIBILE
.

Anche in un campo F di char p

finito accade che gcsc] IRRIDUCIBILE ⇒ gcsc) non ha radici multiple (nel Cds)

Ultima possibilità : sia F campo di dare p INFINITO
.

Sia F = 2pct) = / "
"Venit) I qlh) , h (t) e 2pct) e hlt ) -1-0 /

tvarialrile

Prendo il polinomio gcsc ) E F [se]
= Zp ( t ) [ se ]

gcsc) = XP
- t → IRRIDUCIBILE per LEMMA DI GAUSS

*

+ EISENSTEIN #

*) g. (SC ) è IRRID in 2pct ) [ se ] ⇒ è IRRID in Zp [ t ] [ se ]

*) applicato con l' irriducibile t di Zp [t]

Dunque gcsc> = XP - t è irrid . in Ftse] .
Vale che g' (sc ) = o

sia E un CdS di gcsc) su F = 2pct )
(anche E ha

sia LE E una radice : g (a)
= o → d

"
- t - o → XP = t caratteristica p

)

Allora in E-[× ] gcsc ) si fattorizza come gcsc> = SCP - t = xp _ XP _
¥
c- d)

P
.

Quindi ho radici multiple in E- [se ]
.

Quindi questo caso NON FUNZIONA
.

05-11-2021 Lezione 17 Prof . Collegano

I → N È G-
°

) K ) 1
n [

successione esatta corta

/ / a s p
'

1- IN→ NA
,
K ) K ) 1 PIP' ( K)) = K po

'
è omo di GRUPPI

↳ sezione

chi è 4 : K → aut CN ) ?

KEK YK : n s a-
'

( p
'

/ ✗ un>pick)
-1) ÈNP
" costrizione

ne N

Knk
_ a

→ cosi
agisce il grip sul sgrp n .

cfn C- AutCN) perché il coniuge è un automatismo

9.K → aut CN) è omo



Voglio vedere che % (% ,
( n)) = qua, Cn)

414.CN/=diTp'Ck)aIq;Cn))p' ( KJ ' ) = a-
'

( pick> po
'
(ri ) ✗ ( n ) pick

'

)
- '

pick )
-

1) =

= d-
' ( p

'

(kri ) ✗ (n) p
' ( KKJ

'

) = 9mi (n) ☐

8 : N Xp K i G-

( n
,
K) ' > ✗ ( n )p

'

( k) E G-

Verifica che 8 è omo : prodotto in NHK

✗ ( ( n
,
K
.
)ÈÉÉ)

,
Kika ) = ✗ ( nella.cn , )) p

'

(ka ka) =

= a ( nn ) ✗ ( qu
,

Cna ) ) p
'
(Kr ) p

'

( ka) = & (nn ) P' (Kr) d ( na )PÈ
'

p' p ' (ka)

= d. (n. ) p
' (Kr) . ✗ ( na ) p

'

(Ks ) = 8 (nn
,
kn ) ✗ (nr

,
ka ) ⇒ 8 è omo

Automorfismi di gruppi di ordine 8 (continua)

• aut(Qs) ± ? vogliamo capire chi è

:
i
, j ,

K = ij generatori di 08

i 1
"

) el
. di ordine 4 6 alcune di ordine 4 ⇒ 6 scelte

j ' " " " 4 6 elena di ordine 4 - Uci) e lfc- i) ⇒ 4 scelte

K '
l
' la scelta è determinata da ij

tant (Qs) 1 E 24

Considero { i ,
- it

, / j ,
- j | , / K ,

- KI 3 sottoinsiemi di Qg

Sia ✗ c- aut (Qs) ⇒ 4 permuta i 3 insiemi ⇐ : Pci ) = j ⇒ pc- i > = - j

Cioè l' inumazione dell' inverso è det . ,quindi 9 manda insieme in insiemi

considera l'omomorfismo Aut (Qs )
"

s S}

Ti è se / i → j corrisponde alla permutazione (1 ,
2 )

( si
' i

K ) - K

| i ij corrisponde alla permutazione (1 , 2,3 )

| I
' K

K i i

cui è Ker it ?



{ i ↳ - io Ho scoperto alee il nucleo contiene
-

{
j i-1 - j ho- ordine 2 almeno 3 elementi ( id e i generatori),

generatori K '-1 - K una leva due elementi di ordine 2

di Herit ⇒ avrò almeno 4 elementi .

{ il→ i Ma ti è surgcltivce ⇒ Inuit = 53
-

|
j i→ - j era ordine 2 e aut (OskarTI = 53 .

K /→ -K

Poiché tant cos ) / E 24 ho che
1 → 2

,
× 22 → Aut (Qg) → 53→ 1 Iker -111 è al massimo 4

. Dunque
' ho 4 E lkerit / E 4 ⇒ lkerlt 1=4

↳ si riesce a H
claim : aut (Qs) = Sq trovare una

sezione ( laborioso) Ker IT = 22 × 22
Soluzione

"

geometrica
"

:

Ii, -j ,KI } - i, -j, Kf

" """ [ "" " "Ii, -j , - K { 1-i , -j , -Kf

Ii, j , -KI I - i,j , - KI

Voglio trovare un isomorfismo tra Antos) e Sa , quindi voglio far agire Autcos)

su un insieme di 4 elementi . Posso associare al cubo le sue diagonali .

Considero quindi insiemi del tipo { I - i , j , - K { , / i , - j , K { { in cui

fisso due vertici opposti del cubo e quindi determina univocamente

una diagonale . Adesso considero :

• / i → j
| j

'→ K C- Aut (Qs ) fissa } / i , j , K / , } - i , - j , - K / { e permuta le altre
K'→ i

3 diagonale ciclicamente ⇒ ottengo un 3- ciclo in 54 ;

• / in - i } / i , j , K / , / - i , - j , - K { { ' ' / | - i , j , -KI , / i , -j , K Il

| j
'→ j c- Aut(Qs ) manda :

kri - K } / i / j , - kf , } - i , - j , KI / ' ' } ) - i , j , KI , / i , -j , -kff

⇒ ottengo un 2 - 2- ciclo in 54 ;



• / i → j
| j

'→ i c- Aut (as ) manda { { i , j , kf , } - i , -j , - K } } i i / { i , j , KI , / - i , - j , K Il
Ku - K

e lascia fisse le altre 2 diagonali , quindi mi dà un 2- ciclo in 54 ;

• / i → j
| jus

- i c- Aut (as ) manda { { i. j , KI , } - i , -j , - K } } l ' / { i , j , -KI , / i , - j , - Klf
K- k

'→ | } - I , -j , KI , / i , j , -KII '→ | Ii , -j , K { { '→ Il i , j , KI , | - i , - j ,
-KII ,

quindi mi dà un 4 - ciclo in 54
.

Facendo agire aut (Qs) sull
'
insieme delle 4 diagonali del cubo

ho scoperto che ho un omomorfismo g.
: aut (Qs) → sa la cui

immagine contiene un 2- ciclo ,
me 2- 2-ciclo

,
me 3- ciclo e me 4- ciclo

.

Esercizio Inning = Sa

• aut ( Es ) = ?

Sappiamo già che aut ( Zzn ) E 22
× Zan - z e anche che

aut ( Kpn ) ± (Zp )
*

× Zpn -1 ,
con p primo dispari , dunque

Ant ( 2g ) e 22 × 22 .

Esercizio : Per quali valori di n il gruppo aut ( Rn ) è ciclico ?

Se n è diviso da due primi dispari distinti , è della forma

n = Zap
,

"
.

. . .

' pè"
,
con p, , . .

.

, per primi dispari e by , bz > 1
,
allora

Zn = Zza × kp.br ✗ . . .

× I papa ⇒ aut (Rn )
E anti Zza ) ✗ Aut ( Zp;^) × . . .

✗ Aut ( kpe.ba)

( prodotto dei p -Sylow → sono unici ⇒ sono caratteristici

Noto che 22 E aut ( Ippi ) tti = 1 , . . . ,
h

, quindi mi restringa al caso n - è pb
,
con p primo

dispari .
Dal momento che Ant ( Za ) E 101 e Ant ( Za ) = Za , gli n possibili

sono : n = 1
,
2
,
4
, pm ,

2pm con p primo di>pari .

Def Sia G- un gruppo ,
il sottogruppo dei commutatori o sottogruppo derivato

G-
'
= [ G

,
G ] è il sottogruppo generato dagli elementi della forma glig-

' li
'

che scriviamo come [g ,
h ]

,
al variare di g ,

h c- G-
.



gli = gli g-1h
_ '

hg = [ g ,
h ] hg e anche gli = hg [ g-

1
,
li
' ]

.

Proposizione : G-
'

è caratteristico in G-
.

Dice . Dato un qualsiasi 4 C- Aut ( G )
,
si ha che y ( [ g ,

e ] ) = [ 9cg) , 4 (h )] .

Prep .
GYG' è abeliano

.

eig
-

ing
"

Dim
. g

G-
'
h G-

'

= gh G-
'

= gli [ li
'

, g-
1 ] G-

'
= h G-

'

g
G
'

Pep : Sia f- : G- → H un omo surgeltivo tale che H è abeliano
,
allora

G-
'

< Kerf e quindi 7 f- tale che G-
£

' H

TI
>

Dice .

v È
G-/G'

Visto che H è abeliano
,
se prendo un qualsiasi commutatore [ g , h ] c- G

"

ho che f- ( [ g ,
a ] ) = f- ( gli g-

'
h
- 1) = f- (g) f- ( h ) f- (g)

- '

g- ( h )
-
<

= eri

⇒ G-
'

< Kerf ,
in quanto se tutti i commutatori sono dentro al nucleo

c' è anche il gruppo da loro generato .

Rendere un gruppo abeliano vuol dire quozievitarlo almeno per

i commutatori
.

☒f- Chiamo serie derivata di G- la successione

G- > G-
'

> G
' "

>
. . . dove G'

' + 1)
= [ G

" '

,
G-
' i '

]

Puo succedere che G-
'
= G

,
in tal caso G- è detto perfetto .

Def . Un gruppo G- è risolubile
,
se esiste una serie subnormale

G- = G-
o

☐ G-
,

☐
.
. .

E Gn = lo }
,
cioè G- i. +ad Gi Yi ,

tale che GiGi+1 è abeliano ti .

01 : se la serie derivata termina con lo { ⇒ G- è risolubile
.

Prep .
Un gruppo G- è risolubile ⇒ è risolvibile per commutatori

( cioè la serie derivata termina ) .

Diy .

(⇐ ) è l' Osservazione fatta prima .

(⇒ ) G- è risolubile
, quindi G-

= G-o ☐ G-
,

☐
. . .

☐ G-
n

= / o | :

G-°/Gi è abeliano =) G
,
> G-

' ⇒ G- a ☐ G-
'

;



G-
Vg
,

è abeliano ⇒ G-
<

> G- I > G-
' "

⇒ Gz A G
,

"

AG
' "

,
e così via

.
. .

Quindi G-n ☐
. . .

☐ G-
' " '

= / 01 .

Esercizio : sn con n 75 non è risolubile .

Dine
. Infatti la serie derivata di Snè Sn Ian Ian ☐

. . . in quanto

An è perfetto (oltre che semplice ) .

Avere un gruppo risolubile corrisponde a dire che posso ottenere

un certo campo aggiungendo delle radici .

Esercizio sia H > 2
"
tale che t' = < ( ¥ ) , ( § ) , ( } ) >

.

Chi è 2 "

1-1 ?

Soluzione : costruisco la matrice ^ 0 1 e le applico le

( za - z )2 8 8

4 2 0

seguenti operazioni di riga/colonna :

^ o 1 1 O 0 0 0

2 4 -2 z 4 -4
R2

,
>
→ '{2,3

- LR
;

g6) Ra→ R, -412, ( Ó 4 -4 )p / ↳→" - " " (
a 2 -4

2 8 8 2 8 0 8

4 2 0 0 2 -4

1 o 1

0 2 -4
↳→ R} - 4122

, (
^ ° °

(
^ ° °

)Ra'→ 124
, ( ) o 2 -4 0 2 0

o a za ) ↳ → < > + < (<
)

o 8 6 124 → 124 -2122 R
>
→ R
,-5124 O 0 2

o 2 -4 O 0 4 0 0 4

O 0

""→ "" - < R }
> (

^

O 2 o FORMA NORMALE DI SMITH

o o a |
0 o 0

Quindi guardando le 4 righe della matrice in forma

normale di Smith ottengo :

24
µ,

E 101 ④ La ④ La ④ Z E 101 ✗ La ✗ La × E



10-11-2021 Lezione 18 Prof . Gaiffi

Esercizio ( condizione necessaria perché due prodotti semideserti di p - grp

siano isomorfi )

sia N un gruppo di ordine Pd e sia H un gruppo di ordine qp con P

e q primi distinti e a > o , p >o . Sappiamo che NXI
e,
H E N ✗

e,
H

.

Allora Kerri = terra
.

Dice .

NOTAZIONE : =/ (n ,e) / ne N }

K < H IÌ = } (e , K) /KEK {

in particolare rt = ) (e ,
h ) 1h EH {

sia (cit ) = } gc-G-tgsc-xgv-x.CN { .

PRIMO PASSO

si nota Kerr = ti n CCIJ ) .
Ricordo che Kerr < H

, infatti

( e
,
G) E Katz ⇐ che Kerr ⇒ In c- N T (h) (n) -n ( ovvero 2Ch ) = I )

⇒ ne N (n
,
h ) = ( rien)(n )

,
h) (⇒ ne N ( n

,
e) ( e

,
G) = ( e

,
G) ( n , e)
- -

(n,h) per def è⇒ (e ,a) c- (cit ) ntt (e - tech)(n) ,G)

SECONDO passo

G- e = N Ore, H G-
<
= N tra H

Chiamo IÙ e tt in entrambi , GCÙ ) in G-
, ,
G (Ù ) in G-< .

Sia f- : G-a → G- 2 ISOMORFISMO .

Dato che I G-^ e inoltre
,
essendo il p-Sylow , è l' unico sottogruppo di

quell'ordine , e dato che lo stesso vale in G- < deve valere f-( mt ) = .

Noto che ti è un q
- Sylow di G- , e f- (mt ) è un q- Sylow di G-2

.

Dunque g- ( II) e ti sono coniugati in G-
<

: 7g e G-a tale che f- (II ) = gtt g-
1

Terzo passo studio f- ( terre ) = f- ( tinca (mt )) = f- ( II ) n § (G(pt)) =

T

per il PRIMO PASSO



= gtt g- ' n Cz ( f-( ))
--

T

mi piacerebbe dire che G. (Ù ) = g. (< (F) g-
1

perché in tal caso avrei i

= gttg - In g Cachi ) g-
'
= gin cacio ) ) g- 1 = g

(Karta) g-
1

TIPASSO
Quindi g- ( terre)

=

g.
(terra) g-

a

Kerri =
g.
( terra) g-

1 = terra

Ma Kerri E Ker 22
, quindi avrei finito : Kerri

Basta dimostrare gc , (F) g-
'
= Cz (Ù )

Basta dimostrare g.cz CI > g-
1
c- Ca ( ) per ragioni di cardinalità .

Ossia basta dimostrare che se sce Ca (mt) e rt c- N allora

(gag
- 1) rt-n-C.gr g-1) '

e perche è normale

Noto che gxg-art-gocg-n-gsg-1-gcg.sn g) se g-' = rtgscg-1 come

ti
volevamo

✗ E CCIJ) ☐

Nota : l' esercizio funziona anche se N non è p- gruppo ma è

comunque l' unico gruppo
di ordine INI in N ☒ H

POLINOMI SEPARABILI

Def sia F campo .
Un polinomio irzid . gc>c) E FEZ] si dice separabile

se g
' ( SC ) # 0

.

Un polinomio f-Csc) C- F [×] si dice separabile se è prodotto

di IRRIDUCIBILI SEPARABILI .

05-5 : se f- è SEPARABILE allora non ha radici multiple in un campo

di spazzamento .

Irap : sia FE E . Se f-Csc) e Ftse ] si spezza in E [a] come fcsc> = Ì (se-di)
i=L

con due
,
da ,

. . .

,
dn a due a due distinti

,
allora f-(sc) è separabile .

Din . Sia gcsc> e F [sc ] un fattore irriducibile di f- ( sc) .

Devo mostrare

che g.
'
( sc) #0

.

Ora so che in EEK] gcsc ) = (x- ai, ) ( SC
- aia ) . . .

(sc -aiu)

con ain , ail , - , dire
C- / an ,

-

,
an { distinte .



g.
'

Cain ) to come visto la volta scorsa . Dunque g.
' ( sc) # polinomio 0

allora gcsc ) è irriducibile separabile . ☐

P-ropisiagc.sc ] C- FEOC] IRRIDUCIBILE E SEPARABILE e sia E campo di

spazzamento dei gcac ) su F . sono

INIEZIONI

Sia a € E una radice di gcsc) .
Allora / { $ : Fca) → E OMOMORFISMI tc

le = Id / e { / = [ Fca) : F ]
= deg gcsc)

Dice . Per un Teo di aritmetica sappiamo che se aibe E sono due

radici distinte di gcsc) allora 7 ! Iso Fca) → f- (b) che lascia fisso
N

E

^ '

E
F e manda a in b

.

Quindi ho almeno degg.ca] INIEZIONI Fca) → E .

Viceversa noto che se Io : f- (a) → E e lo / p
= Id allora § (gcsc)) = gcsc)

dunque ☒ (a) è ancora una radice di gcoc) .

Dunque tutti i $ cercati sono del tipo Fca ) → f- ( b) .

Corollario : sia gcsc ) E F [× ] irriducibile e separabile .
Sia e campo

di spazzamento di gcsc) see t . Sia a c- E una radice di gcsc) e sia

KE Fca ) IF . Allora 7 E : Fca)→ E con Elf = Id a Teck)# K
.

Dice
.

ÉEFCK ) E Fca)
I 1

Considero il polinomio minimo di a in F ( K ) [ se ] .

Sia qc>c) E FCK) [se ] e qcsc ) I gcsc) . Ma gcsc) non ero- radici

multiple . Dunque anche qcsc) non era radici multiple . Per la

Proposizione allora qcsc ) è separabile .

Per la proposizione precedente 1) Io : Fca) → E e 01pct, = Id { /= [Fca) : FCK)]

inoltre I } Io : Fca) → E e 0 ,f-
Id { | = [Fca) : F ]

Noto che [ FCK) : F ] > 1 per la scelta di K ( c- Fca) IF )

per il teorema delle torri :



[Fca ) : F ] = [ Fca) : FCK )] - [ FCK) : F ]
-
÷

e quindi [ Fca) : F ] > [ Fca) : FCK)]

Dunque esistono immersioni F- (a) → E che non fissano FCK) il che

equivale a dire che non fissano K
.

☐

Corollario :

sia E il CdS su F di un polinomio separabile gcsc ) C- F [ac] .

Sia a C- E \ F .
Allora 7 E : e → E automorfismi tale che reca) #a e Tip - Id

Dive . E = F (an
,
az

,
-

, at
) dove an

,
az

,
- , at sono

le radici di gcsc) .

Sia i tc a# F (an , - , ai-a) una a E F ( an ,
-

,
ai) .

Sia gi (a) il polinomio minimo di ai in F- (an
,
- ,
ai - a) [ ×] e sia

LE E il campo di spazzamento di gick) su F (an ,
- , ai-a)

Noto che gicsc) è separabile perché gicse) / gcsc) ⑦

allora 3 E
'

: F (an , - ,
ai -a) Cai ) → L con l' (a) * a per il corollario

precedente .

E - - - - → e

gcsc) Ut ut

FC an
, - ,
ai-e)Cai)È L

☐
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⑦ Perché gioca è separabile ?

gcsc ) = Pfi>c) PECK ) . . . pè" (Sc) con pi i. = 1 , - ,
K irriducibili e separabili

Guardo g.Csc) in F-( an
,
. . . , ai -2) [ se ] .

So che gicsc) è IRRIDUCIBILE

e gicx) / gcsc )
↳ divide uno dei prcsc) iniziali

D'altra parte la fattorizzazione in irrid .

di gas in f- (ai .
. . .

,
ai_, )[x)

si ottiene considerando tutte le fattorizzazione dei pt Csc) .

Allora gicsc> Ipecac) per un certo t .

Ma pt ( SC) è IRRIDUCIBILE e SEPARABILE ⇒ gi Csc ) ha radici distinte .



Allora per la proposizione già vista gioco è separabile .

Def se FE E estensione
,
un elemento ac- E è separabile su F se è

algebrico e il suo polinomio minimo è separabile .

algebrici

Teorema sia FE E estensione finita .

Sia E- = F (FÉIN ) con

-

separabili
i poi separabili su F .

Allora 3- Se e tc E = FCS)
↳ elemento primitivo

Dice .

• Se F è campo finito ,
anche E

,
che è estensione finita , è finito .

Dunque E
#
è ciclico

,
E
#
= (8)

. Dunque F (8) = E
.

• Sia F infinito . Basta dimostrare f- ( d
, Pn) = FCS )

sia f-(sc ) il polinomio minimo di d su F.

Sia gcsc)
" " " "

p, su F .

Considero fac Jgcsc) . Se E non è il CdS di fcacsgcsc ) lo estendo ad È .

~ deff
In E [sc ] vale fcsc] = IT ( sc - ai ) ai = ✗

i = 1

defg
gcsc] = IT ( sc

- bn )
E- 1

Sappiamo che bn
,
-

,
br, sono a due a due distinti

,

a:
Presi i e K considero ai + scbr, = di xp, ⇒ ✗ = an - d

p, - by,
Ho un numero finito di tali soluzioni .

✗ E É .
Dato che F è infinito scelgo REF diverso da queste soluzioni .

Dunque ai + rbr, + ✗ + rp, ttk -1-1 e ti

Dico che S è proprio dtrpe

Devo dimostrare che fa
, poi )

= f- (d) = f- (✗ + rpi )

f- (dirai ) E F (d
, poi ) ovvia

Noto che fa è radice di gcsc) ma è radice anche di f- ( d- rsc) .

Infatti f- (d- ra) = f- (d) = 0

Allora in Écsc ) se - poi divide sia f- (f- rsc )



Dico che in Écsc ) NCD ( f- ( S- roc) , gcsc) )
= x-p,

Devo controluce se per bi con i > e × - bi divide f- ( S - roc) ossia se

f- ( S - rbi) = 0 .
S- rb ✗ + rp,

- rbi

MAI VERO atrpntaetrbi

a + rp, - rbi-ae.tl

Dunque il MCD ( f- (f- rsc ) , gcx)) in F (8) [se] non è 1

Allora è un polinomio non costante che divide 0C - B1 . Dunque ha

grado 1 , diciamo che è crac +Co

Cesc + co / x-p, in È Csc) .

Allora poi è radice di crac + co

capit co = O

poi = - G
ce

allora poi C- FCS ) . Ma S = dtr poi dunque ✗ = f- rp, c- FCJ )

Dunque Fld , poi )
E f- ( s ) . ☐

17 - 11 - 2021 Lezione 20 Prof . Gaiffi

TEORIA DI GALOIS

Data F c- E un' estensione di campi , chiamiamo Aut (
e/F) l'insieme degli

automorfismi di E che lasciano fissi tutti gli elementi di F .

(potrebbero esserci
chiamiamo anche e

'

=/ he E / ¢ ( h) = h to c- Aut (EF ) } . più punti fissi)

Oss : E
'

è un campo ed è detto il
"

campo fisso
"

di aut (Erf )

Può essere F e basta o può essere più grande :

Esempi : 1) E = Onde ) ,
F = Or

,
c- aut (EF ) è determinato da ① (T2) .

(V2) dovrà essere una radice di sè - 2 perché § ( x2 - 2) = si -2 ,

dunque OIGE ) = ± 52 , da cui Ant (• (Hq ) = / Id ,
O }

0 (at but ) = a- bar fa ,
be ca

.

Perciò la (E)
'
= a

.

E
'

= F



t

Ch (T2) è un lh spazio vettoriale con base /1,52 {

2) a (E) = E
,
a = F

,
aut ( ch

'
>

%) = { Idf perché se lo c- Aut (Ef)

è determinato da (TE) = E
↳
la (E)

'

= la (E)
T

deve c- On ( PE ) E IR
,
deve essere radice di se-2 ,

le altre 2 radici c- E

Def Un' estensione FE E si dice di Galois se E è finita su F ,
-
vale solo in questo corso

e se il campo fisso di Ant (
e/f) è F

.

Intal caso Ant ( F) si dice il GRUPPO DI GALOIS dell'estensione
.

È alta ) è di Galois
,
la (E) no .

Prop ( esercizio ) : Sia [ E : F ] < + co allora Ant (e/F) è gruppo finito .

Teorema : sia FE E di Galois .
Allora ogni a c- E è radice di un polinomio

IRRIDUCIBILE e SEPARABILE f-( SC ) ( ⇒ a È separabile ) .
Inoltre E contiene

un Cds di g- ( sc ) ( ⇒ tutte le radici di fcx) sono in E) .

Ding . Costruisco f- (a) = IT (se - y ) dove ☐= | (a) I c- Aut ( e/F) {
✗ c- 0

Per costruzione fcsc ) e E [ se ] . Sia IO C- aut (EF ) .

§ : E [ se ] ) E [ se ]

~

f- (sc) ) IT ¢ (sc - y )
✗ c- 0

= IT ( sc - PG ))
o c- o --

permuta io perché è automorfismi (⇒ bigeltiva)
= IT ( sc - s ) = f- Csc )
✗
SEO

perché

Io e Big (0)

f- (SC ) = an SC
"
t an_ , JC

""
+

. . .

+ a
, se

+ ao con ai E E

Ma dall' osservazione precedente so che ¥ c- Aut (EF ) ho

§ ( fac) ) = (an) >c
"
+

. . .

+ ¢ (an )>Cto ( ao ) = f- ( sc) =

+ il / /
mi manda = an JC

"
+

. . .

t an SC t ao

f-Csc) in f- Csc)

Dunque per esempio § (an ) = an Vole aut ( EF ) quindi an c- E
'

= F
T

perché l'estensione

Dunque ho scoperto che f- (sc ) e F [sc ] .

è di Galois



Se dimostro che fcx ) è irriducibile in F [a ] ho finito .

Supponiamo che f- Csc > sia riducibile :

f- Csc > = f-, ( sc ) f, ( SC) f. (x) , f-{⇒ c- F [ se ]

Sia f. (a) = 0 .

Allora ✗ c- 0 f. ( × > = 0 dunque f. ( se > = K g- (sc) (☐IÌÈÉÙ>e)
☐

Teorema sia F E E
.
L' estensione è di Galois ⇐ E è il Cds

su F di un polinomio f-Csc) separabile .

Ding .
⇒ ) sia FE E di Galois ,

E = F (an
,
.
. .

,
an )

, perché E è finita .

ai è algebrico su F ti = 1 , . . .

,
n
, perché Fcai ) E E e dunque [ Fcai) : F] è

finito ti = ± , . . . , n .
Per il Teorema precedente gli ai sono separabili .

Per il Teorema dell' elemento primitivo E = Fco ) per qualche 8 .

Costruisco f- ( sc ) il polinomio minimo di 8 : so che f-( sc) è separabile per

costruzione e che tutte le sue radici sono in E
. Sia K il campo di

spazzamento di f-Csc) su F .

So che E= F (8) E KE E ⇒ E = K
.

⇐ ) sia E il CdS su F di un polinomio separabile .
[E : F ] è finito .

Studio adesso E
'

,
il campo fisso di Ant (EF ) . Dunque se a c- EIF , per un

corollario a ¢ E
'

, dunque E
'
# E ⇒ e

'

= F ⇒ F E E è di Galois
.

Corollario ( Normalità di E) : sia FE E di Galois e EEL estensione
,

allora ogni ✗ c- Aut ( YF ) manda E in E
.

VEDI

Dice E è il CdS di un polinomio separabile f-(sc) E F [se] ( DISPENSE )

corollario : sia FE E di Galois
,
allora tant (EF) / = [E : F ]

DI : [ E : F ]
'
[ Flo) : F ] = I / Io : FG) → E omomorfismi tali che 01 , e

= Id { I =

= I / Io : E → E omomorfismi tali che 01 , e
= Id { I = tant ( E/F) |

Esercizio ( 10. 4
.

4 ) : Determinare il polinomio minimo di 5
,
su @ ( i )

Soluzione : 5
,
è radice di sc

"
+ se

>
+ sè + se +1 che è irriducibile in Ch [se ]

Costruiamo il
"

diamante
"

di estensioni :



zz ?
⑥ ( i

' %)
? E 4

@ (%) Onii)

4 @
2

È decisivo sapere se i € ① (5, ) o no

Primo approccio : uso che cos ( 72°) = V5 - 1 e sin (72° ) = V2 ( 5 + V5 ) .

4 4

Secondo approccio : scrivo i = atb 7
,

+ c SÌ + d SÌ , con
a

,
b

,
C

,
d e Q

,

perché / 1 , % ,SÌ , 7? } è base di Ca ( Gs ) su Q .

Terzo approccio : noto che 0 E @( 5s ) è di Galois perché è Cds del

poliuo.no separabile x
"
toc

>
+ sè + se +1 . Il gruppo di Galois

aut(• ( ⇐% )
ha [ Cac 5s ) : 0 ] = 4 elementi

.

Sia Io : alg) > a (G) |
g
lascia fisso con

5s ' ' 5£

Come visto ad Aritmetica
,
tale ¢ esiste .

$ c-Aut (•(↳% ) ha ordine 4 : 045s ) = 5s
"
= È ⇒ Io

"
= Id

Q
'

:S, > È→ %
"
= È

2 4 3

¢
}

: G
,

i &
,
→ % → [É = [

,

¢
"

: % '%-) %
"
→ %
'
→ [È = G,

se ho un campo intermedio K
,
Q E K E @ ( 5

,
)
,

aut (• ( Es )/K ) < Aut (• (Esta )

k c 0h (5
,
) è di Galois o no ? Sì , perché è sempre campo di spazzamento di

sci + è + si + se +1 . So allora che 1 aut (•(%)/K ) / = [ ca ( 5, ) : K ] =L
.

Visto

che Ant( •
' "Ya ) E ¥2

,
allora aut(•' ↳YK ) = { Id ,

$
'

{ .
Dato che

K C Q ( 5s ) è di Galois
,
@ ( 5s)

'

= K ossia K è il campo fisso di Id , $
'

⇒ K è caratterizzato ed unico .
So che 0 E Q (E) E ca ( 5s ) perché



% + § è radice e
'
+ >c- 1 : 5

,

"
+ SÉ + SÌ + 5,1-1=0 ⇒ È +È + È + 5s +1=0

⇒ (Es + § )
"

t Es + È -1=0 .
Le radici di x2 + se -1 sono sci

,
<
=

-
^±§ = Es + È

⇒ V5 E @ (G)
.
@ (V5 ) è l'unico sgzp dell'est . Che ch ( Es ) .

I ¢ @ ( 5s ) altrimenti che conci) fon ( Es )
a- TEIR
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Esercizio : ch ( V2
,
V3 ) è di Galois ? In tal caso calcolare il

gruppo di Galois aut ( ① (v2 /↳↳ ) .

Risposta : sì perché ch ( V2
,
V3 ) è cds del polinomio :

pcsc) = ( x2 - 2) (x2 -3) .

Sappiamo da ieri che Ant (Chloe ,
v3↳ ) = [Oncie , v3) : ch ]

☒ 4

⑦ perché ch (52
,
V3 )

2 2 perché 53 ¢ ca (v2)

ch (T2 ) @ (Fg ) V3 = a + b.V2 con aib c- Q ha

z
2

a

ca ( v3 ) E Q ( V3
,
V2 )

Dato che x2 - 2 è irriducibile in Q (v5 ) [ a ] so che 3 O ISO

0 : @ (B)(E) sa ( vs ) (- t )

" "

ch (v3 ,
V2 ) ch (v3

,
V2 )

T2 t ) - T2 e 0 /cane ,
= Id

0 esiste
,
et Id

,
O c- aut ( ch ( v3 ,

v2↳ ( pg ) ) sgruppo di
aut ( an (v3 , Fa↳ ) .

Noto che È Id
.

Analogamente costruisco :



e c- Aut ( ch ( B ,Haar ) ) ,
9 / cane>

= Id

q ( v5 ) = -53

Q esiste e appartiene a Ant (alto ,
V2↳ (g) ) E G-

Noto che lf # Id e Y
<
= Id

.

Noto che 0=19 .
Allora ho trovato in Ant ( ch (Bir ka ) almeno

due elementi distinti di ordine 2
, dunque è = 22 ✗ 22

ch (52
,
V3 )

2 2 | Per ora sappiamo
ch (T2 ) @ (Fg )

g
solamente questo

2
con

2

Esistono altri campi K tali che 0nF K § CQCTZ ,
B) ?

Si osserva che per tale K deve valere [ K : ch ] = 2

Ch ( V2
,
V3 )

)
è di Galois perché la (v2 ,

v3 ) è il Cds

V1 di Csc 2- 2)(x2- 3) anche su K .

④

£
Sia G- 1 il suo gruppo di Galois

i / G- il = [ alta
,
vs ) : K ] = 2

Inoltre per definizione G- e < Aut (ch (v2 ,
V3% ) e il campo fisso

di Ge è K perché l' estensione è di Galois .

Dunque K è determinato dal sottogruppo G- e .

Dato che in 2
,
× 22 esistono 3 sgrnppi di ordine 2 ,

ci sono

al massimo 3 distinti campi K .

Ch (V2 ) è il campo fissato da { Id , 9 (

ch ( v3 ) è " " "

da / Id ,
O /

Il terzo sgruppo
è / Id , 09 { .

Noto che se considero 5253 = V6
.

Vale V4 (Tats ) = ocra (- B )) = 1-E) ( - B) = te



Il campo fissato da } Id , 09 { è acuto )
.

NON CI SONO ALTRI CAMPI INTERMEDI !

Nota (superflua) : ch ( V6 ) * ch(Tr ) .

Se fosse Ch (v6 ) = Or (E) avrei f- = V3 E 0h (v2 ) assurdo ;
( per ragioni
di grado)

Ma anche perché : ognuno
di questi campi è il campo fisso di un sgrp

di Ord
.
2

.
Dato che / Id

,
9 { fissa Ch (T2 ) una Yato ) = -E ⇒ cacrg )# @ (E)

On (52

,
V3 )

| L'estensione e
ca (Ta ) alto) @ (V3 )

g
tutti i suoi sottocampi

À
se mi chiedo qual è il grado

[altri V3 ) : Q ] posso subito dire
= 4

.

Perché con c- Ch (rz + B) E ca ( v2
,
B)

*

Ma è diverso da CQCE )
,
ch ( V3 )

,

Ch (to ) .

allora deve essere ch (V2 + v5) = On (52
,
v5 )

.

Q (V2 +B)= On (v2) ⇒ v2+ V3 -52 = v3 E @ (V2 ) ↳* potete ragionare e
in due modi : \

, la(E) = Fi» ( } Id ,
e

'

{ ) ma 9 (fa + B) = 52 - B ⇒ 52 +E ¢ Oncie)

Prep : sia FE E di Galois .
Sia H < Aut (e/F) tale che il suo

campo fisso | a C- E / hca) = a h E ti { coincide con F allora ti =Aut (Ef )
Dine : E = F (f)

, f- ( sc) = IT ( se - 8)

~ orbita
✗EQ,

0
"

= / h (d) I h E ti | scopro che f- Cac ) E FEC ] e che è irriducibile
.

Dunque f- Csc) è il polinomio minimo di S .

1h I 7101, I = dagfcx ) = [ E
: F ] =/Aut ( Elf ) / . Allora deve essere H = Aut (Ef ) .

☐

Sia F c- E di Galois .

( = } K campo IF E K E E I campi

S = } G- I G- < Aut (E/F) I sottogruppi



i : c → S

K→ Aut (E/k)

j : s→ C

a- '→ la c- E / gca) = a ltge G- {

I Teorema di Galois :

le mappe i e j sono l'una l
'

inversa dell'altra
.

Dice : sia KEC
,

ji (k) = j (Ant ( eh ) ) = K
↳
- e

-

GALOIS

GALOIS K -

-

F

Inoltre ij (G)
= i (j (G) )

= Aut ( E/jca )) .

n-

campo

considero G- : noto che G- < Aut ( E/j (G) )
Per la Prop .

G- = Aut (e/JCG) ) .

☐

Il Teorema di Galois

sia FE E di Galois
,
e sia F E KE E

.

Allora FEK è di Galois se e solo se aut (eh ) 4 Aut ( e/f) .

In tal caso Ant ( "A- ) = aut ( e/FHut ( E/µ ) .

Ding : FE KE E

⇒ ) sia F E K di Galois

10 : Aut (Ef ) ' aut ( Ue )
Y l ' µ / f

RICORDA : se FE E
'

e di Galois e L è estensione di E allora ogni

o c- Aut ( YF) manda E in E ( normalità di E)

Per il corollario la è ben definita .



Noto che ¢ è omo e Ker = Aut (TK ) . ← dunque è sgrnppo NORMALE !

Resta solo da dimostrare che ¢ è swegeltioea .

Sia 2 : K→ K te E / e = id
,
ovvero TE aut (Ue ) .

Ricordo che F E E è di Galois
,
allora E è Cds su F di un polinomio

gc>c) separabile . g.(a) E
F [=]

.

esiste T
E- E

campo di | | è (gcx))
=

gcsc]spazzamento
di gcsc) in r

, li

esiste T che estende E per il teorema ( 14.10 disp. di Amit . ) .

Dunque (t ) = Tin = 2 e lo è surgeltiva .

(
per ⇐ vedi dispense )
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Esercizio : d = VITE calcoliamo il polinomio minimo

d' = 2 + i v2 ⇒ ( d
'
- 2)Ì ( iE) ' = d " - 4 d' + 4 = - 2

⇒ d
"
- 4 d' t 6 = o ⇒ pcsc ) = se

"
- 4×2+6 è irriducibile ?

(si per Eisenstein con f- 2 ,

ch ( d) a it ma vediamolo in un altro modo)

sia K il cds di poco
= x

"
- 4×2+6

if c- K Kha è di Galois

7 Te aut ( "ha ) tc 2 (it ) t if

if è radice del polinomio al +2

E : i V2 i s - iv.

T ( d
' ) = z - iv.

E (d) = ± ✓ 2 - ira = ± p

Chi possono essere le radici del polinomio minimo di & ?



( a
,
- d)

,
( d

, p ) ,
( ✗

,

- p ) ,
( ✗

,
- d

, P ,

- p )

Se le radici sono ( ✗
,
- d) come termine noto avremmo 2 + it ¢ ca

( &
, p )

✓-4+2 = V6 ¢ @

( ✗
,
- p ) - to ¢ Or

Dunque possiamo concludere che il polinomio minimo è di grado 4

• d' + 1 è radice di Csc - 3)
'
+ 2 e questo ueccss .

è il suo Pol . mia .

Esercizio : ✗ = ✓ 2+53
,
trovare pol . minimo e Cds

d' = 2 + v5 ⇒ & è radice di (sè - 2)
2
-3 ⇒ pcsc) = ×

"
- 4×2+1

K è il CdS di pcoc ) su Che
.

Sia re aut(Hq )
,
e ( V3 ) = -B

e (d) = ± ✓ 2- v3

✓ 2 + V3 . V2 - v5 = 1 ' Un (d) contiene tutte le radici di pcsc)
" "

✗ a-
t al-2

"

chi sta in Ch (d) ? caca) a 53
,

6T

( d + G)
'

= d' + &, +2 = 2 + V3 + 2 - v5 + 2 = 6

⇒ ✗ + g = ± To

⑥ (d)
1- → V3

,
v6 C- caca)

E 4 On ( v3
,
Tg ) = K ⇒ d ha grado 4 in ch e pcsc) è il

polinomio minimo di &

Q
"
→ lo sappiamo

è proprio il Cds di pcsc) su Ch

Vorrei scrivere D= a. 1 + b. v5 + c. V6 + d.TE
7- E I ←

base dello sp . vettoriale K di diem 4

[
ho più dime el . di ordine 2

G-al (Kla ) ± 22 ✗ 2
,

v5 1 , ± ☐

V6 i > ± Tg



T : V2 i > E o : TI -1 - it TO : T2 t ) -V2

E i > -t t to its v5 1- - v5

56 '→ -56 Tg 1- - V6 po '→ V6

a → a ✗ ↳ Va a → - Ya

v3 ↳ ☐ V3 '→ -VI V3 → _ v5

⑥↳ - to TG '→ to t ta - v2

V21 ) - V2 V2 '→ - V2 V6 → V6

a
t t

è o è 20 è a

oca - a) = 2a + ZBFS = o ⇒ a - b = o

÷

To ( ✗ + G) = da + Zero = ± To ⇒ c-_ ± §
÷
±56

✗ + o (d) = zatzbV3 ✗+20 (d) = ✗ + la = za + « V6 ✗ teca) = Zat 2dm
a-
d- 2=0

2L + 2452 = ±E ⇒ D= ± [ ⇒ ✗ = ± { TE ± 1 V6
2

( 12 ( E + V6 ) )
"

= 14 (2+6+2-253)=2+53

Esercizio : Trovare il Cds e il gruppo di Galois di pcsc> = sc
" -6×2+25 sua

polinomio Diquadratico : è= 3 ± ✓ 32-25 = 3 ± i 4

⇒ se = ± ✓ 3 ± ai

✗ =È p =VI xp = 25T = ± 5 fa =

16 → mi dice che ✗+§ = ± V6

( ✗ + G)
<

= ( ✓È ± V3-4in )
<

= 3+4 +3 - ti ± 10

- 4

✗ + § = ± 4 ⇒ ✗ soddisfa d'+4=+5--0

sè-43C + 5 = o
non era irriducibile

t
(sc' +4×+5) (x2-4K + 5) = (x2-1 5)

'

-16×2 = sc
"
- 6×2+25 =p (sc)



⇒ Cds di pcsc) è QCI)

se = -2 ± i

a. = 2 ± i

Esercizio : Q [se ] a
>
- se + 1 Cds e yep di Galois ?

È -3×+1

non hanno radici in ch e sono di grado 3 ⇒ irrid
.
in Ch

Allora il grado del Cds è 3 o 6 su Ch
.
[ @ (d) : ch ] =3

Gal ( "fa ) =

/
s}

\
A}

Siamo ✗ e ,
✗ 2

,
a
}
le radici del polinomio irr . di grado 3

S : = (da - ✗a) (de - ✗3) ( ✗< - as)

oe Gae ("fa )
o ci ) = S se ci è pari

=
- 8 se • è dispari

considero a = S
'

: sicuramente è fissato da Gal (
"
Yon )

x
>
+ a >c + b = ( se - ✗e)( a-✗a)(se-g) → D= -4a

>
- 27 b

'

se A è un quadrato in 0 ⇒ S fissato da Galois ~ A
}

Se A non è un quadrato in Ch ⇒ 8 non è fissato da Galois → S}

Se prendo pcsc ) = ×
}
- se+1

3

A = 4 C- 1 ) - 27 (4) = 4 . 27 = -23 → G-al = 53

Se prendo pcsc) =È -3×+1

D= -4C-3)
>
- 27 = 3 . 27 = si = g

'
~) G-al = A 3

¥ : Il fatto che 70C te ✗ < = o ⇒ da + data, = o

se ✗e + da + d } = a → pcsc) → p (a + 73) somma delle radici

[
irriducibile

Sia pc>c) = si + asc + b ,
allora questo può avere due possibili grafici :



NO

f- • •

↳ avrebbe fattori in

comune con la sua

derivata : (se-4)( sc -4)
<

3 radici reali 1 radice reale +

2 complesse coniugate
/
" |
\
, /
si scambiano
tramite coniugio

+

p (sc)
= ×

>
+ ad tb 3- una trasp. dispari

+ti
53

p
'
Csc) = 3 >c' + a - ✗ = ± [§

f-(sci ) = ☒
3

+ •È + b)
go.c.sg-c.cat/b+ajf-g).(b-ajE)-fcxat--.--g-af--+ b )

= b ' + 4- a
>

< o ⇐ 3 radici e IR
27

- 2762 - 4a} > o

f-CI irrid .

di grado p primo ⇒ p- 2 radici reali ⑦

2 radici complesse coniugate

Sia la radice Conca ) : ch ] =p . Sia K campo di spazzamento .

G- = Gal (%) < Sp , p I / G- I ⇒ contiene un p - ciclo

1 primo

⑦ ⇒ G- contiene una trasp .
⇒ G- = SÉ < ore

,
O'= id ,

OP = id >

Esci f- ( sc) = se-4×+2 Si scopre che ci sono

analogo tre radici reali e

f- I>c) = sc
"
- 4 ' µ ' due complesse coniugate

a prima
I

-

Esistono polinomi di grado
5 il cui grp di

Gae è 55

24 - 11 - 202 1 Lezione 23 Prof . Gaiffi

TI Teorema di Galois (corrispondenza di Galois )

Sia F c- e estensione di Galois
.

Se FEK C- E allora / aut (eh) / = [E : K ]

e inoltre [ K : F ] = indice di Ant ( e/K) in Aut(e/f)
Teo torri

Dirà : tant ( e/F) I = [ E : F) È [ E : K ][K : F ] = tant (Elk) I.[K : F ]
T t

FE E di Galois KE E di Galois ☐



TEOREMA FONDAMENTALE DELL' ALGERA

Ogni polinomio non costante in ① [=] ammette una radice in C1
.

Di : Equivale a dire che CI = IR ( i ) ammette estensioni finite solo di

grado 1- .

Sia L estensione finita di ① , voglio dimostrare che L = e
.

Osservo che LE E tale che [ E : IR] di Galois
.

Infatti L = IRLI ) ( dai , . . .

,
an ) ( l' estensione è finita )

7

Per il Teo dell' elemento primitivo : L = IRCS )

( notate : de
,
. . .

,
dn separabili perché siamo in caratteristica 0 )

sia fcsc ) e REX ] il polinomio minimo di s ( in part . fcs ) = 0 )

sia E cds di f- Csc) che contiene S
. Dunque E =L = IR (8) ZIRLI ) = IR

STRATEGIA : Dimostrare che E = IRCI) allora anche L = IR ( i )

sia G- = Aut (e/IR) gruppo di Galois .

I G- I = [ E : IR ] = [ E : IRCI ) ] [ IRCI ) : IR ] = 2 [ E : IR ( i )]
a-

Sia Nz il 2-Sylow di G- ( N, <G)

Per la corrispondenza di Galois , a N2 corrisponde un sottocampo

J ( N2 ) .

IR E ](N2) E E
'-1

] ( N2 ) = } a c- E I 9 (a) = a

Per il terzo teorema di Galois

[ ] ( N2) : IR ] = incenerirà
è dispari !

Per il Teo dell'el
. primitivo JCNZ ) = Rca ) .

Sia già il Pol minimo su IR di &
. Dunque deggcsc ) = [ ](N2) : IR]

è dispari !
Per un noto teorema di analisi deve essere deggio > =L .

Ma allora IR (a) = IR ossia ] (N2 ) = IR .

- E -

V1

- IRCI )
auteur)

Allora per la corrispondenza di Galois Nz = G- = Na = G-
V1

IR -

considero G-
a < G- G-

,
= Aut ( EARN )



I G-il 1 I G- 1 dunque IG , I
= 2s

Se G-e
= } e { allora [ E : Rli ) ] = I G- ^ I = 1 e ho finito .

Se fosse G- a =L } e { per il I Teo di Sylow esiste G-
a
< G
,
tale

che I G-al = 2s
- ±

. Considero ]( G-2 ) e osservo che :

E

VI

JCGZ) -

V1

IRLI) _

Per il terzo teorema di Galois [ JCGa) : IRCI ) ] = indice di G-2 in G,

cioè = 2
. Questo è assurdo perché sappiamo che estensione di ①

di grado 2 non esistono , visto che di un polinomio in ¢ [sc ]

di grado 2 sappiamo trovare le radici con la formula risolutiva .

☐

Esercizio : Sia K= Ch ( i
,
V3

,
II )

. Dimostrare che [ K : con ] è di Galois

e determinare aut(Von ) . Determinare tutti i campi F tali che

⑥ E F E K tali che [ F : a ] = 6
.

Die .

Osservo che il campo di spazzamento di (si- 3)(se -3) è @ (53, E} ,V3 )

e che tale campo è uguale a ch ( 53
,
i
,
V3 ) = K visto che E

>

= - { + if
Dunque K è cds di un pool . separabile , dunque E K è di Galois

calcolo [K : la ] :

oncie
,
B)

3 2

a (B) • cacao )

l
@ 3

Dato che [Q (53
,
52 ) : la ] E 6 ed è diviso da 2 e da 3 ,

si era

[@ (E
,
53 ) : ch ] = 6

. Considero K = On ( 53
,
B) ( i)

, dunque si ha

[ K : Q ] = 12 per il Tono delle Torri ( i. ¢ @ (Es ,
53 ) perché c- IR )



K

Oncie) Q (B
, b)

-

di Galois | 2
-\ @

6 Per
motivi di Galois

standard
-

ca

Noto che @(B) noce
,
5
}
) = Ch perché può essere (

agg)

per ragioni di grado e se fosse = On (V3 ) avrei che V3 E @(53
, G,
)
,

ossia K = On (53
,
5
}
)

.

Ma ho già dimostrato che [ K : ca ] = 12 e dunque ASSURDO
.

Costruisco IO : aut ( "/F) → antica%) ✗ Aut (ateista )

o
l ' ( o @ (b) , ° • (Es , 5

>
) )

¢ è ben definita perché 0h E con(B) e che Cate
, G) sono di Gal .

① è omomorfismo (verifica immediata)

¢ è iniettiva
, perché se 0 / •(g)

= Id e 01@ (à
, g)

= Id
,
allora ho

• ( V3 ) = 53
,
o(E) = Fs e 0 ( 5s )

= § ,
allora • = Id ⇒ •(K) = K

cioè o fissa tutto K
.

Per ragioni di cardinalità ( 12=2. 6) 0 è anche bigettiva , dunque

¢ è isomorfismo .

Aut (ka ) E 22 ✗ Aut (alto , 7% )
-

Dg = 53
Q (53,5} )

To

once) onis
,
)

\ la
-

re aut (alte , 5% , ) <
' (B) = %

rcs
,
> = si

e esiste perché considero il polinomio sc'+ se +1 che è irriducibile

su @ (t ) e 5
,
e SÌ sono le sue radici .



Uso un teorema visto ad Aritmetica
,

T : ch (E) ( 5s ) i @ (E) ( È )

↳ ' ) È

analogamente considero oe Aut ( ch ( % ,
E↳ (g) ) tale che

° ( % ) =⑤
sono entrambe radici di sci-3

,
irriducibile su ① (Gs)

o (E)=T⑤
Te e ci appartengono anche a Ant (alto , 53% )
Verifica che : T'= Id

o
>
= Id

e che i T ore = o
-±

Infatti : e or (5) = zo (È ) = z (È ) = È

202 Cfs) = reo (B) = z (fig ) = V35}

Verificare che : o - ' C 5,3=5,
2

o
- ' (B) = Fs 5s

con questo abbiamo dimostrato che Ant ( • (% ' 5>↳ ) =D} IS}
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(soluzione alternativa all'esercizio di ieri )

si osserva che Ant ( ch (Fs ,
5
,↳ ) posso vederlo come sgruppo di S3

( " si immerge
")

Infatti prendo ✗ = / 53 ,
E %

,
V3 È { e dato o c- Aut (Q (v5 , ↳% )

o / × è una bigezioue di ✗
"
3 radici di × > - 3

chiaramente •( X ) E ✗
, ma per motivi di # è proprio una big .

Possiamo sempre immergere ✗ = / radici del polo . { in Big (X) .

In generale non vale l' isomorfismo ,
in questo caso ( per motivi di

cardinalità )
, sono isomorfi però .



Dunque ho un omo iniettivo da Aut (Ch (53 ,
5>%) ' S

} e

per ragioni di cardinalità ,
IN QUESTO caso è un ISOMORFISMO .

2) Trovare tutti i campi intermedi (= sottocampi ) F tali che [ F : oh ]-6

Per il III Teo di Galois tali campi corrispondono ai sgrp di indice

6 di ka ✗ 53 = Aut (Hq ) , ossia ai gruppi di ordine 2 .

1- elem di 0€12 [ 3 clan di ordine 2
]

( o
,
li
, j ) ) 3 deve |

( 1
,
li
, j ) ) 3 clan

( ±
,
id ) ± elena

|
+ dà di ordine 2

Ci sono dunque 7 a.gruppi di ordine 2 , avrò allora 7 sottocampi

K o

ca (Fs) Q (V3
,
5
}
)

in
- a%

,
c. c- 530 E 22

aut ( Kha ) E 22 ✗ Ss

( o ,
o )

esiste dunque è c- Aut (Hq )

[ (B) = V3

E (G) = 5s

è (E) = V5 E

Ugualmente noto che è

Ects ) = ti

è (g) = È

Ict ) =E

Esiste anche 8 → (1
,
e)

8 ( b ) = _ ☐



✗ ( %) = %

✗ ( is ) =%

o (8) = 2 )
o (E) = 2

o gg , = , |
generano Ant (%) visto che le loro imm . generano %

✗ 53

E-
( o
,
ci
, j ) )

( o , ÉTÉ ,Noto che è
,

Ict
,
E ci

<
hanno ordine 2 : --

dispari ⇒ trasposizione

anche 8 era ordine 2
.

(o
, Tifate) ' )
-

è E 2Devo studiare i loro campi fissi .

Basta dunque trovare per ognuno di questi elementi il a.campo di K

da lui fissato . Notazione : Fioc (ÌÌ
""""

Fioc (E) = On ( 53
,
V3 ) che ha grado 6

Fioc (èE) = ?
tu

V3 perché è fissato sia da è che da 8

EE (V3 G) = è (Ts fi) = V3 È = 53 53 FISSATO !

dunque Fisc (è G) = Ch ( Es G ,
V3 ) ( per ragioni di grado )

-7 Test di grado 2
est

.
di grado 3

Fioc ( oE) = ?

OE c- Aut (% (% ) ) , l'estensione @ (Es) E K di grado 4 .

K =@ (ti V3 , %)
'

| "salto
"
di 2 → 5

,
è radice di sè+a +1

VI
- ↳ base 1-

i %
① ( 53

,
B) | " salto"di 2 → base 1

,
V1

Oncie )

) Ìsaeto " di °VI

ca -

BASE di K su Q (B ) è } 1 , % ,
V3

,
V3 % {

✗è : K → K è applicazione ⑥ (E3 ) - lineare

✗è rispetto alla base fissata in partenza e in arrivo la matrice :



1 -1 o o
Colonna 1 : JÈ (1) = 1=1.1+0 . % +0 . E + 0- Bg

,

o -1 o o Colonna 2 '

.

SÌ (G) = È= -1 - 5
,

o 0 -1 1 Colonna 3 : OEC v5) = - rs

o o o 1 Colonna 4 : sè ( Ts}) = -535] = -53 (-1-53)=53+535}

Fioc ( sic ) -- Ker ( sè - Id ) = Ker (
° -1 ° °

° - io o = Span/ ( %) . ( § ) ): :
-

: :
-

( gli
dem sono dati da a. 1- + b (☐ + < V35})→per questo

Fia ( ✗E) = ① ( 53 , ☐ + 253 5> ) = ① (% ,
i ) ( TROVARE tutti E 7 I CAMPI )

-
÷

POLINOMI CICLOTOMICI

lfcn)

Def : (E) = IT ( x-di ) dove ti sono le radici primitive e n - esime di 1
i. = 1

3

si
' E si
'

'
'

_ Ei
"

GRUPPO MOLTIPLICATIVO ( Sn ) è InK
_

- 1

[
.

"

1
, \

'

[
⇒

A priori Ion ( sc ) E ① [ x ]
,
ma . . .

¢
,

= se - I

$2 = × + I

3
= ✗7×+1

¢
= sc

'
+ 1

② g
=
sc
"
+ se

>
+ sc
'

+ se +1

% = sc
'
- × + 1

z
=
se

6
+ sc' + ✗ " + È + è + se + 1

④ g
= sc

"
+ 1

g
= è + se

>
+1

In realtà hanno coef . in Z e sono irriducibili

IT IO, (a) = >ci_ a
dln

Teorema : Per ogni ne 1 Cfn ( sc) e 2 [ se ] ed è IRRIDUCIBILE in 2 [ se ]

( e quindi in Ch [× ] )
.

Inoltre il campo di spazzamento di ncsc)



su Q è ca ( 5N ) e ha grado qcn) e Ant (Gyan ) = 2¥
Corollario : siamo m

,
n primi tra loro .

allora @ ( 5m ,
G) = On ( 5mn )

,
Catrin ) non ( 5m ) = ch

Edipico : 5¢ = i allora Q (G) non (g) = con
-

① ( % , 5,
) E @ ( Go ) ↳ ali )
=

Dine ( corollario ) :
① ( 5mm ) , per il Teorema

"

qcm ) Q (%
, 5m ) Yin )

c, vi

(G) di
mn)

t
.

Q ( 5m )

E
0h qcm)

✗ (n )

visto ad aritmetica n

t

t

✗ (mn ) = lf ( m ) y ( n )

F- = @ (G) n @ ( 5m ) , se fosse Ft ca avrei [ ca ( Gn ) : F ] = d / Pin )

ma allora [ ca ( 5mn) : ch ( 5m) ] E d per il Teorema delle torri . ASSURDO .

Dunque [ Osten ) : F ] =p (n) ⇒ [F : a ] = 1 ⇒ F- = Q
.

☐

CAMPI FINITI

ZP E K allora K ha grado p
"

.

Gli elementi di K sono tutte e sole le radici di sci
"

- sc
.

(studiare il Teo 14 .
17 delle dispense di aritmetica )

0¥: Epn è estensione di Galois di Zp perché è campo di spazzamento

di SCP
"

- sc che ha radici tutte distinte ed è dunque separabile .

Chi è aut ( "=p" xp = Ifp ) = ?

Ha n elementi . Consideriamo l'omomorfismo di Frobenius .

f- c- Aut ( Ep" Ep )
sappiamo F

"

= Id



Se o (F) = n allora il gruppo di Galois è generato da f- ed è E In

Ricordiamo che ( Fpr )
*
è ciclico

, generato da 8 . Dunque o (8) =p
"
- 1

.

Allora se r < n
,

f-
'

( y ) = XP
'

# ×
.

Questo mostra che FÌ Id dunque o (F) = n .

☐
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Esercizio 1 : sia pc>c) = €
"
+ a>c' + b E con [=] polinomio biquadrate.co

irriducibile
.

Qual è il suo campo di spazzamento K e il suo

gruppo
di Galois : Gal ( casca ) ?

Oss : Se avessi un polinomio di grado 2 t' +at + b irriducibile in ca
,

allora avrei che dato D= è - 4 b
,
Fa 4- Q

,
ovvero a non è un quadrato

in 0h
.
Se fosse un quadrato allora il polinomio si fattorizzare @ [t ] .

Ma allora pcsc) si fattorizza su Chloe] .

Cosa so riguardo al termine b ?

Esempio : se
"
- 60C +④ = ( sè + 5 + 4>c) ( x2 +5 - doc)

↳ è fondamentale sia un quadrato

chiamiamo Wu , wz le radici di
t' + at +b

.
Chiaramente wew <

= b
.

Se fa e ca o se mi metto in ocra ] ho che t'+ at + b = (t- we)(t - wa )

⇒ ai + a>c' + b = (x2- we ) ( sè- wa ) ⇒ le radici di pcsc) sono ± Twe
,
± Tua

Se pcsc > fosse riducibile ( prodotto di 2 fattori di grado 2) avrei

pc>c)
= (è - we ) ( x2- wa ) caso⑦

÷ --Pz
= [ ( se - Twa) (sc - Tun) ] / ( x -1 Twa ) ( se + Twa ) ] caso ②
-

÷
-

÷

= [ ( se - Twe) (x + Twa) ] / ( x+ Twa ) ( se - Twa ) ] caso ③
-

÷Per

chi sono i termini noti ?

① we
,
wa

,
② wttwa

,
Twerka

,
③ - Twetwa

,
- Fatwa

--

e con ⇒ tacca



Mi chiedo : b è un quadrato in 0 ?

( se VI -4 @ )- NO ⇒ sono sicuro che è irriducibile su ① [ se ]

- SI
.
Il fatto che a non è un quadrato in 0 non basta come

garanzia di irriducibilità .

Potrei avere peso> = ( x2 + Tb + c>c)(x2 + Tb - Csc )

oppure

poc> = (x2 + Csc - Tb ) (x2- c>c- Tb )

⇒ 2 Fb x2 - <2×2 = a se ⇒ 2 Fb - a = ci
--

quadrato in @

La richiesta è : pc>c) irriducibile (⇒ A non è un quadrato in Ch

+

⇒ Questo mi dice che nel Cds di ( b non è un quadrato in Ch )
pcsc) ero almeno v5 oppure

( b è un quadrato in 0 e

- a ± ZTB non è un quadrato in )

considero il campo Q (Ta ) : noto che [calva ) : ch ] = 2 visto che a non

è un quadrato .
Mi chiedo ora : b è un quadrato in Ocra) ?

2 casi :

⑤ ⑤
⑨ ③

b è un quadrato b è un quadrato
in ca in @ (Ta) ma non in

casi
) si era ② ' alta ) 2

@ (Ta
,
Twa )

t

Perché no
,
C- On (Ta) e Twa è radice di pcsc) che è irriducibile

di grado 4 perché [Qatar ) : @ ] = 4 . Dunque il grado è sia 72 che E 2 .

Noto che Tb c- ca (v5
,
Twa ) e Tb = Tua Twa ⇒I c- Ch ( Ta

,
cit )

⇒ K= ca (Ta
,
Twa) è il Cds di pcsc) e ha grado 4 su Ch

.

cosa ⑨ : chi è G- = Gal ( Kla ) ?

Io e G- tale che o (E) = - Tua ⇒ o (E) = - tw ,
visto che



OCTB ) = TI = In Twl che deve essere fissato perché Fb e @ .

77 E G- tale che re (Twa) = Twa ⇒ z (Twa) = Tw, visto che recito > = Tb = Fatwa

che deve essere fissato perché Fb e @ .

Ho questa situazione :

tw, i
-

, tw
n n

o
o ⇒ G- E 22 × Zz

v
v

T
ho due trasformazioni

-Eun '
e

' -
<

che commutano

-

caso ④ : cosa implica questa condizione ?

Esempio : 3 è un quadrato in @ (Ta ) ? Gli elementi di (t) sono

del tipo ✗ + ptz con ×
, .pe a ⇒ (✗ + pt } = d' + 2ps

'
+ Zdptz , voglio

che Xp = 0 allora o ✗
<
=3 ( NO) o (pt )

'
= 2ps
'
=3 CNO) ⇒ 3 non è un

quadrato in CQCTZ) .

Da questo deduco che se b è un quadrato in ①(Ta ) ma non in Q

⇒ b.d è un quadrato in Q Q ⇒ capo)
'

-

"

-

Infatti ho b = (✗ + pt )
'
= d' + ztaap + s⑤ ⇒ b=D po'⇒ b-D= d'p

'

t ÷
= o altrimenti b sarebbe un quadrato in Q

chi è G- = Gal (Hq ) ?

3- o tale che of tw ) = Tua ⇒ o (wa) = wa software) = - Futuro
* I

o (Ta ) = - Ta) ok) = - weba - più ⇒ Tb=pTac ④
o (Tb ) = -Jb

E i
°

) fù
n -

o

-

o ⇒ G- E 2¢

-Tw
,
e

☐

I -È
,

↳
0
,
o
>

ha ordine 4

0
'
ha ordine 2

o
"
era ordine 1



No) analizziamo il grado del Cds su Ch
.

< ad

[K : oh ] =
'

⑥ ( van
,
rb.rs ) : Onlrb

,
ra )]

"

[ calmo
,
Fs ) : alta ) ]

"

[cava) : a ]
'

= d. 2 . 2 con d E 2

Poiché Tb ¢ alta)
,
esiste o c- Gae(% (☐g) tale che octb ) # Tb

e quindi •(Tb) = - Tb .

Poiché VI è fissato da 0 ,
abbiamo ocwn) = we ) •( Tar) = ±Fa

ocwa ) = wa )
⇒

0 ( Twa) = ±Tua

affermo che • (Twa ) = - tw oppure
0(Twa) = - Tua

.

Infatti altrimenti o sarebbe banale ,
in contraddizione con 0 (Tb ) = - Tb

.

Supponiamo ,
a meno di scambiare we e Wz

,
che • (Fee) = _Tua

.

Ne
segue che o (Twa

) = 0 (Hrw
.) = (

-MHz, = Twa
Quindi si era :

Fai
,

TWT
>

o o

-yw
,

l "

- Eun

Notiamo ora che Fa ¢ ① ( Tb ) ( altrimenti per questioni di grado

aerei @ (Ta ) = On (Tb )
,
che è falso) .

Sia dunque E c- Gal(% (pg )) tale che r (Ta )
= - fa

.

Quindi Ecwe) = wz e si deve avere che E ( Twa ) = ± Twa
.

Supponiamo TC Twa) = Tua .
Allora ECTWL) = 2 (%w

, ) =% = Tuoi
.

Wz

allora :

Twa e
'

stà

-Tw
,
(
=

) - Tw ,

Si vede che lo ha ordine 4
,
mentre 2 e 0 leonino ordine 2 .



Si ha il seguente diagramma :

E i
• °

, Tj
-

-

TO TO

u
-

-Tw
,

i
'°

i - Tw ,

( analogo se fosse stato rcrwi ) = - Twa ) .

µ
2-Sylow di 5¢

Dunque , poiché G- < Si ,
deve essere G- = Da e [ K : ch ] = 8 .

A questo punto posso guardare il quadro più ampio .

In G-all'Yaga ) ) no : o : Twi'→ - tu

|Evans Twa

e o
'
: Tu, ma tu, |

Generano uno Z,
✗ 2
,

Twain) -Twa

Ma in G- devo avere anche un elementi di ordine 4
,
cerchiamoli :

fai i
^

' tw

)n
-

"

.
•

a

-Tw
,

e
-7

, - gg , |
^
genera uno 2¢

☐
4
E %

,

☒ 22 ⇒ ho trovato due generatori di G- ! ⇒ G- = < 1
,
o >

Dentro il gruppo di Galois posso vedere i sottogruppi : cerco quindi

i sottocampi di K pensandoci in corrispondenza con i sottogruppi

di G- E D4 = < 1
,
o > :

< a > < È > <è
,
o > <è

,
lo >

alta ) alta
,
Tb ) Q ( Ta ) Q ( rb )

( o > < lo > < ✗ 2 o > < a
>
o >

① (Twa
,
Ta ) altare - Twa

,
Jb ) Q (Twa

,
Ta ) on (Twa + Twa

,
Tb )

4K = @ ( %) Q
,
aut(0h ( Es ka ) = (Zs )

#
= 24



Esercizio 2 : Per quali ne 2 Trick = On ( Es ) ?

SI : Sicuramente se n è un quadrato in Z
,
Tn E K

.

Gal (Hq ) è generato da 0 : % → SÌ .

Chi è K'
°"
(= il campo fissato dal sgrp generato da 02 ) ?

Sicuramente ✗ = 5
,

+ 5
,

"
= 5, +5,

"
c- È

°"

.
Chi è il polinomio minimo

2

di & € È
°
' >

? d'= 5
,

+ 5! + 2 ⇒ a è radice di sc' + se -1 con D= 5 ,

quindi ha radici in @ (55) ⇒ È
°
'
>
= @ (v5)

⇒ se n = 5m'
,
con me 72 ⇒ Fn e K

.

Esercizio 3 : Per quali ne 2 Tn c- On (G) ?

In generale, per quali ne Z Jnech ( Sp ) con p primo ?
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Teorema :

YCn)

¢ (sc ) = IT
i. ±

( sc- Xi ) di radici primitive n - esime di 1

Dobbiamo dimostrare che :

1) ¢ (sc ) e K [x ]

2) Il campo di spazzamento di Cfn (sc) su Q è ② ( % ) e il gruppo

di Galois è = 2¥

Notazione : f- ( sc ) = sc
"
-1

Dini
.

Considero il Cds su Ch di fc>c) .

Tale campo è ( [ ) .

L'estensione che ca ( In) è di Galois perché sc
"
- 1 è separazione .

0 : aut ( an ( [↳ ) , aut ( Zn )

µ gruppo
ciclico moltiplicativo generato da [

o i ' ° / (G)



È ben definita .

(G) è il gruppo ciclico moltiplicativo generato da % .

Sia o
,
:( E) → (g)

Dato che ci iniettivo ⇒ o bigettivo

o è in particolare OMO MOLTIPLICATIVO allora 01 c- Aut (( [ ))
Inoltre 0 è iniettivo perché se 0

,
= identità allora o (G) = E dunque

o = Id in aut ( ch ( 5% ) .

0 Per ora possiamo dunque dire che | aut@ ( con↳) / E q (n ) ⑦
Lemma : sia n intero positivo , sia

a una radice primitiva n - esima

di 1 .
Sia qc>c) E I [ se] il suo polinomio minimo PRIMITIVO

.

↳ polinomio minimo in con i coef .
"

aggiustati
"

Allora p primo tale che ptn ,
vale che WP è radice di qcsc) .

Dine (Lemina )

Per il lemma di Gauss : f- (sc) = JC
"
- 1 = qc >c) gcsc) con qcsc) , gc >c) E 2 [ se ]
-

PRIMITIVI

Dato che il coef . direttore di fcsc ) è 1 posso supporre che i coef . dire .

di qcac) e g.Csc) siano entrambi
1 ( l'alternativa era entrambi = -1 ) .

So che w è radice di qcsc) WP è radice di sc" - 1- dunque se non fosse

radice di qcsc) dovrebbe essere radice di gcsc) .

Dunque ci è radice di
g.
(XP). Allora qcsc) / gcscp)

[
perché era poe minimo

di cu

Per il Lemma di Gauss g=*÷È con hc>c) e ZE >c ] PRIMITIVO e

si osserva che il coef . direttore di hcsc) è 1 .

Proietto la relazione ☒ in Zp [ se ] .

Osservo che gc >CP ) = ( g-Csc))
"
( non si annullano perché i poli erano manici )

perché in Zp [=] per ogni polinomio ✗ ( sc) vale XCOCP) = ( ✗ (sc) )
"



Dunque in Zp [a] ,
riassumendo

,
ho:

* f-(a) = g- (x) g-Csc) e ** ( g- (sc) )P= g- (a) è cx)

* * implica che una radice di g- (sc) (in una estensione ) è anche

radice di g-Csc) .

Da * deduco dunque che f-Csc) ha almeno una radice multipla .

Ma f-
'

(a) = n an
- =

e ricordiamo che p ✗ n dunque non è 0 .

Sia b l' inverso di n in Zp .
Consideriamo :

f- Csc) - b f-
'

(a) se = ×
"
- 1 - ×

"
= - 1

dunque MCD ( f- , f) = 1 e questo contraddice il criterio della derivata.

☐

Dice
.

Teo
.
(continua)

Sia qcsc ) come sopra , il polinomio minimo primitivo in 2[× ] di % .

K

Le radici primitive n- esime di uno sono della forma % con (n
,
K)=L

.

✗ r
con ( pi ,

n ) = 1 .Sia K = pt ' , . . - , Pr

[ è radice di qcsc ) ( per costruzione )

1?

Domanda : Gn è radice di qcsc) ? Sì
, per il Lemma

Pi Pn

( 5? Gn " " "

qcsc) ? Si , per
il lemma applicato a Gn

e così via

K
'

pt ' . . . pi'
= [ è radice di 9C>c)%

Quindi qcsc ) è diviso da tutte le radici n - esime primitive .

Dunque ¢ (a) / 9C >c) .

Ma degqcsc ) = [ (G) : ch ]

↳ perché qcx) è pol mia di %
Ma ☒ ( 5m ) : a ] = / Aut (al 5% ) /
-

è di Galois perché la (G) è campo di

spazzamento di 0C
"
- 1 su Ca

allora degqcx ) = Aut (Q (5% ) ) E 9 ( n ) per la disuguaglianza ⑦

Dato che cfn (sc ) | q (SC) deduco che deg qcx) =p (n ) .



Poiché ncsc) e qcsc) sono entrambi manici segua che cfnc>c) = qcsc ) .

FINALE : Tornando all'omomorfismo iniettivo O

0 : aut ( cacca%) ' Ant ( Zn)

Ora
, per ragioni di cardinalità sappiamo che è un ISO .

Infatti sappiamo che Ant( ch ( 5% ) = Yin) .

☐

0

Problema inverso di Galois :

1) Dato G- gruppo finito ,
esiste un estensione di campi FEK di

Galois tale che aut (%) E G- ?

2) Dato G gruppo finito ,
esiste una estensione di campi con c- K tale

che aut(%) E G- ? È un problema aperto ( in generale) .

Studiamo il coso G- gruppo abeliano finito .

Come sappiamo Autodesk ) E KI .

Dunque per esempio se io volessi costruire una estensione con C- K

tale che aut ( Hq ) ± 214 .

Potrei considerare n = 29
,
aut ( OrcHq ) è 22¥ = Zag

In Zzg considero 1-1=(1-4) = } 0 ,
14 { ,

era indice 14 .

H TI Zzg e per
il teorema di corrispondenza di Galois il campo

fisso di H , ossia
JCH) ( Fisch ) è tale che [ JCH ) : @ ] = 14

,

l'estensione con EJCH) è di Galois
,
e aut ( JC"↳ ) = 228/+1 =«⇒

Cosa mi è servito ? E 744

Mi è servito prendere il 29 , ossia un primo E I mod 14 .

SUPPONIAMO di sapere ( forma DEBOLE del teorema di Dirichlet )

che n intero positivo ci sono infiniti primi della forma Kn +1



Sia a gruppo abeliano finito .

Allora AE Za
,

× Zdf . . .

× Ids con dei / da / . . . / ds .

Per la forma debole di Dirichlet posso prendere p, , . . .

, Ps PRIMI DISTINTI .

P, = 1 ( de )

Pz = 1- Cda )

:

Ps E 1- Cds)

considero n =p,
. . .

ps .
Guardo l' estensione ① ( InKa : è di Galois

.

aut (on (5% ) e aut ( Rn) e aut ( Kpn ) ✗ Aut (Za )
×

. . .

✗ Aut ( 2ps)

è Xp
,
- a

× Ip
, - +

×
. . _

× 2ps -1

Prendo il sgrp . H = ( de ) ✗ ( da) ✗ . . .

× (ds ) di Zp
,

- +
×

. . .

× 2ps-1 .

Considero JCH)
.
Dato che H è normale ( il

gruppo
è abeliano )

CQ E JCH ) è di Galois e aut ( ] C'%) E Zp;] × - i - × 2ps - a

[di) × _ . _ × ( ds)

E Id
,

×
. . .

× Zds E a

0

Ripasso sui campifieri :-

Sappiamo che lfpn è di Galois su Fp perché è campo di spazzamento

di xp
"

- se e sappiamo che aut ( ltpnpp ) e Zn ( generatore F)

Per ogni d / n ho iin In un ogreeppo isomorfo a Id ( ossia (G) ) .

Allora ] ( ( G) ) è un sottocampo di lfpn il cui grado su Fp è d .

Allora tale sottocampo è isomorfo a lfpd .

D'altra parte sapevamo già che se Ifp E K E Fpn allora [K : Fp ] / n .

Conclusione : I sottocampi di Kpn sono tutti e soli gli lfpd con d / n



Conseguenza sui polinomi :

Sia fcsc) un polinomio di grado di irriducibile su Fp .

<× , )
= K E F-pd

Sappiamo inoltre che fcsc) ha tutte le radici in lfpd .

Infatti sicuramente in K f-Csc) ha una radice a .

Inoltre so che gli al di K E lfpd sono tutte e sole le sol di xp
"

- sc .

Allora f- Csc) / OCP
"

- sc perché entrambi hanno a una radice e f- Cac )

è il polinomio minimo .

Allora tutte le radici di f- Csc ) sono anche radici di XP
"
- se e

dunque sono in K
.

Per ragioni di grado K è il campo di spazzamento di f- Csc) .

Dato che f-Csc) era un qualunque irriducibile di grado d , posso

concludere che tfpd è il campo di spazzamento di qualunque polinomio

irriducibile di grado d su Fp .

Corollario : Sia f-Csc ) e Fp ( sc ) , f- ( sc) = qncsc) . . . ance) con i qicsc)

irriducibili di grado rispettivamente poi , Pa , . . .

/Pk .

Allora il campo di spazzamento di f-Csc ) su Fp è lfpmcm ( Bn . . . , Pn ) .

Dive .
Sia K il campo di spazzamento .

Dato che contiene un Cds di q.ca>

allora contiene Epps , dunque p, / [ K : Fp] ,

e così via . . .

pj / [ K : Fp ] ,

dunque mcm ( pe ,
. . .

, Pn) / [ K : Ifp ] e viceversa lfpmcm ( Bn , .. . , Pn) ha questo grado .
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Esercizio ( 11.3.9) : sia IK sottoestensione di Galois K
.

Sia F sottoestensione di K .

Siamo IK
,
F E L

.

Allora IKF è di Galois



su F e IK è di Galois su KMF .

Siamo H = Aut (ikff ) e G- = aut ( " .

Sia Io : ti → G-

o a 01k

allora è isomorfismo fra H e aut ( '

%, p ) .

Visualizziamolo : o

G-al = H

IKF) th : di Galois

\
1K Aut/"Vinni) e

IKNF
hp : |

di Galois \
01K G-al= G- K

IKF = { somme finitedi prodotti di ll . di K ed al di F 7
sommefinite di . . . * o |

E-sempio-ikefntkzfzt.it Ksfs

•
Kifitkifr' + . . _ tksfs

'

,

È

Dini : sia • c- aut ( ""%) .

oh,
e aut (% ) perché 1K = K è di Galois

.

Quindi ¢ è omo ben definito .

Poiché o fissa F allora 0 / × fissa lknf quindi In c- Aut ( %,p) .
Chi è Kee ? Sia o c- Ker allora Q /✗

= identità .

O fissa F e fissa IK , quindi o fissa tutti gli elementi Kafr + . _ . di IKF
.

Kiti + . . .

Dunque è iniettiva .

Sia de IK un elemento lasciato fisso da tutti gli automorfismi di

Im = ( H) è 0 / µ .



Dunque o c- Aut ( 1K¥ ) vale che 0
/ ✗
(a) =D

,
ossia 0 (d) =L

.

Poiché IKF ZF è di Galois ⑦ a c- al campo base F
.

Dunque scopro che ✗ E KMF
.
Ho dunque dimostrato che il campo fisso

di (H) è IKMF
.

Poiché IK = IKNF è di Galois , per la Prop . 11.1.1

vale che (H) = Aut (µ ,p ) .

↳
perché l' estensione alta

è di Galois

⑦ perché k è un campo di spazzamento di un polinomio separabile

f- Csc ) E K [se ]
,

IKF è
campo di spazzamento di f-cx > su F

OSSIA se 1K - K (y
, ,

. . .

, Xr ) ,
IKF = F- (81

,
. . .

,
or )

Corollario : sicuro /K ed F come nelle ipotesi sopra .

Allora [IKF : F ] / [ 1K : K ]
.

È falso se IK non è di Galois .

Controesempio se IK = K non è di Galois :

CALEB
,

ÌE ) = ch (52
,
G)

2 →
pol min di ↳ :

✗
<
+

action(TEG ) 6 Oncie )

Pol . mia di PE 5s : ← 3 3

consè-2

Esercizio ( 11
.
3. 10) :

siamo ke e Kz estensioni di Galois di K e sia Ke ,
Kz E L

campo .
Allora Kaka è di Galois su K .

Inoltre la mappa

0 : aut ( k. ) → aut ("%) ✗ aut (%)
è un omomorfismo iniettivo .

Inoltre se Kinka = K allora è isomorfismo . papamobile

Dice .
K, sia campo di spazzamento di un certo polinomio f. (⇒ su K .

kz " " "
" " " " "

f- <(x> su K .



Allora Kika = K(de
,

. . .

,
dr

, poi , . . . , Ps ) dove li , . . . , dr sono le radici di f. ( sc)

e poi , . . . , ps
" " "

di face)

Dunque ke ke è il Cds di § , ( sc ) f-<Csc) che è separabile in

quanto prodotto di separabili .

O omo iniettivo è immediato perché se per me • c- Aut (ke ) .

Vale o / µ,
= id e 01 = id

,
allora o = Id su kik 2 .

Kz

Sia infine Kinka
- K

.

H o

di Galois

,
_
Kika
Idi

Galois

ke ka

t /di Galois
\ # Kanka ✓ di Galois9 G-

Per quanto visto nell'esercizio precedente , se o
,
e G- = aut ( )

3- o c- Aut (Krikka ) tale che 0 /
µ,

= 01 .

Ora noto che 0 (o ) = ( o /
µ

,
o / µ ) = ( or ,

Id )
.

Allora in Iuerl ho Ant(1¥ ) × } Idf .

Analogamente dimostro che in Inno c' è / Idf ✗ Aut (KK ) .

Dunque Iwo = aut (%) ✗ aut (%) .

Esercizio Si consideri K campo di spazzamento su Ch di ac
'
-2

.

Determinare [ K : CHI e Ant (% ) e infine descrivere
,
se esistono ,

i sottocampi di K di grado 5 su Q .

chiamo H

fieSol
.

. } cioe K = ca ( 9s
,
) ) il suo GaeT

è |
fissa E 4

✓
- si

chiamo "
QC%) capir )

|
" """

eil Gae | ;D 20

T

di Galois 5

4 Ch
t

(Cds di 4) | perché radice di 94

t
radice di sci- 2 irrid

. per Eis . + LG.



Aut ( ch ( 5-% ) e 2,
#
E 2¢ → è ciclico

t

per il
teorema

t
è ciclico generato da 2 dove 2 ( Es ) = E}

Per il primo esercizio so che H E G- e più precisamente che esiste

Ì c- Aut ( (e) ) = H tale che è la,g)
= e

IN CONCRETO : è(E) =E)
E (g) = gè /

° (E) = 4 → stesso ordine di c.

Ora noto che Ant (↳( g,) ) è ciclico di ordine 5 ed è generato da 0

0 ( 55 ) = 55 → lascio fisso il campo base

o (E) = E 55

Dunque in aut (%) ho (E) e ( o ) .

Dato che Q E ca (5s ) è di Galois
,
(o ) 4 Aut (%) .

Poiché co ) n (E) = / 01 segue che Ant (%) = ( o ) (E) ossia è = 25 ☒%,

Esa: Fare il coniugi rode
-1
= 04

Per descrivere i sottocampi di grado 5 come i sgrp di aut (%)
di ordine 4

.
Uno lo conosco : è H = (è) (era ordine 4)

Non è normale perché il suo campo fisso non è di Galois ,
ma è un 2-Sylow .

natante)
ha = 1 (2) e nz I 5

.
Visto che

>

- allora ne = 5 .

Quindi per il teorema di corrispondenza so che avrò 5 sottogruppi .

Uno di essi è 0h (%)
.
Gli altri 2- Sylow sono i coniugati di H :

H
,
o Ho

_ '

,
ol Ho-2

,
o
>
Ho

->

,
o
"
Ho-4

So che Fioc (H ) - CAKE ) - Ko
,
chi è Fioc (o Ho -1 ) ?

Considero o (che ) )
,
è un sottocampo .

io

considero ora o H (oncie) )



-

oh0
- '
o ( § ) → viene mandato in sé stesso

Dunque Fioc (o Ho -1) = o (oncie ) ) =@ ( %) = K ,

analogamente Fioc ( oi Ho = oi (Chee )) - ki sono tutti distinti tra loro

D= : Noto che ti # j Kinkj = Ch (Per ragioni di grado )

0

Problema inverso di Galois ( FORMULAZIONE I )

1) Dato G gruppo finito ,
esiste un estensione di campi FEK di

Galois tale che aut (%) E G- ?

Sia G- = Sn .
Considero F ( sci

,
. . .

,
scn ) = | 8C"" . . .

/
"n) gc . . . ) e F [sci

,
. . .

,
Jen ] |

| hl>cui , . . . , >Cn ) LC . . . ) e F [ sci
,
. . . ,
scn ] \ { ° { |

Sn agisce su Sn peeuuutando le variabili .

Agisce come me atomorfis.no : oesn 0 ( f- + g) = o (f) + o (g)

o ( f-g) = o (f) o (g)

Dunque 0 E Ant ( Fisco ( scn , . . .

,
>cn# ) .

è di Galois
-

f- (× .
,
. . .

,
✗ n
)

e il G-al
V1

è Sn Fioc ( Sri )
-

allora Sn < aut ( f- ( an , . . . , a ) . v1

F

Def .
Fioc (Sri ) è il campo delle funzioni razionali simmetriche

03-12-2021 Lezione 28 Prof . Collegano

avevamo visto che 55 E ch ( Es ) .

Vediamo
un altro caso .

Esercizio 1 : ⑤ Quali sono gli ne 2 tali che Tn e (G) ?

CQ ( 57 ) ha grado 6 su ch
, dunque devo considerare la

sottoestensione dei grado 2 su .
Per il teorema di Corrispondenza

ciò equivale a trovare i sottogruppi del Galois di indice 2
,

ovvero di cardinalità 3 .
G- ÷ aut ( laCHA ) = (Za)

#
= kg

che ha un unico sottogruppo di indice 2
,
e quindi di

ordine 3
,
vediamo chi è :



G- è generato da 0 : §→ 37
>

che era ordine 6
.

I sottogruppi di G- da chi sono generati ? C'è un sottogruppo

di ordine 2 generato da 0
>
e uno di ordine 3 generato da o?

Quindi voglio concentrarmi sul campo fisso dell'unico sottogruppo

di ordine 3 : quali elementi lascia fisso 02 ? 02 : 3+ → È

Per capire chi sta nel campo fisso di < o
'
> posso studiarne

l'orbita : E
+
+ E[ + EÌ = d , è chiaro che & viene lasciato fisso

↳ E Erb 7

da 02
. Infatti ero :

•
< ( E+ + EI + Ef ) = o ' (E) + OYEI ) +è ) = È + È + È = a

"

Dunque ero la seguente torre di estensione : Ea

ca ( Ez )

6 caca ) c- Ch ( E+ )
" °

"

>

cioè il campo fisso rispetto a •
<

« <
2 Come faccio a concludere che sono = ?

Oh

3 6

Considero d' = EÌ + Ez
"

+ Ez + 2£ + 2 È + ZE
,

-

a-

So che 1-+ Ez + EÌ + . . .

+ EÈ = 0
.
Ma allora ho che :

è + a + 2 = o ⇒ ✗ è radice di pcsc> = >c- + sc + 2 .

D= 1- 8=-7 non è ☐ in Ch ⇒ con (d) = ch (VI ) =@ ( ira)

Questo mi dimostra che il grado di ch (d) su ch è 2 e

quindi che con (d) è il campo fisso di Co2 > .

Tutti i quadrati che posso trovare in ( Ez ) si trovano in ( it )
.

⑥ cerco adesso IF te ca ( Ex ) E F- E ca di grado 3 su Ch .

Sarà Fioc ( < o
>
> ) . Analogamente studio o> :

o
3
: E

a

> EI
>

)
E> + &

'

, g; g
,

|
°
> fissa F- ↳ + EI

'
⇒ ca ( p ) e Fioc ( < o

>
>) =p



Voglio dimostrare che sono uguali , ho due strade :

⑦ Dimostrare che il polinomio minimo di p era grado 3

② So che ho questa estensione :

ch ( Ez )

⇐ z
Mi basta dire che questa estensione ha grado E 2

ti

6 @ ( p ) trovo il polinomio minimo di Ez su 0h (p)

E 3
+

sè - poco + 1 e ca ( p ) [ se ] e si annulla in 7
con te

L' estensione sua grado = 2

Esercizio : sia p un primo , per quali n ho Tn c- Ca ( Ep ) ?

Esercizio 2 i ② Trovare K un' estensione di Galois su @ tale che

G-al (% ) = 22×24 .

K = ch ( Es) ⇒ G-al (ch ( Ens↳ ) = (Z» )
*
= ( 23¥ × ( 2

,
¥

= 22 × 2¢

⑥ Trovare K un' est . di Galois su @ tale che Gal (% ) E Zg
Cerco un primo p tale

che p = 1 ( 83 ,
ad esempio p = 17 .

G- : -Gal ( Enz↳ ) E @ e-a)
*
= 21g , prendo le G- tale che

re : 2.x ' LI
'

|
g
come prima : Fioccare > > = ch (

E¥
)

↳ + E ' {È + E
#

Ho la seguente torre di estensione :

ch ( Eria )

E 2 -1 0C
=
- poc + 1 Pol . minimo

con ( Era + E.È ) = K ⇒ Gal (%) E kg
E 8

a

⑥Trovare K un' est . di Galois su @ tale che Gal (Hq ) E Z?
Considero Ca ( V2

,
V3

,
V5 )

,
devo mostrare che ha grado 8 see Q :



cacce
,
v5 )

con CVE ) 4 ca ( V3 )

V2 radice di sè- 2 ← 2 Oh 2
~, JCZ - 3 Si annulla in V3

[@ ( V2
,
V3 ) : ch ] = 4 perché altrimenti dovrei avere , presi a ,

b C- On

( a + bB)
'
= a
'
+3bit LabB = 2 ⇒ ab = o n ( a' = 2 v 36<=2 ) ha

In generale : @ ( Tn ) = Oncrm ) ⇐ mn è un ☐ in 0

Ho dimostrato che [ ch ( V2 , 53 ) : la ] = 4 , per dimostrare [ 1K : ch (Fs)] = 2

non basta confrontare V5 con 52 e 53 perché in Ch ( V2
,
V3) c' è una

terza estensione quadratica : Ch ( V6 ) . Dunque ho :

IK

Chae
,
v3) ca ( Fs )

cancro ) oncie ) cacrs)

Q

Per dimostrare che [1K : ca ] = 8 mi basta vedere che

queste quattro estensioni quadratiche sono tutte distinte
.

Vediamo ora il Galois : G : -Gal ( ""Ch ) è generato da :

or : ( T2 t ) -E or : ( T2 t ) E or : ( T2 t ) T2

t ↳ 53
|
V3 '→ -53

|
V3 '→ 53

le → e tu e r-si-s.rs

Siamo sicuri che un tale elemento esista perché se G- ha 8 elementi

questi saranno della forma o :( V2 1 ) ±E perché siamo obbligati a

|
v5 '→ ± v5

e → ±E

mandare ogni elemento in una radice del suo polinomio minimo ,
ma in questo

caso no al massimo 8 elementi
, quindi questo mi garantisce l'esistenza

di 0
, ,
Oz ,

03 i questi chiaramente commutano fra loro e hanno ordine 2 .



Dunque possiamo concludere G- E ZÉ
.

Esercizio 3 : Sia pcsc > = ( Sc
"
- è +1)(x2- 3 )

,
calcolare il campo di spazzamento

e gruppo di Galois su e su Ifts
.

Noto che (sc" - >c' + 1)(sc " + sc'+ 1) (sc" - 1) = si' - 1

Come sappiamo dalla teoria : (sc
"
- 1) =P, (a)¥ >c) ¢

,

(sc) e

(SC" + x2 + 1) = ¢
>
(SC )

•
( sc) e poiché è

'
- 1 = IT ¢

,
Cx) otteniamo

d / 12

È -è-1 1 =
<

( sc )
, dunque il suo Cds è ② ( Esa )

,
mentre sè- 3 si

annulla in V3
, dunque il suo Cds è ca ( v5 ) .

Per studiare il Cds su CQ di pcsc> studio quindi Ch ( Eu ,
V3 )

ch ( Era
,
V3) =/K

Il gruppo
è = (Zia)

#

t
= " ✗ E

'

gca ( za)
⇒

Oncie )
3 sottoest . di [Galois

| qua) = ¢ 2grado 2
ca

per capire [ IK : ch ] devo studiare con (B) non ( Eu) .

Cerco la sottoestensione non banali di ch ( Er ) :

Fa è radice 12
"

primitiva di 1

3

Fa è radice 4
"

primitiva di 1

E
,[ è radice 3

"

primitiva di 1 lo sapevamo
anche dalla teoria

✗

Dunque E
}

. E
4
è radice 12

"

primitiva di 1 ⇒ ca ( Er ) - Q ( E } , Ea) .

Allora ho il seguente
"

diamante
"

:

ch ( Esa ) =/K = ca ( Es )

4
Online ) = ca ( E> ) caca

,
) = cacci )

2

@
2

Dunque 0h ( En , 53 ) = ca ( 2,2 )
= 1k e [ 1K : ch ]= 4

, quindi ho

G-al (
"%) = (Za)

#
E @3)

*
✗ (Za)

#
E ZÌ ( come sappiamo dalla teoria) .



In Ifis ha invece che SÉ- ac = 0 ( 13) Usc , dunque si ha che il

c. disp .

di sc
"
-e
'
+ 1 è 11=13 perché è

>
- se = ✗ (sè - 1) E 0 (13 ) ;

d'altra parte -3 = 36 Cts) ⇒ x2 - 3 = ( x + G) ( sc - 6 )
, dunque il suo cds

è /Fra ⇒ Il Cds di pcsc] Su Feng è proprio Fns .

Esercizio 4 ( 11.3 .
5 delle dispense ) : Calcolare il Cds e gruppo di Galois

di pcsc> = Scs - 2×4-8=2+16 su CQ
,

11=3 e lfg .

Noto che pcsc> = >c
"
( x2 - 2 ) - 8 (x2 - 2) = ( x2 - 2) ( SC" - 8 ) , perciò considero

a ( E
,
Fs

,
i )
,
ma KE )! E e (E)

'

= Fs ⇒ il Cds è cacti
, i ) .

Allora guardo le torri di estensione :

oncie
,
i ) = 1k

① = @ ( i ) 8 Oncie ) E IR

2
con

4

Gli elementi di Gal ( "%) sono del tipo { FE
' ' li )

"

V2
,
con a--0

,
_

,
}
.

I l ' ± i

Poiché /Gal( ""ta ) / = 8
,
tutte queste

"

ipotesi di automorfismi
"

sono possibili.

Infine ,
visto che Ant ( "

"

ka ) ha un sottogruppo di ordine 4 e

un sottogruppo di ordine 2 non normale e inoltre CQ E laCIE )

non è di Galois
,
aut ("

"
ta ) = Da

.

Su lfg , pc>c)
= (x2- 2) (sc" - 2)

.
2 non è un quadrato in IF

} ,

dunque IF
>
(T2 ) è un'estensione di grado 2 in cui sè -2 si

spezza , ma esiste un' unica estensione di grado 2 ed è 11=32 = Fg .

Poiché 22=1 (3)
,
una radice 4

"
di 2 è 8

"
di 1

. lfg
#
E Zs

,

quindi scs -2 era come radici gli elementi di F-
*

g .
Quindi

il gruppo
di Galois è Gal ( lfszyf

,
) E 22 .

Esercizio 5 : calcolare il campo di spazzamento e gruppo di

Galois del polinomio f- ( sc ) = e
' -2 suo CQ

.



Chiamo E il campo di spazzamento di fcsc> su Q e chiamo

G- = Galera )
.
Considero E = @ ( % fa ) . Sappiamo che È -3, + 1=0 ,

cioè % è radice di sè- se + a che ha D= -3 ⇒ ca ( % ) = @ ( Fs ) .

E

12

IR# On ( irs ) = ca ( Es ) oncie ) E IR

2

con
6 7

«
6- 2 è irriducibile per
Eisenstein + Lemma di Gauss

Quindi [E : la ] = 12 . G- non è abeliano perché Checa (E)

non è di Galois e quindi non tutti i sottogruppi di G- sono

normali in G-
.

G- contiene un sottogruppo di ordine 6
,
in quanto se considero il

campo F = ca (Fs ) e di conseguenza E = F (E)
,
il gruppo

G-all IF )

ha 6 elementi determinati univocamente in base a dove mando

%
, cioè % '→ {[% ,

con a- 0
,
-

,
5 ( cioè 6 scelte) .

E contiene un campo K tale che Ch E K è di Galois e Gal (Hon ) ± ZI ?
1-
Soluzione :

con (E) E la ( V2 ) e ha grado 2 su Q )
① ( %) = ch ( ira ) c- E a era grado a sua

|
K = @ ( t

,
IB )

K E 0h è di Galois perché cds di Coca-✗ + 1) (x2- 2)
,
e [ K : la ] = 4

,
infatti :

F-0⇒ Zb =-3 I
its c- con (E) (⇒ (atbrz )

>

= ( iva )
'
⇐ a'+ Zabitz + Zb' = -3 (⇒ Zab V2 = o

b = o
⇒ al = -3 I

/ Gol ("ka ) / = 4
e i suoi elementi devono mandare radici in radici .

Dunque ho 0 : | v2 → ± TI 4 possibili automorfismi , tanti quanti gli elmi .
its → ± its

del Galois
.

I generatori sono : or : } V2 → - V2 e a : ) V2 → V2 .

its → irs I iv. → - its

0,2 (E) = V2 e à ( i v5 ) = i v5
, dunque sono due elementi di ordine 2 .

Dunque Gal (%) E 22 ✗ Za ( 7 ! se e 2¢ te sc' = e)

-1



09-12-2021 Lezione 29 Prof . Gaiffi

Esercizio : Sia K campo finito e siamo d , P algebrici su K con

[ K (d) : k ] = 5 e [ K ( p ) : K ] = 4 .
Dimostrare che [ K (ap ) : K ] = 20

Sole : K= IFQ con q potenza di un primo ( conosciamo tutti i campi finiti )

K ( ×
, p )

E 5

K (d) 20 | K ( p ) = lfqa

5
µ

4

poiché [ Kcd , p ) : K ] E 20 ed è diviso da 4 e 5 allora [ KCL
, p ) : K ]

--20
.

K E K ( Xp ) E K ( d , p )

¢ |
caso⑦Dunque [ KGB ) : " ] =

20 /
caso ②

Caso① : avrei allora Xp c- Fga ( lfqd E Fan (⇒ di n )

Poiché K ( p) = lfq " in questo campo troverei ¥
=L

,
ma [Kcd) : K] = 5

. }

Caso② : allora K (Xp ) contiene lfps = K (d) e quindi K Cdp) contiene

dai =P .
Allora [K (Xp ) : K ] = 20 e per questioni di grado K(✗B) = KG , p ) .

Esercizio : sia f- (sc) C- Oh [ se ] irriducibile di grado 6 .

Determinare le possibili fattorizzazione in Oncie ) (sc ) .

¥ : sia ✗ e ① una radice di f-Csc) .

① ( X
,
LE )
µ grado del fattore irrid .

di fcx )E 2

in @ (E)( sc) che si annulla in d

Ela (d) On (E)
lo

6 2

con



[ ① ( d
,
V2 ) : con ] =

/
«

\
g

3

Di
conseguenza [ ca ca , V2 ) : con (E) ] = %

Tutto dipende da se 52 E con (d) oppure no .

Ci sono dunque 2 casi :

1) f- ( sc) si spezza in due fattori irrid . di grado 3 in 0 (E) ( sc) .

Es . sto_ 2 = (x
>
- V2) (x>+ Tz )

2) fax ) rimane irriducibile in Ch ( T2 ) ( sc )
.

Es .

sccot È+ ×" + a> + × + 1

In @ (g) dato che Ant ( ca ( G-↳ ) E 26 esiste una sola sottoestensione

di grado 2 ed è ch ( if ) .

Quindi CQ ( V2 ) ¢ @ ( [+ ) e sci + se + ×
"
+ x

>
+ E
'
+ se + 1 è irrid

. in @ (E)(a)

Esercizio : sia pcsc) =✗
4
- 2×2-2 E la [se ]

⑦ Trovare il campo di spazzamento K see On

② calcolare [ K : ca ]

③ Determinare aut ( Hq )
Sel : ⑦ Si trovano le radici : ± Jett

sia ✗ = ✓ e + v5
, p

= Vi - v5 E ¢ IIR

[ On (d) : con ] = 4 perché se
"
- 2×2-2 è irriducibile ( per Eisenstein)

Q ( d , B) Noto che d' = 1 t t . Dunque V3 e con (d)
.
Ora P'= 1- V3

| 72
quindi p è radice di x2 - 1 + v5 via con (d) [ se] .

con (d)

Allora [@(✗
,
b) : con (d)] = 2 .

/ 4
Ch Infine K = On (X

, p ) dunque [ K : ch ] = 8
.

Noto che On E ☒ (d) non è di Galois perché non è preservata dagli

automorfismi in Ant (Hq ) .

Quindi aut (%) non è abeliano perché contiene un sgrp non normale .



Dato che in Qs tutti i sottogruppi sono normali ⇒ aut (%) =D4
vista la classificazione dei gruppi di ordine 8 .

Guardiamo più in dettaglio .

Sia C un coniuge in Cl :

c (d)=L

CC -d) = - a

c. ( p ) = _a
ch E K è di Galois quindi è invariante

c (-b) = p per c che è automorfismi di Cl
e

Quindi ce Ant ( Hq ) e ha ordine 2
.

allora Fiocca ( c ) ) = la (d) ( per ragioni di grado )

se calcolo xp = ✓ et vs V1 -53 = V1-3 = i TZ E K
. Dunque CQCITZ ) E K .

t

di Galois⑥ ( xp ,
d) = On (d

, p ) = K
'
4

xp ~
Online) con (d), , con

me aut 9 in Ant (% ,io , ) è determinato da 9 (d)

p è determinato da & perché aut (% (io)) lascia fisso it = Xp .

Il polinomio ×
"
- 2×2-2 è irriducibile su 0h ( i v2 ) perché il grado

[ K : online ) ] = 4
.

In aut ( Hq ( ire ) )

q : ✗ → ✗ ricorda : ap= iv. è fisso allora se

✗ → d
, p → p mentre se

92 : ✗ → - d ✗ → - ✗ , p → - p

43 : ✗ → a

4¢ : ✗ → -p

Dunque 91 , ✗ < , 9} , 4¢ hanno ordine 2 (sono il Klein )



( Za × 22 K Zz = (C) } Galois |Galois

l caca (a)

g
Galois

Galois {
I 22

uno dei due è normale
,
l' altro no

aut ( Von ) E ( 2
,
× 22 ) × 22

←
e il loro prodotto dà tutto .

Cesc = ?

C Cls C (d) = ( y, (d)
= ( ( p ) = - p

Dunque Clfg C = 94 → Non commutano !

Es : esibire un elemento di ordine 4 Hint : iniziare dall'OSS
. precedente

Esercizio : È-2
,
K campo di spazzamento su Ch . Sia L= KM IR .

① calcolare [ L : ch]

② Dire se L è di Galois su Ch
.
Se non lo è

,
determinare la

massima estensione di Galois contenuta in L .

Sole : radici È d con LEE

K

a (G) al Catt )

Gal E kg
•

con
7

→

il comizio CE Ant (Q (5¥ )

Fiz ( cc )) ha dunque grado 3 see Ch
.

"

(g)AIR è di Galois ?

Dato che (c) è normale in 2g allora con (G) n IR = Fioc ( ( c ) ) è di

Galois
#
in ca e aut (Fiocca%) E 23 .

⑦ Per il Teorema di

corrispondenza !

Tentativo : costruisco Fiscccc ) ) @ (d) .

Per ragioni di grado Fioc (cc )) caca ) ha grado 21 su con



Fise (cc))@ (a)

Fioc ( ( c )) 21 Ch (×)

3 7

ca

analogamente per ragioni di grado ecco che [K : Q ] = 42 .

Noto che c è anche in aut ( Kla ) .

(= Fiscc visto come sottocampo di K allora [ L : @ ] = 21
.

Dunque per ragioni di grado L = (57 ) n R) la (d) .

Infine , con C- L non è di Galois perché contiene ✗ ma non E 2 .

la (G) n IRCLUI
è di Galois

Q

Se M è la massima ( per inclusione ) sottoestensione di Galois di L

allora MZ con (G) MIR e dunque 3 / [ Mia ] / 21 dunque [ M : ch ] =3

e M = @ ( Ea) MIR .
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Esercizio 1 : Sia pc>c) = (x2- 2) ( sc
'
- 3) (x2- 6 )

,
chi è il Cds su Q ?

Ch ( 52
, 53,56 ) = ca ( V2 ,

v3 )

il
56 = t.rs 4

a

Gal (alta ,Bka ) = %
✗ %

pcsc) ha sempre almeno una radice in Fp Yp primo ( claim)

se 2 non è un quadrato in Fp )
3 " " " " " pp )

⇒ 6 è un quadrato in Ifp ?

2,3 C- Ifp
#
ciclico di ordine p -1

☐ = / se c- Fp
#

, Zy e F-¥ te se = y
' {



in notazione additiva : ☐ =) se c- G- / 3-ye G- ,
se = y + y

= Zy {
+ Se prendo 2 eteree

.

ciclico che non stanno nel

di ordine m
gruppo allora questi

staranno nell' unica

altra classe laterale
G- - cm ) ☐ = 2cm e se m è pari cmfzc.me 22 del gruppo

In conclusione è sempre vero che il prodotto di due non

quadrati è un quadrato in Fp .

Esercizio 2 : pcsc> = se - 2 Su ltj ,
chi è il Cds ? Gal ?

Noto che 2 = (- 2)
7
in Fg perché C-2)

"
= 4 = - 1 ) (- 2)

+
= (-2)

" (-2)
>
= 2

⇒ pc>c) = set - C- 2)
7

Per avere il Cds di pc>c) devo avere le radici 7- me di 1 .

Per avere le radici 7- e devo andare in un'estensione Fg " in

cui IESÉ contiene elementi di ordine 7 ⇒ 3- se E ITJÈ tc È= 1-
.

• 715
"
- 1 chi è l'ordine moltiplicativo di 5 modulo 7 ?

5<=-4 (7)

5
>

= -1 (7)

56=1 (z) ) 7 / 5° - I ) K- ltjs
°

ltj , Gal (%
,
) E %

Esercizio 3 : pc>c) = (è - 3)(sc
"
-3)

,
cds su Ch

.

Il Cds è K=@ (t
, % ,

V5
,% ) ma per calcolare il grado devo ragionare

con le estensioni : lo posso dedurre subito da ↳ n La

K

- Liars.si ÈÈ;È .ie
" -ma a-ae.is

3 I↳nlz 14
di di

Galois 6
/ < 8

,

Galois
a

-

55 . io e la :@ ( IB ) = ch ( f } )
⇒ / L

,
n La /⑤ 2 è 72 e divide 6 e 8
↳

⇒ è proprio 2
⇒ [ K : con ] = 24

.

• Mostrare che Gal(% ) contiene un elemento o te o fissa i ,V3

o : ibi sit



Considero il Cds in questo modo :

-

K = @ (
"

E
,
i )

2

Il gruppo di Galois

ha 24 elementi ⇐ 24 Oncie ) = @ (V3
,

V3 )

12

-
a

12

Un elemento del gruppo
è del tipo e :{È- È

"

Fs ae Zia scelte

2

Dunque ho 24 elena
.

,
intotale (come #Gal) ( i i > ± i scelte

al massimo !

• :
/
"Ti- - if it - if

it -sisi| i → i
~

, I. = - i
soddisfa
le richieste ottengo

'→ E scelta obbligata
questo

• Descrivere le sottostazioni di K di grado 4 su Ch
.

Sia LCK
,
[ L : ca ] = 4

.
Allora per La ho 3 possibili casi :

[ Ln La :@ ] =
/ ⑦

No !

| ②
NO !

↳
ha grado 8 su Q

4

[Lnlz : la ] = 2
K

L . La -

impossibile !
2

↳ 1g
24

/ s
on -

[ Lala : ch ] = 1
1 K

cioè
,

l' ha -

impossibile !
8 4

L 24
Lz 32

ti .
Ln la

= | _
' di Galois



Quindi sto cercando le sottostazioni di ↳ = @ ( V3
,
i ) di

grado 4 see Q .

Gae (Lala ) = Da
↳ è un sgrp di sa di 8 elementi ⇒

È Da

Ice ☐
4
ho 5 al di ordine 2 ( generano sgrp di indice 4)

☐
«
=

{ p : {
% '→ i

,
o : gita% y

i '→ i | i → - i

I.[
generatore di generatore di } generano tutto Da
Orée 4 ordine L

Fiscp
'
= On ( i

,
% ) ) c'è un contenimento e

| nonno lo stesso gradoFisco = On (V3 )
%

p :
- i i

° :

"

siÈ
po
:/ V3 ↳ i r

| i → - i
-È.

Fioc ( pro ) = califfo )

Fisct po ) son ( ( i. +1)V3 )
-

v'+12 = O

↳ irrid. per Eisenstein

Fioc ( p%) = Ch ( ( e - i) it )

-

pro : {
"③ '→ -if

i → - i

Esercizio 4 : Sia t - x
>
+ è

>
e ④ ( sc ) > ¢ (t ) un' estensione .

Che posso dire di questa estensione ?

① ( sc )

E 3

E (x> ) → chi è il polinomio
minimo ?| E 2

irriducibile in ¢ [È ] [z ] E (f) = E (x
>
+ ×

-3 )
t

z
}
- ×

>
€ ¢ (d)[2- ]

2 -3
Z - t Z + -1 ha radici x

}

,
JC



A

((t ) [ 2- ] ma lo posso pensare anche come pol.in CI[t ] [Z ] ma

è ¢ ① [t ] = E[ se
>
+ è

> ] .

① ( SC) è di Galois su Cl (si )
.

É - t-2> + 1 è polinomio minimo di sc in Cl ( t ) [ 2- ] e le radici

:sono sc 5 ,
a-

± È con a c- 23 .

① (✗% ( e ,
è di Galois di grado 6 .

Un elemento o e Gal ( Ecc# ( t ) ) è determinato
da 0 : x→ È >c'⇒

Dunque ero 6 possibili elementi , tanti quanti #Gal .

q : x i-1 >c-
1

ci 02 : se 1- % è
'

% : >c'→ % x ora : × , > già ,

⇒ «al non abeliano ⇒ S
}

• Quali sono le sottostazioni proprie ?

! ¢ (x} ) = Fiacca )

2

ect)

② E Csc)

/ < 2 perché radice di 2- 2- (set>c-
'

) Z +1

E (se + si
' ) c Fie ca )

E 3 3

① (t )

③ ECsc)

2

Fiocco
, or ) C e ( se + 5, >

c-1)

f 3 3

E (t)



④ Clcx)
2

2

/ < a → Z
'
- ( x-1 § si

' ) 2- + 5
,

Fise (qo!) > ( (x + { a- ' )

E 3

E (t )

Esercizio 5 : Per quali ne 2 Tn Eca ( Gp ) con p primo ?

ca ( Gp )

q (p ) =p- e i Gol (ch (5PM ) è (Zp )
#
± Zp - afa

contiene un' unica sottoestensione di grado 2 in ①

n

corrisponde
✓

campo fisso dell'unico sgrp H di indice 2 in Ifp
#

✗ = [Sia
☐ in ><¥

SÌ = [ È
Spia in f-

*

p

p-1
i

So anche però che [ 5
,>
= o = = + [ SÌ + E Spi

i -0 ☐ in zp
# ☒ in 2¥

Prendo S = [ SÌ _ [ Spi che è invariante per H .

☐ in 2¥ in Zp
#

P- I P-1

S = [ Epli) Spi dove Ep (i) =
/ ± ☐ in ZÉ ⇒ s' = E [ Epic) Eplj ) Spi

i. c- 74¥ | -1 ☒ in 2¥
i --1 j =]

Es : In Zp
#
ho i

☐ . ☐ = ☐

. # = ☐

☐ . # = ☒

Guardo tutto in 2¥ E 22 ,
e ho che :

quadrati
p- I P-I P-T P- 2

s' = E [ Epcij ) Spi È
"" [ [ Ep ( ilµ) Spit

""
=
È Ep (⇒ %

""" >
=

i = 1 j =] i = 1 K=L i.=L K-_ 1

p -2 p -2 P - 2

= [ [ Ep (h) Sp
""">

+ ( p - 1) Ep C- 2) = - [ Ep ( n) + ( p - 1) Ep ( - 2) =K=] i = ] K = 1

-

= -E
,>
(k) perché È }! = -2

i =L



P- i { p se -1 è ☐ in 2¥
= -[ Epck) + pep (- 1) ⇒ s'=p Ep C- 1) =

K=L

- | - p se -1 è ☒ in 2¥
= o perché

11-1-1=1☒ 1

ma - 1 è ☐ in 2¥ (⇒ 4 / p - 1 , dunque n = m
'
o n = m' rpt con me Z ,

e -1 è ☒ in 2¥ (⇒ 4 / p+1 , dunque n = m
'
o n = m' V7 ,

con me Z .


