
SISTEMA ASSIOMATICO

DI KOLMOGOROV

t
I 0 - algebra è un insieme delle parti di a tale che :

• 0 , r c- I

•

se a c- 7
,
a
'

c- I

•

se (a)
ne µ

C 7
, È an E 7

Data la coppia (r
,
7)

,

la probabilità
• PROBABILITÀ

è una funzione P
: 1-→ [ 0,1] tale che

P (r) = 1
↳

la terna (d
,
IP
,
7) Il (a)

ne
CI a due a due disgiunti

è lo spazio di prob .

Piney an ) = ?
",
Plan )

tappo
) -- O e PIRKI ← PROPRIETÀ

-* inclusione - esclusione

→
se an B =p ⇒ PCAUB) =P (A) + PCB)

PC È
>

An) = È
,

Pini) .
ag

0 E PIA ) E 1
* { se ACB ⇒ PCAJEIPIB)

play = 1- PIA)



CASO DI UNO

SPAZIO FINITO

✓

se gli eventi sono

legniprobabili

allora si parla di

v

PROBABILITÀ UNIFORME

✓

PIA) =
#A =

casi favorevoli
#a

casi possibili

PIAUB) =P/a) t PCB)

Formula di disintegrazione :

IP (A) = Plan B) + Plan B
'

)



IN SI E MI

B. = ( BIA ) u (AnB)

A- = (Al B) U ( AnB)

AUB = ( A' B) U (BIA) u ( A n B)

leggi di De Morgan :

° ( FU G)
'

= f-
'

n G-
'

• (Fn G)
'

= f
'

u g-
e

leggi distributive :

• ( Fn G) UH = ( FUH ) n ( GUH )

• ( FU G) nh = lenti) U (Gatt)



2 EVENTI SI DICONO :

a

INDIPENDENTI
"

DIPENDENTI

se il fatto che si verifichi o se il fatto che si verifichi
meno il primo non altra o meno il primo altera

la probabilità che si verifichi la probabilità che si
il secondo . In questo caso si ha verifichi il secondo .

In questo
caso si era :

Plan B) = Pla ) . PIB)
P ( An B)=P(B) PCAIB )

estàpie :
"

probabilità di A sapendoB
" d

esempio :
-

estrazioni@ reinserimento estrazioni⑦ reinserimento

01 ② L' indipendenza a 2 a 2 ☒ ① IPCBIB
'

) =
non garantisce l'indipendenza

② Plat B) = PlanB)
② L' indipendenza dell' intersezione PCB)
di tutti gli eventi non garantisce
l' indipendenza ③ se PIA / B)=P/a) allora

PlanB) =P(a)PIB) cioè apsiudip.③ an , . . . , An indipendenti allora
ai , . . .

.
An indipendenti ④ Pla ) = PlanB) + PlanB')

.

(vale per tutte le combinazioni di = Plat B) P(B) + IPCAIB') PCB
')

ai o Ai es : an
,
ai

,
a}
,
AÌ ,Ast . . -sai) formula di disintegrazione

⑤ PCAIB] =P[Bla] f÷, formula
di

Bayes



ESPERIMENTO A PROVE

RIPETUTE INDIPENDENTI
o schema di Bernoulli

si ripetono delle prove o esperimenti n volte

ogni prova può avere due esiti
/
successo

\ insuccesso
ez : lancio di una moneta :

testa = successo
,
croce = insuccesso

Il successo avviene con probabilità p c- [0,1]

a: lancio di una moneta , p = È

Il numero di successi sn C- 30 , . . . in {

P [ K successi su n prove ] = [ È successo in J
,
insuccesso in J

'

]
JC / 1 , _ . . , h}
#] = h

« { 1 , - in}
P
"
G - p )

n
- K

= [

#I = H

> = (E) p
"

(n - p)
"-K

= Pp ( K , n )
distribuzione
binomiale



TEOREMA DI DE MOIVRE - LAPLACE

si ripetono delle prove o esperimenti n volte

Il successo avviene con probabilità p c- [0,1]

Il numero di successi è definito Sn E 30 , . . . ,
n {

si ha V-a.be R
,
con a < b

P [ np t aTÈ) E Sn E np + binpp ) ] |
"

^

a
#

e

'% ' dy

lsll-npio-i.se volessimo sapere
P [ 470 E Siooo E 530 ] scriveranno :

470=1000 . [ tatto = 500 + 5a V10 ' 59 to = - 30 e a = -§
,

= - 1,9

530 = 1000 ' { + bF- ) 5 b to = 30 ) b = 1.9

In questo modo ho ottenuto a e b e posso usare il Teorema di DML



LEGGE DEI GRANDI NUMERI

n prove ripetute indipendenti
p c- ( 0 , 1) prob . di successo , sn il numero di successi

di
la frequenza dei successi tende a p per n→ o per ogni E > o

P [ / f- - p / 7 E ]→ o per n → o

la probabilità di non avere neanche un successo dopo n prove è ( 1 - p )
"



VARIABILI ALEATORIE

Una variabile aleatoria è una funzione X : a → S dove S è un insieme arbitrario

esempio :

lancio di un dado : D= } 1 , . . .

,
6 } P uniforme 5- IR × :D → R ✗ ( w) = w

Alla variabile aleatoria è legata la

LEGGE

Ia legge è la coppia ( sx
,
Px) con

,
5 ✗ (r ) e 117=8 /G) → R

N.B.tl?lA)=P(X-'lA))=lP(✗ E A)
. Si può essere implicito .

ad ogni variabile oletoria è associata una

DENSITÀ DISCRETA

px : si → IR pxcx) =P [ ✗ = >e ]

esempio : lancio di un dado

✗ : a → S = 31 , .
. .

,
6 } KES pcsc > = È

COMPOSIZIONE DI V. A
.

✗ : r → S fin → s' fa ) :D→ s '

UGUAGLIANZA DI V . a. ,
l'uguaglianza implica
uguaglianza in legge ma
non vale il viceversa

✗ : si 'S Y : d
'

> S' sono uguali se D= r
'

,
P =P

'
✗ e Y v. a . sono uguali in legge se

(r ,
P ) (d

'

,
IP

'

) e se IP [ ✗ = Y ] = ] ⇒ Sx -- Sy Px =p , (oppure Px =P, )



Bernoulli < ESEMPI DI V.A
.

> Binomiale negativa
✗ E /0,1 } px (1) =p px ( 0 ) = 1

- P

K >, 1
, p C- [ 0,1 ]

,
ne 1

Quando si usa ? Quando si ha

un esperimento con due possibili px ( n ) = (
n + K - 1) p" ( n - p)

"

esiti : successo 1=1) / insuccesso (= 0 )
✓ i n

<
Geometrica Poisson Quando si usa ?

Binomiale PE [0,1 ] Sx = 1N ' /01 A > 0 Sx = IN Per calcolare il numero
5.✗ = } 0,11 . . . in } , K£34 . _ • in } px ( K ) =p ( p

- 1)
K - i

p, / µ) = e-
I pyk

di prove necessarie per
ottenere K successi

Pxlk) =/ f) p" ( 1- p) " F!Quando si usa ?

Quando si usa ? Quando per calcolare il primo
Quando si usa ?

si hanno n prove ripetute successo in me esperita . Per gli eventi rariindipendenti con due esiti
a prove ripetute iudip .

(la K successi su n prove )

✗ È ✗it . . .
+ ✗ n

t t

Bernoulli di

parametro p



DISTRIBUZIONI CONGIUNTE

✗ i :D → Si
, . . .

,
Xn :a→ Sn

,
✗ = (Xi

,
. . . ,
✗ n ) : si > Si × . - • ✗ Sn

Chiameremo distribuzione congiunta la legge di ( ✗ 1 , . . . , Xn )

V

DISTRIBUZIONI MARGINALI

✗ =/ ✗ 1
, . . . ,

Xn ) su Ir
,
P ) con distribuzione congiunta Px

Chiameremo distribuzioni marginali le leggi delle sottofamiglie

di (✗ 1
, .

. .

,
Xn )

,
in particolare le leggi dei singoli ✗^

,
- . .

,
Xn

•

Pu ,
. . .

/ Pxn densità
discrete marginali

(d) = [ 1713434 , . . . , >Cn)
( X2

,
. . . ,
✗
n)

;

pxn (d)
= [ 17134

,
. .

.

,
Xd

- ^ ,
3C)

(✗
n , .

. .

/
✗
n-1 )



INDIPENDENZA DI V. A .

✗
,
Y v. a . su (r

,
P ) sono indipendenti se fa

, Csi , A , CS,
IP [ ✗ c- An

,
YEA , ] =P [ ✗ c- Ai] IPCYEA , ]

si estende a famiglie finite : P [ ti fai
,
. . .

,
✗ n E An ] = IP [ ✗sta ] . . - P[ ✗ ne an ] se Xr

,
. . . ,
in indip .

Sono fatti equivalenti : • ✗1
,
.
.

. in v. a. indipendenti

•

[ ×. . . . . , ×. ) (34 , . . - ,
>Cn) =p

× ,

(Jln) . - -

Phan) per ogni X, c- Si , . . . , ✗ne sn

me n gettoni numerati da 1am estratti

/ \
con reinserimento senza reinserimento

i. t

INDIPENDENTI NON INDIPENDENTI



VALORE ATTESO

Data una v. a. reale ✗ : d. → R su (r
,
P ) e una densità discreta p associata a IP

,
se

[ / ✗ ( w ) / pcw ) < co ( ✗ integrabile ) oppure ✗ > o possiamo definire il valore atteso come
wer

E- [ × ] =L.at/cw)pcw )

PROPRIETÀ

- a EIR ⇒ E [a ] = a
✓
insieme alla MEDIANA

-

a c- IR
,
✗ v.a. ⇒ E [ai ] = AEEX] ( mx te P [ ✗ < mx] = ! e P [ ✗ 7m, ] E { )

- P [ ✗ = o ] = 1 ⇒ È [ ✗ 7- 0
e alla MODA ( ma te al >c) ' Pxlmox ) ta )

- P [ ✗ 703=1 e ☒ [ ✗ 3=0 ⇒ P [ ✗ = 03=1 è un INDICATORE DI CENTRALITÀ
- Pc ✗ = Y ] = 1

,
✗ int

.

⇒ Yiut
. e

le [ × ] = ETY]
Valore medio binomiale

- X
, Y int/po> e P[ ✗ E Y ] = 1 ⇒ E- [ ✗ ] E E [YJ

Possiamo scrivere una v. a. binomiale
- X

, Y int ⇒ ✗ + Y int e le [ ✗ + Y ] = E- [ X ] + E [ Y ]

di parametri np come ✗ i + . . - + Xn

✗
,
Y indipendenti , E [ ✗ ] , E [ Y ] < O con X

, _ Xn iudip . Poiché

✗i = {
° 1- p

Allora LE [ XY ] = E [ X ] IEEY ]
, p

si ha LE [ ✗ i] = t.pt 0h- p)
=p

⇒ E- [ ✗it
_

+ ✗ n ] = E [ ✗ i ] + - + LE [ Xn] =

np



VARIANZA

Momenti : Se ✗ è una v. a
.

Kale

se PER il momento assoluto di ordine p di ✗
'

e le [ 1×1
"
]

se p e 2 e se Il
-

✗
"
] < • allora ✗ ha momento di ordine p uguale a

= [✗ '
°

]

Sia ✗ una v. a .
dotata di momento secondo ( II [ × ' ] < a) → Vara ) = E [ ( ✗ - E [ ✗ ] )

'

]

t
binomiale : nplr- p ) DEVIAZIONE STANDARD E[È] - (E [ ✗JÌ

I

Sdlx ) = TE

COVARIANZA
/
bilineare
- simmetrica

✗
,
Y v. ai reali su (r

,
P ) dotate di momento secondo

GVCX
,
Y ) = E-[ A - E [ × ] ) ( Y - E [ Y ] ) ]

¥

Cov ( X
, y )

= E-[ ✗ Y ] - E [× ] E [ Y ]

plx ,
Y ) =GV(X coeffic . di correlazione

Sd (X) Sd ( Y )



VARIABILI ALEATORIE

A VALORI INTERI

ti
✗ in → No 2

t

formula di convoluzione
✗

,
Y indipendenti e intere allora pay ( n)

= ,È, Pxlj) P, In -j ) nek
t

funzione
geueratricedelleprobabil.tt
v. a. a valori in IN gxlt) = E [ È ] = È Ain ) t

"

t

g , = g , in un intorno di 0
< PROPRIETÀ > E [ ✗ ( ✗ -1 )] = fine. gx

"

( t)

⇒ sono uguali in legge µ t
✗

,
Y indipendenti E- [ ✗ 7- = fine. gx

'
( t)

⇒ gxty
=

gxgy



ESEMPI DI
Bernoulli < ) Poisson

FUNZIONI ✗ ~ Poisson (d)
✗ V. a. di Bernoulli di param. p

Eln) - è
"
l
"

gxlt) .
- E [ t'] = È e-

'
l
"

ti

gft ) = (1-p ) + pt n , o
NT

.

no Tn
.

I = g)
( t - | )

E [ ✗ ] = gi (1) = . . . =LL

Binomiale
Vara ) = .

. . = I
✗ binomiale ( n

,
p)

gxlt ) = È (f) pace- p)"
- "
t" = È (f) (pt)

"

(e- p)
" - "

=

K >o K >o
✓

Geometrica
> = ( tp t t - p )

"

✗ genetica di parametro p
co

gx (
t ) = [ t

"

( e - p )
" - '

= tp È ITL1- p) )
" "

= tp-I.lt (e -p))
"

n= 1 n = e

tp
> =

1- t (e - p)

☒ [ ✗ ] = gi (1) = . . . = §

Vari ) = . . .
=

1¥



FUNZIONE GENERATRICE

DEI MOMENTI
0×101=1 ma può
accadere t) - + •

1-

"

•

"

valgono se
ti # 0 L

> ✗ (eden . Io , ) < a

✗ v. a. reale :

in un intorno di 0
• ¢ analitica

< % : IR → IRU } + a } Pitt ) = ETÉ ]
(in ogni aperto in cui
assume valori finiti )

<
L '

•

✗
= $
,
in un

• 0) = E [×
"

] ltnzo • X
,
Y indipendenti allora

intorno di 0
✗ + ,

(t) = # ( t)
✗
( t)

⇐ ✗È y



TEOREMI LIMITE

1- J

disuguaglianza di Markov disuguaglianza di Chebychev

P [ ✗ za ] EI E [ ✗ ] IPEIX - E [ ✗ ] / = a ] E Iaavarcx )
a

V

CONVERGENZA , LEGGE DEBOLE DEI

GRANDI NUMERI
si dice che (✗ n ) nzo converge in probabilità a ✗

se TE > o line P [ Nn -✗ 17 E ] = o ✗ 1
,
. . .

,
✗ n indi p . e con uguale distribuzione

n→ a

m
= E- [✗a ]

,
Sn = ✗e +

i
- - t ✗ n si ha

§→ m in probabilità

>
TEOREMA DEL LIMITE CENTRALE

✗
1 ,

. .
.

,
✗ n v. a . indipendenti , ugual distribuzione , media comme e varianza comune

sn = ✗ e ,
. . .

,
✗n

,
fa < b si ha

p [ a ± Sn - E [ Sn ] :b ] è {
"

e

' ! "
dy

Sd ( Sri )



< 2 v v
"

converge
" Il TLC è un' estensione del si riferisce Il TLC ha valore

ad una ad una LEGGE

I UNIVERSALE Egaussiana Teorema di De Maiore - Laplace

2

DISUGUAGLIANZA DI CONCENTRAZIONE

Se ✗ e ,
. .

.

,
✗ n sono indipendenti e con legge di Bernoulli ( p ) p C- 10,1 ) posto Snart . . _

+ Xn

allora per ogni E >o esiste HCP , E) > o tale che IP [¥ -

p / z E ] E 2 e-
" " "" E)



MODELLI CONTINUI

Perché ne abbiamo bisogno ?

Poiché in uno spazio di probabilità discreto a non possiamo definire una v. a .

✗ per in

✗ ( r) = I con I c- IR
,
poiché ✗ (r) è sempre alpiù numerabile ( E IN) . Potremmo voler

definire una v. a . il cui insieme dei valori sia più che numerabile ( es . tempo → IR )

cosa cambia ?

La nozione di probabilità su un insieme generale a non necessariamente numerabile

è la stessa definita in precedenza MI è definita su una 0- algebra di 7 C Pcr)
+

NON vale la densità finita discreta !

Notazioni

si sarà chiamato apazifpiouari-e.ge elementi di 7 saranno

chiamati eventi .
le proprietà della 0 - algebra ( le

"

stesse
"

viste per uno spazio di

probabilità discreto ) servono a garantire che tramite unione
,
intersezione

e complementare si abbiano ancora eventi .

Variabili aleatorie

Per definire una v. a .
non basta più una generica funzione X : r → S con S insieme

qualunque .
Si richiede che anche l' insieme di arrivo S si munito di una 0- algebra 9



Definizione sia (r
,
7
,
P ) uno spazio di probabilità e ( S

,
9) uno spazio misurabile . Una funzione

✗ : a → S è una variabile aleatoria se per ogni C E 9 si ha /✗ c- ( f : = ✗
_ '
(C) E 7

6- algebra di Borel
se S = È sceglieremo sempre la 0-algebra di Borel o dei Borciani 9 = BIRD )

,
la

più piccola o- algebra che contiene gli aperti .

Se S = R e 9 = BIR) allora sono equivalenti :

• ✗ è una variabile aleatoria

• ✗
_ '

( I - co
,
x ] ) e 7 te e IR

Legge di una V. a .

(r
,

7
,
P ) spazio di probabilità , ( S, 8) spazio misurabile , × :r→ S v. a .

la legge Px di ✗ è la misura di probabilità Px :S→ R definita da :

P ✗ [ a ] =P[ ✗ E a ] =P [ }wer t ✗ ( w> e a } ] con A E 9

Osservazioni sulla legge
② NI può essere caratterizzata dalla densità discreta

② costruzione canonica : È prob . see ( S
,

9)
,
allora si S

,
7=9 ,

D= È
,

✗ : a→ S def. da Xcw.tw
è una V. a

.
( ✗ _ '

(a) = a) con legge 117 = ÌP

③ composizione di una V. a
.
con una fuuz . misurabile rimane una V.a .

I



↳ ✗ v. a . su (r
,
7
,
P ) a valori ( S

,
9 ) e 9 :S → S

' ( S
'

,
J
'

) misurabile

( ⇒ Y
_ '

(B) c- J BE 9
' )

. Se Beg
'
⇒ 9-

'
(×) (B) = ✗

"

( il
_ '

( B ) ) c- 7 ⇒ lflx ) v. a .

④ Uguaglianza in legge : ✗ È Y se Px =P
, .
La legge può essere caratterizzata

attraverso la funzione generatrice dei momenti

⑤ Uguaglianza di v. a. : ✗ = Y con prob .

1 IP [ ✗ = Y ] = 1

⑥ leggi congiunte marginali : ✗ :D → si ✗ S
,

( si
,
9
, ) ( sa

,
92 ) ✗ = (Xi

,
✗ a) È legge Cong .

Px
,

[ a ] = 117 [ A × Sa ] A c- J
,

⑦ indipendenza : (SI
,
7

,
P ) ( Xi ) i c- I Xi : r → Si ( si

,
Si ) ( Xi) ; e ] indipendenti se

per ogni JC I finiti , per ogni Ai c- Si i. c- J P [ n } ✗ i c- ai } ] = IT IP [ ✗ i c- Ai ]
iej IE ]

FUNZIONE DI RIPARTIZIONE

✗ v. a
. su CR

,
7

,
P ) la funzione di ripartizione E di ✗ è Fx (x ) =P [ ✗ < se ] a c-R

proprietà

| [ \ se F : IR→ R possiede

Fx è monotonia crescente Fx è continua line Fx ( SC) = 1 | una di queste 3 prop. allora
a destra e → co esiste uno spazio ( rit ,P)

} e su di esso una v. a . X

live Fx (sc) = O te E. = F . la f. di ripartizione
3C-3 - ca caratterizza la distribuzione



Osservazioni

① Fx funzione di ripartizione ,
a < b

, Fx ( b ) - Fx (a) =P [ ✗ c- (-0
,
b ] ] - P [ ✗ c- ( - co

,
a ] ] =

= P [I ✗ c- C - co
,
b ] } - ) ✗ E ( - co , a ] } ] = P[ ✗ c- (a) b]]

② Discontinuità della funzione di ripartizione :

✗ v. a.
,
Fx funzione di ripartizione , allora se x c- R line F. (g) =P [ ✗ < x]

y → >c-

le discontinuità di Fx sono i valori se c- IR te IP [ ✗= >c ] > o

③ ✗
,
Y v. a. reali ⇒ ×

,
Y iudip .

⇒ Fa
, y)
(x
, y)

= Fxc>c) F
,
(y )

CASO MULTIDIMENSIONALE

✗ v. a .su È ✗ = (Xi
,
. . .

,
✗ d) f-

×
: R'→ IR '

e definita Fx (a) =P [ ✗ e Esci , . . . ,
✗ o Esco ] a. = ( su

. . . .

,
>co )

Fx monotona crescente L proprietà
rispetto a ogni variabile

Fx è continua a destra
<

' Fx identifica la distribuzione
,

rispetto a ogni variabile nel senso che se X ,
Y v. a .

per ogni i. = 1
,
. . .

,
d

< 1? =P, ⇒ f-✗ = Fy

live Fx (dai . . _ , >(d)
= °

per ogni [ = 1
,
.
a line Fx ( sci

,
. . .

,
xd) = F (È")

di -1 -0
« → +a ×

' "

dove ✗
" "
= ( ✗ 1

,
✗
2
,
. . . ,
Xi . ] , ✗ i. +1

)
. . . ,

✗d) e

è " = ( sci
, . . .

,
di - ] ,

>Ci -11 , . . .

, Xd
)



VALORE ATTESO

(modello continuo)

(r
,
J P )

,
✗ v. a. reale

• se ✗ 70 ⇒ E [ ✗ ] = sup / E [ Y ] tc Y v. a. reale discreta tc OEYEX }
IXK ✗

+
+ X

.

• se poi E [1×1]<0 , posto ✗
+

=

max ( X
,
0) e X

_

= mini -Xp ) ⇒ E [ X ] = E [ ✗ + ] - È [ X . ] →
✗ = ✗

+

- ×
.

omogeneità 1 proprietà ) X
,
Y indipendenti e integrabili / positive

⇒ × . Y integrabile/positiva eE. [a ✗ ] = a E [ ✗ ] E [ ✗ • Y ] = E- [ ✗ ] E- [ Y ]

linearità
< ~

varianza
,
covarianza

✓ e correlazione
E- [ ✗ + Y ] = E [ × ] + E [ Y ] positività

• ✗ E Y con prob .

1 ⇒ E [✗ ] E LE [ Y ]

'

,

cose che funzionano :
° ✗ 70 con prob .

1 e le [ ✗ ] = o ⇒ ✗ = o con prob. 1

Markov
,
att

} ✗ za }
E ✗

, NOI valgono la

E- [
µ > a ,
] =P [ × > a ]

,
TLC proprietà associate

alla densità

discreta



VARIABILI ALEATORIE (ASSOLUTAMENTE ) CONTINUE

L

densità continua :

> Una v. a. è assolutamente
Una funzione f- : R → IR tale che : continua se esiste una densità

continua f- × tale che :

• f- 70 V( f- ✗ (a) 70 pera . " "")
osservazioni : P [ ✗ c- a ] = ! f! >c) da

• ↳ fcx )dx =]
t

L
✗ ass. continua

,
v In tal caso se a =L - co ,

a ]
Sotto opportune x

PEX C] = 0 Voce IR condizioni f- ✗ (a)
=P [ ✗ c- ( - co

,
se] ] = {

•

f- ✗ (a) doc
Fi = f- ×

t
CASO MULTIDIMENSIONALE se poi a < b , a = [a /

b ] ( o la
,
b )
,
[a. b )

,
/a ,b])

b

Una densità è una funzione f- : IN→ R tale che Fx ( b ) - E (a) = fa f- ✗ (sc) da
• f- (a) 70 per q.o.sc c- È
• %, f- (a) da = 1

In particolare se × = (sci
,
. . .

,
>CHE Èuna v. a. ✗ :p → È è ass

.
continua • esiste "

)
[
✗ (a) =p [ × , Ex. . . . . ,

✗
a
' >Cd ]densità f- × t.c.PL ✗ c- a ] =L

.

f-✗ (a)da Ae B. (RI
t =P [ ✗ c. tu

,
✗a) ✗ fa ,

✗ a) × . . - ✗ fa ,
✗
a )]✗

,
Y con densità f- ×

, f, ⇒ ×
, Yiudip se

:|
" {
"<

. . . {
" d

fa
,»
(×

, g) = f-✗ (d) f-, (y ) per 9.0 .
(sc

, y)
- co - P - o

Si ottiene 2×1 . . - Oxa FÀ
, . . . , xd )

= ffscn ,
. . _pcd )



DENSITÀ MARGINALI

d

✗ : a → IR v.a
.
✗ = ( Xi

,
. . .

,
Xd ) con densità f- × allora per ogni JC { 1 , . . .

,
d } la v. a

.

(✗ iii. e ] : a → IR
#'

) ha densità
. In particolare ti = 1 ,

. . .

,
d la v. a

.
Xi ha densità :

f- ✗ il>c) = {py . , f-✗ (24 , . . -

,
✗ i - s

,
sci
,
dite

,
- . .

,
Jcd ) dscn . -

id>ci_ , dai + , r . . dscd

DENSITÀ CONDIZIONALE

( ✗
,
Y ) ha densita f- (×

, »
; la densità condizionale di Y dato ✗ è :

| fa,» (sgg) se f-✗ (⇒ * °

tipo
f- ✗ (sc) Bayesf- " ✗ 19 ' "> =

| o altrimenti

1

Osserviamo che f- ✗ (d) =), fa,> (sc, y) dy-

se = 0 ⇒ = O

VALORE ATTESO

Se ✗ v. a. reale con densità f- × ,
allora E [ ✗ ] = |

,

scfxl >c) da se |
,

taci ¥>c) doc < •

nel discreto : [ scpxcsc) se [ lsclpxcsc )

In generale ,
se ✗ è v. a . su È con densità f- × e se 9 : R'→ R misurabile allora YCX ) è

una V. a . e E- [ YIX ) ] = %, 41 >c) f-✗ (a) da se | 191>c) I f-✗ (a) da < •
IR



FORMULA DEL CAMBIO DI VARIABILE

✗ v. a . su È con densità f- × , supponiamo f-✗ = O fuori da A

Sia Y : a → B diffeomorfismo ,
allora la v. a .

Y=p (X ) ha densità f-,

f- " (g) = £ ( 9-
'

(g) ) / detdy
_'

(g) I y c- B

]determinante
della matrice D

Osservazioni e

~
>

9
' /9-

'

(y) )
→ se siamo in IR

1
.
se D= 1 f, (g) = f- (9-

'

(y )) /
'

(g) |
2 .
Se ✗ è una v. a .

con densità f-× e se f- ✗ = o su un aperto B , allora P [ ✗ c- B) = 0

FORMULA DI CONVOLUZIONE

se X
,
Y sono V.a. indipendenti con densità f- × , f , , allora ✗ + Y ha densita

f- ✗ + ✗
( Z ) = f- ✗ * f- ✗ (zt-fpfjxsfycz.sc) dsc

SOMMA DI GAUSSIANE

se ✗ è Nlmyoi ) e
'/ = N ( ma

,
È ) e se X

,
Y indipendenti allora ✗ + Y = N ( ma + ma , ch'+ È )

"
v. a. Gaussiana di media m

, e varianza È

↳ TLC : se X , = . . . = Xn = N (m
,
0
'

) → sn = X, + . . - + ✗n
-

_ Nlnm
,
no

? ) e Sn - E- [ Sn ]
=
NCO

,
1)

sdcsn)



Distribuzione
< ESEMPI > Gaussiana

uniforme
- %, (se-MIÈ : f- ✗ ( sc) = 1

[ a. b)
(a) -1

b- a

esponenziale valore atteso : E- [× ] = m

"÷ :*.":*
!!::÷÷valore atteso : J se |

"

i lscldsc < co -

a
b- a

b

E [ XJ = fa j-ascdsc-b.la
'

= fb funzione di 0 Cauchy
2(b- a)

ripartizione
:

E'⇒ = {[ Ì ?
e- e-

a"d÷ :"""" f- ✗ (a) =
1

E [ X
'

] =[j-ascidsc.at ab + b
'

valore atteso : E [ ✗] = f- Tatò)

non ha valore atteso

varianza , waaa, , y, gevarianza : Varcx ) = E [ È ] - E [ ✗ ] ? (b!
proprietà <

F. generatrice
Gamma
_

dei momenti
:
Alt ) = È [È ] = [[ AÉ"doc = di mancanza : ☒[ X > scty / ✗ > se ]

à ,
di memoria = e-

"J =P[ ✗ >y ]

=
etb

_
eta P [ ✗ sscty] =P [ ✗ > se] IPEX > y ]

t ( b - a) • f- I → esponenziale
Funzione generatrice ;

valore atteso : E[× ] = È
,,,,,,,,÷};÷,÷÷±.

O se ✗ E a dei momenti varianza: Vara )=L
Funzione

+0 era

di ripartizione : Il>c) = Casi particolari :
se >ceh

se × c- (a ,
b)

t
1 se oczb

• caso ✗
'
= a-annuale . :) → EH ] -- n ! !!!

,

✓
Vari ×) = gn

" /somma di r v. a. esp .

1-•Ùfcnfi +¥)-""+», E [ ✗5=0 , Vara > = Sa se n > z

In -2
+ o se ne 1,2 |



STATISTICA

È una disciplina di analisi dei dati

statistica descrittiva < o statistica inferenziale → Quella che

studieranno

si occupa della sintesi dei dati analisi dei dati effettuataL

Terminologia : attraverso un modello
media ☒= In (scat

- - - +an )
• popolazione : l

campionaria interezza del( a Pari" "" dati

fenomeno che traiamo delle contusioni
varianza e

'
= 1- È ( an

- è)
"

stiamo studiando I
n K= 1

campionaria t Si studia un fenomeno
n insieme di unità attraverso un campione

convivenza con = 1 [ (✗
K
-E) ( YK -J ) statistiche che rappresentativo etdeimdelli

campionaria
Ù K -→

si vogliono esempio : sondaggi, opinioni di voto
esaminare → è sconsigliabile sondare ogni

quantica es : i 60 mln di volta 60min di persone

italiani a volte è ilpossible ripetere
Un quartier di •

campione : un esperimento un grande
ordine ✗ E [0,1] la parte di numero di volte

è il valore qatc popolazione che esempio significativo : lancio

andremo a di una moneta n volte

(g) = a studiare 04
,
.
. .

,
In sci E) 0,1 {

dove (92 ) es : 1200 soggetti fenomeno rilevante : prob p di ottenere 1
è la f. di maggiorenni
ripartizione
di là si trova una < v u

Gaussiana "
soluzione

"

problema 1 problema 2 problema 3
- {e

' standard attraverso [ qual è il valore dip trovare un possiamo
"

mettere alla
d,

la LGN

g)
1. la LGN è un MMA

prova
" i valori¢ (g) =

e
< ④ teorema limite di valori che abbiamo

2
.

Il valore stimato tra
NOI è un valore delle fluttuazioni per p trovato clip?

esatto



MODELLI STATISTICI

④ insieme di valori dei parametri . Chiameremo modello statistico la terna ( r
,
7
,
Pa )
, e

• Campione : Un campione di n individui estratto da una popolazione di legge ma è
una famiglia Xi , . . . , Xn di v. a. indipendenti e con legge ma

• Statistica : Una statistica , all' interno di un modello statistico
,
è una v. a

.
che non dipende dal parametro

• Stimatore : Una statistica che è in funzione del campione → Vogliamo sapere quando uno stimatore
è corretto e quando no .

TEORIA DEGLI STIMATORI

a J

Stimatore corretto stivatore consistente

( non distorto ) (asintoticamente non distorto)

(r
, 7,1Pa ) @e modello statistico

,

✗
e ,

. . .

,
Xn campione ,

U è uno
(R

,
7

, Pote modello statistico
,
ltn sia

stimatore corretto se
dato un campione di numerosità n estratto| ← ma pop.ea.i.uaiaggem.amEo [ U ] = o V0 E (moto e una famiglia di prob .

La

✓ successione di stimatori ( Un)npn è

consistente se per ogni 0 e e per ogni E > 0

Introduce un < RISCHIO QUADRATICO
ordinamento parziale line po [ 1 Un -017 E ] = o
tra gli stimatori U stimatore di 0 n → co

L probabilità di ottenere
Uevstiuatori

,
U è preferibile a V Ro ( U ) =/Io [ ( U - 0)

"

] VEROSIMIGLIANZA =

esattamente ciò che si è

stimato/dedotto dall'esperimento
se Ro ( U ) E Ro (v) V0 E ④ { Po ( an) . . . .

°

Po ( sen) caso discreto

Lo ( sci
.
. . .

/
✗ n ) =

| fa ( gc . ) . .
. .

• f- o ( Rn) caso continuo



STIMA DI MASSIMA VEROSIMIGLIANZA

Dato un campione di numerosità n di legge ma , sia Io la funzione di verosimiglianza .

Uno stimatore U è uno stimatore di massima verosimiglianza se

tu ( Xi
,
. . .

,
✗ n ) = sup Lo / ✗ 1 , ✗ 2

,
. . .

,
✗n ) → vogliamo massimizzare

• c-① Lo in funzione del parametro

Osservazione : Per la LGN
,
una media empirica che è corretta è anche consistente

MODELLI ESPONENZIALI

supponiamo ④ CIR

caso discreto 2 ✗ caso continuo

siamo probabilità sugli interi con densità p. Siamo probabilità su IR
con densità f- o

tale che esistano co > 0 e due funzioni tale che esistano co > 0 e due funzioni misurabili

T : IN → IR e g : IN
→ R T : R → IR e g :

R → IR

tali che tali che

OT (sc)

Polk) = Coglk ) è
""

KEIN ESEMPI
f. • (a) = Coglx) e xe IR

l
)

popolazione geometrica popolazione esponenziale

Polk ) =p /e-p)
"- '

= I @ log
"- P ) non è importante che ci

sia co"
"'

ci può essere f-o (d) = de
'

[o
,
+ a)
(a) =D #

[o,+a)
(e) e

"È'

^ - P
""

funzione iniettiva/ invertibile ¥ ' '
t'⇒

¥ 9=1[
( come log )

gc»



Teorema !CR aperto , (moto e modello esponenziale , consideriamo Un un campione di numerosità n

estratto da una popolazione di legge ma e supponiamo

• lo stimatore On di massima verosimiglianza esiste in ! per ogni n

Allora (9) no. , è consistente > si può
"

riadattare
"

al caso discreto

lemma (✗a)
no, v. a ,

Xn
in nobil

,
le IR ⇒ µ : IR→ R continua

,
fan )

in nobis µ (e)

REGIONI DI FIDUCIA

Dati un modello statistico (R,
7

,
Po )

@ e
e un numero de 10,1 ) , un sottoinsieme aleatorio

Dc è una regione di fiducia per il parametro 0 al livello 1- a se
per ogni 0

po [ 0 e D ] = Po [w :O EDCW ) ] 71 - d

• Quantita' piuotale : Una quantità pilotate è una funzione del campione e del parametro tale che

1. È invertibile rispetto a 0 ( dato il campione )

2 . la sua legge non dipende dal parametro

• quantica : Sia F
una funzione di ripartizione . Se d C- (0,1)

,
il quartier di ordine d per F è

Egina numero a tale che

1
. Fca ) ad 01 : Ogni medicina è

un quartiere di ordine 12
2

.
F (9) E a dove Fcq - ) = line F (y )

y → g-



ESEMPI

< )

popolazione di Bernoulli popolazione Gaussiana

Pp [ ' I E 9 ] a 2$19 ) - 1 N ( m
,
0
')

, supponiamo di conoscere o

9 -2 = ✗it - - - +✗n - nm

orn

M = I - E z
(9)=/È e-"

"

doc f. di ripartizione di N ( 0,1 ) M

-co [
ha legge N / 0

,
1 ) (Gaussiana standard )

Dato a : 201 (q ) - e = 1- a → loca ) = e - § ↳
me (e -fa , - § ,

☒ +£91 - ! )ovvero q = 9 , _ § quantica di una Gaussiana standard

✓ npcn- p) E ¥ → pe ( e - G- a. -a) con probabilità 1- d

con probabilità = 2$19 , _ ± ) - 1 = 1 - d



TEST STATISTICI

A cosa servono ?

Vogliamo mettere alla prova il modello che abbiamo formulato per il nostro esperimento
( SL

,
7
,
Po ) • e modello statistico , ④ insieme dei valori dei parametri , ✗ e

,
. . .

,
Xn campione

1
.
Formulare l' ipotesi : partizioniamo ④

chiaramente !on = 0
L i

valori di0 compatibili con l' ipotesi = !o
U ④e

= valori di 0 incompatibili con l' ipotesi ]
2 . Pianificazione : stabilisce quali risultati portano a rigettare o meno l'ipotesi nulla

> Identificare un evento : regione critica o regione di rifiuto
i 1
"

specie : rigettare un' ipotesi nulla corretta ) si può
↳ insiste sui parametri dell' ipotesi nulla 5 controllare

.ERRORI

e insiste sui parametri dell' ipotesi alternativa ? non si può
'
2
"

specie : non rigettare un' ipotesi nulla non corretta S controllare
i
m" Possiamo
cercare di

individuarlo

LIVELLO DI UN TEST (
✓

Dati ( una regione critica e LE [ 0,1
] POTENZA DI UN TEST

il test di regione critica che livello d se
la potenza di un test de regione critica C è

sup po [ C ] ⑥→ se d è molto piccolo
1
• c-④

i \ è improbabile compiere la funzione Tc : ④
e
→ [ 0 ,

1 ] definita come
0K

il più grande anche un errore di 1
"

specie
Tc ( 0 ) = po [ ( ] ,

capacità di accorgersi che
errore di 1

"

specie
"

l' ipotesi nulla nonè corretta
nota il valore del Parone.

O

3
.
Stabilire il livello a del test e

,
tra i test di livello d

, scegliere quello di potenza massima



LEGAME TRA REGIONI DI FIDUCIA

E REGIONI CRITICHE

di test con Ipotesi semplici
!

☐

= / 00 } , ④, = \ /Oo } #

caso 1
< Viceversa °

, caso 2

[ Diegioue
di fiducia al livello 1 -2 ( (g)qe regioni critiche , cioe

'% [ QED ] = Po [ w : QEDCW) ] 71 - d Yoo Coo è regione critica di

allora ( = } w :O. ¢ DCW ) } è livello d per il test /Ho : 0=00
7L
,
:O # 00

una regione critica di livello d Allora D ( w) è regione
[
% [ C ] = e - Po [ qe D ] = 1- ( 1- d) =D di fiducia al livello 1- d

' D. ( w) = } O c- ④ i w ¢ Co }

MODELLI A RAPORTO DI

VEROSIMIGLIANZA CRESCENTE

e modello statistico (campione
(R

, 7,1Pa Joe ! ,
(Xi

,
. . _

,
Xn)

, supponiamo !CR intervallo .
Il modello è a rapporto di verosimiglianza

crescente rispetto ad una v. a
.

T se per ogni 0, < 02 Lor (Xi . . . . . Xn ) è una funzione str. crescente di T
Loi ( ✗ 1 , . . . ,✗n )

ESEMPIO popolazione di Bernoulli

Lo ( sey
,

. . .

,
za ) = Ò"

+ ' " + ""
( e -0 )

" - "" + ' " +"" )
sci e } 0,1 }

,
sia 01 < 02

Allora ¥; = (E)
"

( e - a)
" "⇒

1-Q è str
.
crescente rispetto a 1- = I



TEST UNILATERALE

(R
,
7

, Polo e modello statistico
,

(✗ 1
,
. . .

,
Xn) campione . Supponiamo CR modello a verosimiglianza

crescente rispetto ad una v. a
.

T ; consideriamo il test
: Flo : 0 E Oo He : 0 > Oo e

C = { T > S } .

Allora • Sup Po (c) = Po
.
(c)

Of Oo

• il test con regione critica C è più potente di ogni altro test a livello Pao ( c )

> Un analogo risultato vale per il test : Ho :O zoo 7L
,
:O < a

> ( si
,

d-
, Pa ), e (✗ e , . . . ,

✗
n )

,
e ⑦ = } 0 .

,
On } , L funzione di verosimiglianza

Per C > 0
,
C= } lo . E c. Lo , } ,

ed il test Ho : 0=00
,
Ali. 0 * 00

. Allora :

• Po
.

(c) E 1Pa
,

(c)

• C è la regione critica più potente di ogni altro test di livello Pa (c )

P- VALUE
"

soglia di rigetto

Esiste una famiglia (G)« io,»
tale che : ② U (a =D

,
② n ca = 0

,
③ ✗ E d' ⇒ Cacca , ④ Cd è una regione

criticadi livellod
Allora per ogni w E R esiste un unico p te :

lancio di monete
,
Ho :p = I• se d < p allora W -4 Ca → ipotesi nulla non rigettata? es.

g
→ p-value=P; [in ☒ - Il > in là - Il

• se d >
p allora w c- (a

→ ipotesi nulla rigettato, % 72 }
è → dati dell'esperimento , I → campione



POPOLAZIONI GAUSSIANE

✗
s
,
. . .

,
✗ n hanno legge N ( m

,
02 )

stimatori di massima verosimiglianza :

(
( m

,
g)
GG

,
_

,
>Cn ) = (21T)

-

¥0 - " e-
%' È (sci -m)' → log Lcm ,

or,
= - I log 21T - n logo - Io, È, ( sci - m )

'

i = z

attraverso il calcolo differenziale otteniamo : in = I
,
È = [ È

,

( ✗ i - E)
'

7
È = [ È

,

( ✗ i - m )
'

se lamedia è nota

Modello Gaussiano è esponenziale Tcx) llm
,
or)

f- ( x ) =

jpg, è
Ìoi ' × - m" e e-È

'
'"
,
-""

"

( ng , %. )
' l ( m

,
02 ) è invertibile

= e e continua

| V 21T 0' |

Co

• ✗ 1
,

. . .

,
Xn indipendenti e con legge N (0,1)

,
a matrice ortogonale .

Allora

a ( ✗ e ,
. . .

,
✗ n ) è ancora un vettore di v. a. indipendenti di legge NIO ,

1)

• ✗ e
,

. . .

,
Xn indipendenti e con legge N ( m

,
02)

,
I = In (✗ e + . . .

+ Xn )
,
s' = ÷

,
È
>

( ✗ i -E)
=

Allora : o ✗
,
s' sono indipendenti

• E ha distribuzione Nlm
, È )

• ( n- 1)§ ha distribuzione ✗In - 2)

• I- m Tn ha distribuzione di studeut tcn- 1)
S

0¥ ✗
,
Y Gaussiane iudip .

⇒ ✗ + Y Gaussiana



POPOLAZIONI GAUSSIANE

VARIANZA NOTA < > VARIANZA NON NOTA

( Xi
,
. . .

,
✗
n)
,
N (m

,
02 ) È noto

(✗ e
,
. . .

,
✗
n)
,
N (m

,
02)

, parametri (m ,
o]

• intervalli di fiducia
• intervalli di fiducia :

-quantità pivotale : 2- = Fn e - m
legge NCO , 1 )

o quantità pivotale : F- in E-m → tcn- s)
- regione di fiducia al livello 1- ✗ : 5

{ IZ / < 91 - & }→me [ E - fa . . § ,
☒ + g. q, _g) regione di fiducia : 1ITL Etna ,

1- § }
Z - test : tto : m -- mo densità studenti. Cn ( n + sè )

- "È
ntest blatera : Hi : m # Mo

TEST DI STUDENTI.

regione
critica / IZI > 9. - ±, /→ / II-mi >È 9" ! } test bieatero sulla media:
a liv . &

Ho : m = no
,

0
'

qualsiasi
p-value : P = Pm

. ( rn ( I - m ) , in là - mi ]
o °

74 : m # no ,
0
'

qualsiasi
test unieatero : modello a rapp .

di verosimiglianza
crescente rispetto aI una regione critica di livello a

Lm
,
( ×. . . . . . ✗a)

=

e- È
[ ( ✗ i - ma Ì Gina -MIE -EImi - mi ) } 1 TI > tn . ] , e - § } t.tn

x-jmolm.CH
, . . . ,

✗n) e- È [ ( ✗ i -- MI )
'
=L

test unilaterale
\
ha distr . di
studenti'decentrata

"

tu

dunque una regione
#
°
: m ± mo /

°
'

qualsiasi
regione critica eiu.sn| E > mo + £91 - a }critica al livello ✗

Ha : m > no ,
O'qualsiasi

{t > tn-s.is-a }



VARIANZA

intervalli di fiducia per la media
.

Quantità pivotali :

Io, È
,

( Xi - m )
'
ha distribuzione ✗

'

( n ) ( quantità pivotale se m ha valore noto)

( n - 1)¥ ha legge ✗
'

( n - 2)

regione di fiducia 1 . :
"" "

'
" ± }

meglio : { ( n - si È = ✗ I.
a. a } ovvero { 02 E in - a) S

'

✗I.
i. a
}

densità di una

somma di m

Gaussiane iudipcnd.

test bilatero test unilatero di media 0 e

varianza 02

Ho :O
'
= o}

,
m qualsiasi rito : 0

'

E Oo
'

,
in qualsiasi

tl
, :O

'
# %

,
in qualsiasi 71

,

i 0
'
> OÌ

,
in qualsiasi
- imts) ne

e-¥ ,(poco interessante ) f- ( sc ) = cm o a

costante di ]

normalizzazione f-

regione critica a livello d :

{ ( n - 1) S'è > ✗ Ì -1,1 - a }


