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SOLUZIONI

Esercizio 1 Calcolare il modulo del seguente numero complesso:

L4 2
()
1—1
Soluzione. Svolgiamo i conti:
Ui\ (Li14i\® (0 2i(+d) \'_ (22 2—(2‘71)2
11— B 1—i S\ =)D+, 2 - '
E noto che |22| = |z|2, dunque

=1 =i =1 = (VIFD) =2,

Esercizio 2 Sia f: R — R la funzione di legge

. (333 + 1)
y = arcsin )
x

(i) Determinare il dominio & di f.
(ii) Dire se Z contiene tutti i suoi punti di accumulazione.
Soluzione. (i) Affinché si possa calcolare I’arcoseno il suo argomento deve essere compreso tra
-1 e 1. Pertanto dobbiamo imporre che

< 3r+1
T

<1

-1

che & equivalente al sistema

{31+1 <1
S
3z+1

= > -1

Risolviamo le due disequazioni. La prima:

3x+1<1 — 20 +1

x x
Studiamo il segno della frazione:

numeratore 2xr+1 >0 < z > _%;



denominatore z > 0;

_1
2 0
,,,,,,,,, -
+ - +
pertanto la frazione 2%—*1 ¢ negativa in [f%, 0). La seconda disequazione ¢
3 1 4 1
T + > 1 e x + >0
x x

e la sua soluzione & analoga a prima, solo che stavolta bisogna considerare I'insieme in cui &
positiva: (—oo, —1]U(0, +00). Mettendo le due soluzioni a sistema, si ottiene 2 = [—1, —1].

(ii) Il dominio Z & un intervallo chiuso ed & noto che negli intervalli chiusi tutti e soli i punti
che lo compongono sono di accumulazione.

O

Esercizio 3 Verificare, usando la definizione, che

lim 4z +1 = 5.
rx—1

Dimostrazione. Per un limite della forma

lim f(x)=1+¢

Tr—T0o

dobbiamo verificare che comunque scegliamo € > 0 riusciamo a trovare § tale che, se prendiamo
0 < |x — xo| < 0, allora |f(x) — £] < e. Fissiamo dunque € e cerchiamo un ¢ (il cui valore sara
funzione di €) per cui [4z +1—5| <ese 0 < |z — 1| < d:

€

[Mr+1-5|<e <= —e<dr—4<e <= —§<x—1<i = |ac—1\<4

Quindi scegliendo d =  otteniamo quanto voluto. O

Esercizio 4 Calcolare il seguente integrale indefinito:

/ln2(x) dz.

Soluzione. Integriamo per parti, con funzione da integrale f(x) = 1 e funzione da derivare
g(x) = In’():
2
/lnz(x) dz = zIn?(z) — /ac - Zln(z)dz = zIn?(z) — Q/IH(J:) dz.

X

Risolviamo l'integrale [ In(z)dz per parti:

/ln(:c)dx:xln(x)—/:v-%dx:xlnx—/ldx:x[ln(x)—1].



Concludiamo che
/ln2(x) dz = z[In®(z) — 2In(z) + 2] + c.

O

Esercizio 5 Si considerino le funzioni reali di variabile reale seno iperbolico, coseno iperbolico e
tangente iperbolica, definite rispettivamente come segue:

sinh(x)

et —e ” et +e "
cosh(z)’

5 y = cosh(x) := 5

y = sinh(x) := y = tanh(z) :=

(i) Calcolare D[sinh(z)], D[cosh(z)], D[tanh(z)].!

(ii) Studiare la funzione y = sinh(z), determinandone dominio, zeri, segno, monotonia, even-
tuali massimi e minimi, eventuali asintoti, eventuali flessi. Disegnarne un grafico qualita-

tivo.

(iii) Dimostrare che y = sinh(x) & invertibile e calcolare la legge della funzione inversa.

(iv) Mostrare che y = cosh(x) non ¢ invertibile.

Soluzione. (i) Calcoliamo le derivate:

Dlsinh(z)] = D {ew _26_1 _ J;e_x — cosh(z)

Dicosh(z)] = D [e —;e ] = _26 = sinh(x)
inh h?(z) — sinh?
D[tanh(z)] = D {Sm (I)] _ cosh () — (@) _ 1 _ tann2(z).
cosh(x) cosh®(z)
(ii) La funzione si puo riscrivere come segue:
_em_efz_e:v_e%_EQI_l
VST T T T e

Il dominio & evidentemente R, visto che il denominatore non si annulla mai. Calcoliamo
gli zeri:

T _1=0 = =1 <= 2r=0 < x=0,
pertanto ammette un unico zero, x = 0. Il segno e dato da

e —1>0 < x>0,

dunque la funzione & positiva in (0, +00) e negativa in (—oo,0). Calcoliamo i limiti a +oc:

. e —e
Iim — =+
Tr——+00 2
) T _ o=@
lim — = —o0.
T——00 2

1Con D indichiamo l'operatore di derivata.



(iii)

(iv)

Grafico della funzione seno iperbolico
T T T T T

Figura 1: Grafico della funzione seno iperbolico.

Dal punto (i), la derivata di sinh(z) & cosh(x):

, €T F+e”
y = D) )

che & una funzione sempre positiva perché somma di funzioni sempre positive. Ne segue
che sinh(z) non ha punti stazionari ed & sempre crescente, quindi non ammette punti di
massimo o minimo locale. La derivata seconda & ancora sinh(z), che abbiamo gia visto
avere uno zero, = 0, ed essere positiva in (0,+00) e negativa in (—o00,0). Ne segue che
sinh(x) € convessa in (0, +00) e concava in (—00,0), e x = 0 & un punto di flesso. In Fig.
1 si trova un grafico qualitativo di y = sinh(z).

La funzione & strettamente monotona, quindi & invertibile. Calcoliamo la legge della

funzione inversa:
e2r — 1

2e*

Poniamo e” =t e risolviamo ’equazione di secondo grado risultante:

t=yx\Vy?+4 = " =y y2+4

Prendiamo la soluzione con il segno + perché e® ¢ sempre positiva, dunque la legge di
sinh ™ (z) &

= ¥ e —1=0.

y:

y=In(z+ a2 +4).
La funzione cosh(z) non & invertibile perché & pari, cioé per ogni x vale cosh(x) = cosh(—z).

O



