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FiLa A

Esercizio 1 Si considerino i numeri complessi

a=1-it—p 2o = (144)(1 —4)(1+V3i).

(a) Calcola il modulo di 27 e il modulo di zs.
(b) Calcola il modulo di z - 29.

Soluzione. (a) Scriviamo z; in forma normale:

ey i L2 -2 34
AT T T T T T T 1y T 1xa T 5 5
da cui
||_ E—FE_
1 25 25

Poiché z5 e scritto come prodotto di tre numeri complessi, allora il suo modulo ¢ il prodotto
dei moduli dei tre fattori:

1+V3i|=v2- V2 V4 =4

22| = [1 4] [1 — i

(b) Poiché vale |z - z3| = |21] - |22] per ogni 21, 22 € C, allora

|2122‘:14:4

Esercizio 2 Considera la funzione f: R — R di legge

flz)= V22 -3z +2.

Calcola il dominio, gli zeri e il segno di f.

(a
(b

Discuti la continuita di f nel suo dominio.

)
)
(¢) Studia la derivabilita di f nel suo dominio, classificando eventuali punti di non derivabilita.
(d) Calcola estremo superiore, estremo inferiore, massimo e minimo assoluti (se esistono) di f.
)

(e) Disegna un grafico qualitativo di f (non é richiesto lo studio della concavita e convessita).



Soluzione. (a) Poiché la radice cubica & sempre estraibile, allora il dominio &€ ¥ = R. Per

calcolare gli zeri di f, occorre risolvere f(z) = 0, cioe v/22 — 3z + 2 = 0. Poiché la radice
di un numero ¢ 0 se e solo se quel numero ¢ 0, allora gli zeri di f soddisfano

22 -3x+2=0

che, risolta, da gli zeri x1 = 1 e x9 = 2. Poiché il segno di una radice di indice dispari e
dato dal segno del suo argomento, allora il segno di f & uguale al segno di z? — 3z + 2.
Risolvendo 22 — 3z + 2 > 0 concludiamo che f(z) > 0 se e solo se z € (—00,1) U (2, +00).

(b) La funzione f & composizione delle funzioni g(z) = ¥/z e h(x) = 2> — 3z + 2, entrambe
continue. Pertanto anche f & continua.

(¢) Calcoliamo la derivata di f:
2z — 3

3/(a2 =30+ 2)2

Vediamo che la derivata non & definita in = 1 e x = 2 (perché in questi punti si annulla il
denominatore), dunque questi due sono punti di non derivabilita. Calcoliamo i limiti destri
e sinistri per classificare i punti:

f(z) = %(IQ —3x+2)7 (20 —3)=

lim f'(z) = —oc0 lim f(z) = —cc
z—1- z—1t
lim f'(x) = +o0 lim f'(z) = +o0,
2~ z—2+

pertanto x = 1 e x = 2 sono entrambi punti a tangente verticale.

(d) Calcolando i limiti a infinito di f,

lim V22— 3z +2 =400,
r—+o00

possiamo subito concludere che sup f = 400, dunque f non ammette massimo assoluto.

3
Studiando il segno della derivata prima, abbiamo che f/(z) >0 < z € (5, +00), percid

Zm = — € punto di minimo relativo. Poiché per ogni > x,, f(z) & crescente e per ogni

x < T f(x) & decrescente, allora concludiamo che x,, & anche punto di minimo assoluto.

3 1
Il minimo assoluto vale f(z,,) = f <2) = —%.
(e) In figura 2 il grafico di f.

Esercizio 3 Risolvi due dei tre seguenti integrali indefiniti:

T+ 2 1 -
/mdz /de /6 COS(2I’)dZE.



3 Grafico della funzione f(x)
T T T T T T

0.5

0.5 g

Figura 1: Grafico della funzione f(z) = /22 — 3z + 2.



Soluzione. 1. Conviene scrivere I'integrale come somma di due integrali:
T+ 2 / x / 1
——dr= | ——dz+2 | ——dz
V1—a? V1—a? V1—a?
11 primo ¢ della forma /(g(:v))o‘ '(z)dx, a patto di moltiplicare e dividere per —2, mentre

il secondo & un integrale immediato, di arcsin(x):

1
/vlfxz /\/1—332 _5.—%4—1

daz = 2arcsin(z) + ¢,

[ =

da cui
T+ 2

V1—z2

2. Per risolvere questo integrale procediamo operando la sostituzione v/bx —7 = t, da cui

dz = 2arcsin(z) — V1 — 22 +ec.

t2 2
T = ;_ ! edxr = 5tdt. Pertanto 'integrale diventa:
1 2 1 2 1
———tdt=2 | ——=dt==- | ———dt
/1525+7.t5 /7+t2 7/1 (LQ
+(%)

2 e 2 t

= \[/ ‘[ = — arctan <) +c.
T (L V7 VT

V7

Operando la sostituzione inversa, otteniamo:

1 /
/md \[arctan< ?m—l) +c

3. Conviene integrare per parti due volte, integrando ¢” e derivando cos(2x):
/ez cos(2z)dx = €” cos(2z) + 2 / e’ sin(2x)dzx =
= e” cos(2x) + 2 {ez sin(2z) — 2 / e’ cos(Qx)dx] =

= e” cos(2x) + 2¢” sin(2z) — 4 / e’ cos(2x)dz.

Chiamando [ := /eaC cos(2x)dx, otteniamo ’equazione

I = €® cos(2x) + 2€” sin(2z) — 41,

da cui )
/e”“' cos(2x)dx = ge$ [cos(2x) + 2sin(2z)].



Esercizio 4 Siano f,g: R — R funzioni convesse.
(a) Dimostra che se f ¢ crescente e f, g sono derivabili due volte allora f o g & convessa.

(b) Mostra esibendo un controesempio che se f non & crescente la precedente non & vera in
generale.

Soluzione. (a) Poiché f e g sono entrambe derivabili due volte, anche fog lo &, dunque possiamo
calcolare la derivata seconda:

(fog) = f(9(x)d (x)
(fog) =(f(g(@)g () = f"(g(@)(g (x)* + f'(g(x)g" (x).

Poiché f e g sono convesse, allora f” e g’ sono > 0; inoltre (¢’(x))® > 0 perché & un

quadrato e infine f'(g(z)) > 0 perché per ipotesi f & crescente. Ne segue che tutti i termini
che compongono (f o g)” sono positivi e percid concludiamo che (f o g)” > 0, da cui fog
convessa.

b) Ad esempio, prendendo f(z) = e~ % e g(z) = 2% abbiamo che:
( pio, p g

— f e g sono entrambe convesse;
— f non & crescente (anzi, & decrescente);
3:_2

— fog=e"" non ¢ convessa, infatti la sua derivata seconda ¢

D2 = (42 —2),

1 1
che & < 0 (e quindi concava) se x € (—2, )

[\)
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Esercizio 1 Si considerino i numeri complessi
i

T 2o = (1—3)(1+4)(V3+1).

21:172‘7

(a) Calcola il modulo di 27 e il modulo di zs.
(b) Calcola il modulo di z - 29.

Soluzione. (a) Scriviamo z; in forma normale:

L@ 1-2 . it2 3 6
AT T Ty T T T Ty - T 154 5 5"
da cui
12| = 9 /36 _ 3
" Vaos a5 T E

Poiché 25 € scritto come prodotto di tre numeri complessi, allora il suo modulo ¢ il prodotto
dei moduli dei tre fattori:

|22|:|1fi|\1+¢|‘\/§+i]:f2~\/§~\/i:4.

(b) Poiché vale |z - za| = |21] - |22] per ogni z1, 22 € C, allora
‘ | 3 4 12

22l =— 4= —.

122 NG NG

Esercizio 2 Considera la funzione f: R — R di legge

f(z) = /x2 + 32+ 2.

Calcola il dominio, gli zeri e il segno di f.

(a
(

b) Discuti la continuita di f nel suo dominio.

)
)
(¢) Studia la derivabilita di f nel suo dominio, classificando eventuali punti di non derivabilita.
(d) Calcola estremo superiore, estremo inferiore, massimo e minimo assoluti (se esistono) di f.
)

(e) Disegna un grafico qualitativo di f (non é richiesto lo studio della concavita e convessita).



Soluzione. (a) Poiché la radice cubica & sempre estraibile, allora il dominio &€ ¥ = R. Per

calcolare gli zeri di f, occorre risolvere f(z) = 0, cioe v/22 + 3z + 2 = 0. Poiché la radice
di un numero ¢ 0 se e solo se quel numero ¢ 0, allora gli zeri di f soddisfano

22 4+3:+2=0

che, risolta, da gli zeri x1 = —1 e z5 = —2. Poiché il segno di una radice di indice dispari
¢ dato dal segno del suo argomento, allora il segno di f & uguale al segno di z? + 3z + 2.
Risolvendo 2 +3z+42 > 0 concludiamo che f(z) > 0se e solo se 2 € (—o0, —1)U(—2, +00).

(b) La funzione f & composizione delle funzioni g(z) = ¥z e h(x) = 2 + 3z + 2, entrambe
continue. Pertanto anche f & continua.

(¢) Calcoliamo la derivata di f:

1 2 2z + 3
()= =(2?+3x+2)"3(22+3) = .
@) =3 S ) = s o
Vediamo che la derivata non ¢ definita in = —1 e * = —2 (perché in questi punti si

annulla il denominatore), dunque questi due sono punti di non derivabilita. Calcoliamo i
limiti destri e sinistri per classificare i punti:

lim f'(z) = —o0 lim f'(z) = —cc
rz——1— z——1+
lim f(x) = +o0 lim f'(z) = +oo0,
T——2" r——2+
pertanto x = —1 e x = —2 sono entrambi punti a tangente verticale.

(d) Calcolando i limiti a infinito di f,

lim /224 3z +2 = 400,

r—too

possiamo subito concludere che sup f = 400, dunque f non ammette massimo assoluto.

3
Studiando il segno della derivata prima, abbiamo che f'(z) > 0 <= z € (—§,+oo),

percio z,, = —= € punto di minimo relativo. Poiché per ogni > z,, f(z) & crescente e

per ogni z < Z,, f(x) & decrescente, allora concludiamo che x,, & anche punto di minimo

3 1
assoluto. Il minimo assoluto vale f(z,,) = f (—) =——

2 NI
(e) In figura 2 il grafico di f.

Esercizio 3 Risolvi due dei tre seguenti integrali indefiniti:

3—z 1 P
/ﬁdx mdl’ /6 Sln(31’)d1’.



3 Grafico della funzione f(x)
T T T T T T

251

-0.5F




Soluzione. 1. Conviene scrivere I'integrale come somma di due integrali:

3

idx*/idzdri%/#dx
Vi—z2 ) V12?2 Vi—azZ
Il primo ¢ della forma /(g(m))ag’(m)dx, a patto di moltiplicare e dividere per 2, mentre il

secondo ¢ un integrale immediato, di arcsin(x):

/ —T d 1/ —2x q 1 1
——dz =< | ——=dr ="
V1—22 2) V11— a2 2 —1+1

(1—$2)_%+1+C= 1—22+c¢

1
3 | —=dz = 3arcsin(x) + ¢,
/ V1 — a2 (@)
da cui
/idx = 3arcsin(z) + V1 —22+c¢
V1— 22 .
2. Per risolvere questo integrale procediamo operando la sostituzione v3z — 11 = ¢, da cui
2+ 11
xTr =
3

2
edxr = gtdt. Pertanto 'integrale diventa:

1 2 1 2 1
77tdt:2/7dt:—/7dt
2411 2 2

/g.ts 11+t 11 1+(t>

11

1

2 NGE 2 t

= —- \/11/ Vi1 dt = arctan () +c.

11 14 (LY V11 V11
V11

Operando la sostituzione inversa, otteniamo:

/x\/ﬁdx: \/21>1arctan< 1311;—1> +c
3. Conviene integrare per parti due volte, integrando e” e derivando sin(3x):
/e”‘ sin(3x)dx = €” sin(3z) — 3 / e’ cos(3z)dr =
= e”sin(3z) — 3 [em cos(3z) + 3 / e’ sin(?)sc)dx} =

= e sin(3z) — 3e” cos(3z) — 9 / e’ sin(3z)dx.

Chiamando [ := / e” sin(3z)dx, otteniamo I'equazione

I = e sin(3z) — 3e” cos(3x) — 91,

da cui

/e sin(3x)dx = 10¢ [sin(3x) — 3 cos(3x)].



Esercizio 4 Siano f,g: R — R funzioni concave.
(a) Dimostra che se f & decrescente e f, g sono derivabili due volte allora f o g & concava.

(b) Mostra esibendo un controesempio che se f non e decrescente la precedente non & vera in
generale.

Soluzione. (a) Poiché f e g sono entrambe derivabili due volte, anche fog lo &, dunque possiamo
calcolare la derivata seconda:

(fog) = f(9(x)d (x)
(fog) =(f(g(@)g () = f"(g(@)(g (x)* + f'(g(x)g" (x).

Poiché f e g sono concave, allora f” e ¢g” sono < 0; inoltre (¢/(x))? > 0 perché & un

quadrato e infine f/(g(x)) < 0 perché per ipotesi f & decrescente. Ne segue che i termini
che, sommati, danno (f o g)"” sono negativi e percid concludiamo che (f o g)” < 0, da cui
f o g concava.

b) Ad esempio, prendendo f(z) = e” e g(z) = —z? abbiamo che:
( pio, p g

— f e g sono entrambe convesse;
— f non & crescente (anzi, & decrescente);
3:_2

— fog=e"" non e concava, infatti la sua derivata seconda ¢

D2 = (42 — 2),

1 1
che & > 0 (e quindi convessa) se x € (—oo, —) U (\/57 —i—oo).



