Esercizio 1. Datiivettoriv=i+j, w=j+k, z=k:

1. Calcolare v - w e I'angolo formato da v e w.
2. Dimostrare che v e av sono paralleli per ogni o € R\ {0}.
3. Calcolare v- (WA z), (VAW)AzevVvA(WAzZ).
4. Si puo calcolare v A (w - z)?
5. Dato il vettore u =i+ k, calcolare la componente di v in direzione u.
Soluzione. 1. Ricordando che il prodotto scalare gode della proprieta commutativa e
distributiva, e che
i-i=j-j=k-k=1
i-j=ick=j-k=0,
segue che
v-w=({+]))-+k)=i-j+i-k+j-j+j-k=04+0+1+0=1.
Per calcolare ’angolo 6 tra i due vettori, ricorriamo all’importante relazione
v-w = |v||w]|cos#,
da cui v.w
cos(f) = VWl
Poiché [v| = /v -v =2 ¢ |[w| = /W -w = /2, segue che
cosf = 1 = 1
V2v2 2
Ne segue che 'angolo 6 puo assumere due valori:
T om
0= 33
2. Per dimostrare che due vettori sono paralleli basta verificare che il loro prodotto

vettoriale sia il vettore nullo. Calcoliamo dunque v A (av), ricordando che il
prodotto vettoriale gode della proprieta distributiva e che

ini=jAj=kAk=0
inj=k, jAk=1i kAi=]
jAi= -k, kAj=—i, ink=—j;



si ha

v A (av) = (v1i+ vej + vsk) A [a(v1i + v2] + vsk)]
= (v1i + v2j + vsk) A [(av1)i + (av2)j + (avs)K]
= av%i/\i—i—av%j/\j —|—ow§k/\k+
+ avivei A j + avivsi Ak + avsurj A1+ avovsj A k+
+ avivsk Al + avgmk A j =
= (av1ve — av1v2)i A j + (avavg — avgvs)j Ak + (avivs — avivs)i Ak = 0.

. In un’espressione con prodotti scalari e vettoriali si calcolano prima le espressioni
in parentesi. La prima:

wAz=(j+k)Ak=jAk+k+k=i+0=1;
ve(wAz)=(i+jANi=iANi+jAi=0—-k=—-k

La seconda:

vAw=({1+j)A{G+k) =iAnj+irk+jAj+jAk=k—-j+0+i=i-j+k;
(vAw)Az=(i—-j+k)Ak=iAk—jAk+kAk=-j—i+0=—i—].

La terza:

w Az =i

vAWAz)=({+j)ANi=iNi+jAi=0—-k= -k

In particolare notiamo che (vAW) Az # v A (wAz) e dunque l'uso delle parentesi
e essenziale.

. Notiamo che per calcolare v A (w - z) dovremmo prima calcolare w -z, che da come
risultato uno scalare, e moltiplicare il risultato vettorialmente per v. Poiché il pro-
dotto vettoriale puo solo essere calcolato tra due vettori, questa ultima operazione
e impossibile e dunque ’espressione non puo essere calcolata.

. In generale, la componente di un vettore v rispetto a un versore u e

compg(v) = v -1,
dunque per rispondere alla domanda occorre prima calcolare il versore associato a
u: .
. u (i+k) T, 1
= — = =—i4 —

M- 2 v e

Adesso possiamo calcolare la componente di v:

compg(v) = (i+]) - (\21+ \}ik = \2



Esercizio 2. Dato (P — O)(t) = 3t3i + 2sin(3t)j + ek, calcolare la velocitd vp(t) e

Paccelerazione ap(t).

Soluzione. Poiché i,j e k non cambiano nel tempo’, per calcolare la velocita vp occorre

derivare singolarmente le componenti di (P — O):

vp(t) = %(3753)1 + %(QSin(St))j + %(e‘“)k

= 9t%i + 6 cos(3t)j + 4et'k.
Similmente, per calcolare I'accelerazione occorre derivare le componenti di vp:

ap(t) = %(9t2)i + %(6 cos(3t))j + %(4e4t)k

= 18ti — 18sin(3t)j + 16e*k.

d

Esercizio 3. Di un punto P sappiamo che ap = 3j. Calcolare il moto (P — O)(t),

sapendo che all’istante ¢ = 0 valgono (P — 0)(0) = O e vp(0) =i.
Soluzione. Se (P — O)(t) = z1(t)i + x2(t)j + z3(t)k, abbiamo che

vp(t) = &1(0)i+ 2(t)j + 23(H)k

ap(t) = &1(t)i+ L2(t)j + Z3(t)k.

Pertanto, se ap(t) = 3j, vuol dire che

#1(t)
io(t)
i3(t)

I
o w o

Risolvendo le precedenti tre equazioni differenziali ordinarie troviamo x1(t), z2(t) e x3(t)

e dunque (P — O)(t). Per quanto riguarda la prima, si risolve semplicemente integrando

membro a membro rispetto al tempo:

i‘l(t) =0— il(t) =Cc1 — xl(t) =ct+ kl,

dove c; e k1 sono costanti di integrazione da calcolare in seguito a partire dalle condizioni
iniziali. La terza equazione differenziale ¢ formalmente la stessa, dunque la soluzione sara

xg(t) = c3t + ks.

'Se anche i vettori della terna di riferimento dipendono dal tempo, bisognerebbe derivare anche loro.

Si veda piu avanti nel corso di Meccanica Razionale



La seconda equazione differenziale e lievemente diversa, ma si risolve allo stesso modo:
. . 3
.%'Q(t) =3 — xQ(t) =3t+co — .%'g(t) = 575 + cot + ko.

Ne segue che la soluzione generale e

3
(P—0)(t) = (crt + k1)i+ (§t2 + cot + k2)j + (cst + k3)k.
Per calcolare le costanti ¢;, k;, @ = 1,2, 3, bisogna imporre le condizioni iniziali: la prima
e (P —0)(0) = O, dunque calcoliamo (P — O)(0) dalla soluzione generale e uguagliamo
a O:
(P —0)(0) = k1i+ koj + ksk = 0i + 0j + 0Ok,

da cui segue che k; = 0, k2 = 0, k3 = 0. La seconda condizione iniziale ¢ vp(0) = i,
percio calcoliamo vp(0) derivando la soluzione generale e la uguagliamo a i:

vp(t) = c1i+ (3t + c2)j + csk — vp(0) = c1i + o + esk =i,

da cui
01:1, 62:0, 0320.

Concludiamo che

(P—0)(t) =ti+ gt2j.

O

Esercizio 4. Fissata una terna di riferimento O, ijk, di un punto P di coordinate (P —
O)(t) = z1i + x2j + 3k sappiamo che ap(t) = —w?x1i. Sapendo che (P — 0)(0) = O e
vp(0) = i, calcolare (P — O)(t).

Suggerimento. Nel risolvere 1’equazione differenziale i +w?x1 = 0 osservare che yy(t) =
sin(wt) e ya(t) = cos(wt) sono entrambe soluzioni, quindi la soluzione generale sara data
dalle combinazioni lineari di y; e ys. O

Esercizio 5. Un punto P si muove su una piattaforma ruotante, dal bordo verso il
centro, con velocita relativa

(Vp)r = Tuy,
in modo che la sua posizione istantanea relativa all’osservatore ruotante, solidale alla
piattaforma, sia P — O = ru;j.
Trovare la velocita e 'accelerazione di P rispetto a un osservatore fisso O, iy, io,
nonché la traiettoria di P rispetto a questo osservatore.



Soluzione. Siano x1,x2 le coordinate di P nel sistema fisso e yi,y2 le coordinate nel
sistema mobile. Si ha che

u] = cos @i + sin ¢@j

uy = — sin @i + cos ¢j.

La traiettoria nel sistema fisso & data da
(P —0) =yiu; + youp = ru; = y2 =0,

che rappresenta la retta dell’asse u;.
Nel sistema mobile, invece,

(P —0) =ru; = r(cos @i+ sin ¢j) = rcos pi + rsin ¢j = 11 + 2],

da cul si vede che
of + a5 = ()%,

che ¢ ’equazione della spirale archimedea.
La velocita nel sistema fisso si ricava in due modi. Applicando le formule della
cinematica relativa,

Vp:(VP)R+VT:ru1+w/\(P—O):fu1+q5kAru1 :ful—krgﬁug.

Derivando direttamente il vettore (P — O), ricordando di derivare anche i vettori mobili?

uj € us:

dP-0) d o duy -
—5 - dt(rul) =ru; +7r o = ruy + rous.

vp =

2Si osservi che
du1 . dUQ

o T g T owm



Lo stesso vale per I'accelerazione. Applicando le formule della cinematica rigida,

ap = (ap)R+aT+ac:
=i +WAWA(P-0)]+wA(P—-0)+2wA(vp)r =
= fuy + ¢k A [¢k A rug] 4+ ok A ruy + 29k Afuy =
= (F —r¢?)us + (ré + 2d)us.

Derivando direttamente vp,

d d - d : . d
ap = % = @(7."11 + réug) = iuy —i—f% + réug + rous —i—rgb% =

= (¥ — r¢®)uy + (ré + 27¢)u,.



