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Derivata di Frechet

Definizione

Sia ® la funzione ® : N x N x C™*M x CM*M 5 CM*XM definita
per ricorrenza come

®(i,0)(X,Y) = X'

®(0,/)(X,Y) =Y/
>, )X, Y) =X —1,/)(X,Y)+ YO(i,j —1)(X,Y)

con i,j € N.
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Derivata di Frechet

Definizione

Sia ® la funzione ® : N x N x C™*M x CM*M 5 CM*XM definita
per ricorrenza come

®(i,0)(X,Y) = X'

®(0,/)(X,Y) =Y/
>, )X, Y) =X —1,/)(X,Y)+ YO(i,j —1)(X,Y)

con i,j € N.

Per i,j, X, Y fissati, ®(i,j)(X, Y) rappresenta la somma di tutti i
possibili prodotti fra i copie di X e j copie di Y.
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Derivata di Frechet
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Derivata di Frechet

o ®(0,0)(X,Y) = In
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Derivata di Frechet

o ®(0,0)(X,Y) = In
o ®(n,1)(X,Y) =30 o X" PYXP
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Derivata di Frechet

e ®(0,0)(X,Y)=In
e ®(n,1)(X,Y)= ZZ:O X"PYXP

@ La seguente quantita & ben definita

((D(p, q) + (D(r: 5))(X7 Y) = ¢(P, q)(Xa Y) + cb(r?S)(Xa Y) )
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Derivata di Frechet

e ®(0,0)(X,Y)=In
e ®(n,1)(X,Y)= ZZ:O X"PYXP

@ La seguente quantita & ben definita

(Cb(p, q) + (D(r: 5))(X7 Y) = ¢(P, q)(Xa Y) + d)(r?S)(Xa Y)

Proposizione
Siano A, B € C™*™ . Allora per n=1,2,... vale che

(A+ B)" Zcbn—/l (A, B)

Luca Ferragina Metodi di Newton



Derivata di Frechet

Dimostrazione.

Il caso n = 0 & banale.
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Derivata di Frechet

Dimostrazione.

Il caso n = 0 & banale. Supponiamo I'enunciato vero per n, allora:
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Derivata di Frechet

Dimostrazione.

Il caso n = 0 & banale. Supponiamo I'enunciato vero per n, allora:

(A + B)n+1
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Derivata di Frechet

Dimostrazione.

Il caso n = 0 & banale. Supponiamo I'enunciato vero per n, allora:

(A+ B)"! = [AZ¢ n—i,i —|—BZ¢ n—i (A B)
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Derivata di Frechet

Dimostrazione.

Il caso n = 0 & banale. Supponiamo I'enunciato vero per n, allora:

(A+ B)"! = [AZ¢ n—i,i —|—BZ¢ n—i (A B)

= [Ad>(n, 0) + B®(0, n)+
zn:Acb(n i)+ BO(n+1—i,i—1)](A B)
i=1
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Derivata di Frechet

Dimostrazione.

Il caso n = 0 & banale. Supponiamo I'enunciato vero per n, allora:

(A+ B)"! = [AZ¢ n—i,i —|—BZ¢ n—i (A B)

= [Ad>(n, 0) + B®(0, n)+

n

> Ad(n—i, i)+ Bd(n+1—1i,i—1)](AB)
i=1

= [®(n+1,0)+ P(0,n+ 1)+
n+1

ZCD(n—/—i—l NI(A,B) =Y _&(n+1—1i,i)(A B).

i=1 i=0

O
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Derivata di Frechet

P(X + tH)
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Derivata di Frechet

P(X +tH) = Ay(X + tH)P
p=0
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Derivata di Frechet

P(X +tH) = Ay(X + tH)P
p=0

=Y AP(p—q,9)(X, tH)

p=0q=0
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Derivata di Frechet

P(X + tH) = ZH:AP(X + tH)P

p—O

—ZZAQMJ q,q)(X, tH)
quO

—ZZAQHJ q.9)(X, tH)
q=0p=q
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Derivata di Frechet

P(X +tH) = Ay(X + tH)P
p—O

_ZZA d(p — q,q)(X, tH)

quO

_ZZA o(p—q,q)(X, tH)

q=0p=q

Zn: A,d(p.0) + Z A,d(p— 1,1)| (X, tH) + G(tH)
p=0 p=1

Luca Ferragina Metodi di Newton



Derivata di Frechet

P(X +tH) = Ay(X + tH)P
p—O

—ZZACDp q,q)(X, tH)

quO

:ZZAd)p q,9)(X, tH)

q=0p=q

Zn: A,d(p,0) + Z A,d(p — 1,1)| (X, tH) + G(tH)
p=0 p=1

+ZA o(p )(X, tH) + G(tH)

con G(tH) = 22:2 Zg:q Ap®(p — q,q)(X, tH)



Dimostrazione del lemma 4

Siano X e H matrici non negative e sia « € R, allora

P(X + aH) > P(X) + aDx(H)
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Dimostrazione del lemma 4

Dimostrazione.

P(X + aH) =
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Dimostrazione del lemma 4

Dimostrazione.

n

P(X+aH) =Y A(X+aH)P => ) Ad(p—q,9)(X,aH)
p=0 p=0 g=0
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Dimostrazione del lemma 4

Dimostrazione.

n

P(X+aH) =Y A(X+aH)P => ) Ad(p—q,9)(X,aH)
p=0 p=0 g=0

_ZA< (P, 0)(X, M) + &(p — 1,1)(X, aH)

—f—ZCDp q,q XaH))
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Dimostrazione del lemma 4

Dimostrazione.

n

P(X+aH) =Y A(X+aH)P => ) Ad(p—q,9)(X,aH)
p=0 p=0 g=0

_ZA< (P, 0)(X, M) + &(p — 1,1)(X, aH)

—f—ZCDp q,q XaH))

= P(X) +aDx(H) + Y > A:®(p — q,9)(X, aH)
p=2q=2
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Dimostrazione del lemma 4

Dimostrazione.

n

P(X+aH) =Y A(X+aH)P => ) Ad(p—q,9)(X,aH)
p=0 p=0 g=0

_ZA< (P, 0)(X, M) + &(p — 1,1)(X, aH)
—f—ZCDp q,q XaH))

p=2 q=2
> P(X) + aDx(H)
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Dimostrazione della Prop. per RN

Proposizione

Se esiste una Y matrice non negativa tale che P(Y) <0,
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Dimostrazione della Prop. per RN

Proposizione

Se esiste una Y matrice non negativa tale che P(Y) < 0, per ogni
X tale che Y > X >0 e P(X) > 0 definiamo A e H tramite
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Dimostrazione della Prop. per RN

Proposizione

Se esiste una Y matrice non negativa tale che P(Y) < 0, per ogni
X tale che Y > X >0 e P(X) > 0 definiamo A e H tramite
Dx(H) = —P(X)
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Dimostrazione della Prop. per RN

Proposizione

Se esiste una Y matrice non negativa tale che P(Y) < 0, per ogni
X tale che Y > X >0 e P(X) > 0 definiamo A e H tramite

Dx(H) = —P(X) e

A := min { (PO + [P(XT)] S [P(X)]i > O}.

[P(X)]3
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Dimostrazione della Prop. per RN

Proposizione

Se esiste una Y matrice non negativa tale che P(Y) < 0, per ogni
X tale che Y > X >0 e P(X) > 0 definiamo A e H tramite

Dx(H) = —P(X) e

A := min { (PO + [P(XT)] S [P(X)]i > O}.

[P(X)]3

Allora valgono i seguenti fatti:

Luca Ferragina Metodi di Newton



Dimostrazione della Prop. per RN

Proposizione

Se esiste una Y matrice non negativa tale che P(Y) < 0, per ogni
X tale che Y > X >0 e P(X) > 0 definiamo A e H tramite

Dx(H) = —P(X) e

A := min { (PO + [P(XT)] S [P(X)]i > O}.

[P(X)]3

Allora valgono i seguenti fatti:
o XTT :=(XT)T & ben definito.
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Dimostrazione della Prop. per RN

Proposizione

Se esiste una Y matrice non negativa tale che P(Y) < 0, per ogni
X tale che Y > X >0 e P(X) > 0 definiamo A e H tramite

Dx(H) = —P(X) e

o POl + PN e
A= { PO, .[P(X)],J>O}.

Allora valgono i seguenti fatti:
o XTT :=(XT)T & ben definito.
e XT <X+ AH<Y.
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Dimostrazione della Prop. per RN

Proposizione

Se esiste una Y matrice non negativa tale che P(Y) < 0, per ogni
X tale che Y > X >0 e P(X) > 0 definiamo A e H tramite

Dx(H) = —P(X) e

o POl + PN e
A= { PO, .[P(X)],J>O}.

Allora valgono i seguenti fatti:
o XTT :=(XT)T & ben definito.
e XT <X+ AH<Y.
o P(X+AH)>0.

Luca Ferragina Metodi di Newton



Dimostrazione della Prop. per RN

Dimostrazione.

@ Per il lemma (3), —Dx & una M-matrice non singolare e
X< Xt<Yy
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Dimostrazione della Prop. per RN

Dimostrazione.

@ Per il lemma (3), —Dx & una M-matrice non singolare e
X< Xt<Yy

@ Per il lemma (4), si ha P(X + H) > P(X) + Dx(H) =0,
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Dimostrazione della Prop. per RN

Dimostrazione.

@ Per il lemma (3), —Dx & una M-matrice non singolare e
X< Xt<Yy

@ Per il lemma (4), si ha P(X + H) > P(X) +Dx(H) =0,
quindi A >1e X" <X, :=X+\H
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Dimostrazione della Prop. per RN

Dimostrazione.

@ Per il lemma (3), —Dx & una M-matrice non singolare e
X<Xt<Y

@ Per il lemma (4), si ha P(X + H) > P(X) +Dx(H) =0,
quindi A >1e X" <X, :=X+\H

@ Per il lemma (3), —Dx+ € una M-matrice non singolare e
Xt =Xt +K
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Dimostrazione della Prop. per RN

Dimostrazione.

@ Per il lemma (3), —Dx & una M-matrice non singolare e
X<Xt<Y

@ Per il lemma (4), si ha P(X + H) > P(X) +Dx(H) =0,
quindi A >1e X" <X, :=X+\H

@ Per il lemma (3), —Dx+ € una M-matrice non singolare e
XtHt = X* 4+ K dove

Dx+(K) = P(XT)
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Dimostrazione della Prop. per RN

Dimostrazione.

@ Per il lemma (3), —Dx & una M-matrice non singolare e
X<Xt<Y

@ Per il lemma (4), si ha P(X + H) > P(X) +Dx(H) =0,
quindi A >1e X" <X, :=X+\H

@ Per il lemma (3), —Dx+ € una M-matrice non singolare e
XtHt = X* 4+ K dove

Dx+(K) = P(XT)

e inoltre vale XT1+ < Y.
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Dimostrazione della Prop. per RN

Dimostrazione.

Dx(XTF = X)\) =
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Dimostrazione della Prop. per RN

Dimostrazione.

Dx (X = X\) = Dx(X + H + K) = Dx(X + })
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Dimostrazione della Prop. per RN

Dimostrazione.

Dx(X++ — X)) =Dx(X+ H+ K)—Dx(X +\)
= —P(X) + Dx(K) + AP(X)
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Dimostrazione della Prop. per RN

Dimostrazione.

Dx(X++ — X)) =Dx(X+ H+ K)—Dx(X +\)
—P(X) + Dx(K) + AP(X)
< —P(X) 4+ Dx+(K) + AP(X)
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Dimostrazione della Prop. per RN

Dimostrazione.

[
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Dimostrazione della Prop. per RN

Dimostrazione.

— —P(X) = P(X*) + AP(X) <0
Quindi Y > Xt > X,.

P(X + AH) =
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Dimostrazione della Prop. per RN

Dimostrazione.

Dx (X = X))

Il
™
X

[
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Quindi Y > Xt > X,.

P(X + AH) = P(X + H+ (A — 1)H)
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Dimostrazione della Prop. per RN

Dimostrazione.

Dx (X = X))

Il
™
X

[
|
v
Re
|
t
=
=
+
>
|
Ro
A
o

Quindi Y > Xt > X,.

P(X 4+ AH) = P(X + H+ (A — 1)H)
> P(XT) + (A — 1)Dx+(H)
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Dimostrazione della Prop. per RN

Dimostrazione.

Dx (X = X))

Il
™
X

X+ H+ K)—Dx(X + )
= —P(X) + Dx(K) + AP(X)
X) + Dx+(K) + AP(X)
— P(XH)+AP(X) <0

I
|
T
o

Quindi Y > Xt > X,.

P(X +AH) = P(X+H+ (A—1)H)
(XF) + (A = 1)Dx+(H)

> P
> P(XT) + (A = 1)Dx(H)
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Dimostrazione della Prop. per RN

Dimostrazione.

Dx (X = X))

Il
™
X

(X+H+K)—Dx(X+ )
= —P(X) + Dx(K) + AP(X)
< —P(X) + Dx+(K) + AP(X)
=—P(X)-P(XT)+AP(X) <0

Quindi Y > Xt > X,.

P(X +AH) = P(X + H+ (A — 1)H)
> P(XT ) (A =1)Dx+(H)
> P(XT) + (A= 1)Dx(H)
= P(X™) + P(X) = AP(X)
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Dimostrazione della Prop. per RN

Dimostrazione.

Dx (X = X))

Il
™
X

(X+H+K)—Dx(X+ )
= —P(X) + Dx(K) + AP(X)
< —P(X) + Dx+(K) + AP(X)
=—P(X)-P(XT)+AP(X) <0

Quindi Y > Xt > X,.

P(X +AH) = P(X + H+ (A — 1)H)
> P(XT ) (A =1)Dx+(H)
> P(XT) + (A= 1)Dx(H)
= P(XT) + P(X) = AP(X) > 0

Ol
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