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INTRODUZIONE

Questo documento raccoglie gli appunti del corso Analisi su varieta interno alla Norma-
le tenuto dal professor Andrea Malchiodi nell’anno 2015/2016. Gli argomenti seguono
fedelmente quelli trattati a lezione e si possono suddividere sostanzialmente in quattro

macro-sezioni:
1. introduzione e definizioni basilari riguardanti le varieta,;
2. campi vettoriali e derivate di Lie;
3. calcolo tensoriale fino a giungere al teorema di Stokes;
4. gruppi di Lie.

Ringraziamo Claudio Afeltra, Lorenzo Benedini, Alice Cortinovis, Fabio Ferri, Luca
Minutillo Menga, Federico Scavia e Marco Trevisiol per il contributo nella stesura.






CAPITOLO 1
VARIETA DIFFERENZIABILI

1.1. Definizioni ed esempi di varieta differenziabili

Le varieta sono spazi localmente simili agli spazi euclidei, ma globalmente diversi.

Per motivi sia teorici che applicativi e utile sviluppare strumenti su oggetti curvi. Ad
esempio si possono studiare i sistemi dinamici sulle varieta, oppure ricavare informazioni
topologiche a partire da concetti analitici.

Il modello di riferimento sono le varieta immerse in R™, ma si puo dare una nozione
intrinseca di varieta.

Definizione 1.1.1. Una spazio topologico M ¢ detto localmente euclideo di dimensione
n € N se ¢ di Hausdorff ed ¢ localmente omeomorfo ad un aperto di R”.

Definizione 1.1.2. Se U ¢ un aperto di M e ¢ : U — ¢(U) C R" ¢ un omeomorfismo,
la coppia (U, ) ¢ detta carta, o sistema di coordinate. Le componenti di ¢ si dicono
funzioni coordinate. Una famiglia di carte che ricopre M e detta atlante.

Se (U, 1) e (Us, @a) sono carte, @p 0 07" : o1 (U N Us) — 0o(Up NUy) & un omeo-
morfismo tra aperti di R", detto cambio di carta o transizione. Per poter fare uso degli
strumenti del calcolo differenziale, si considera un insieme di carte tale che i cambi di
carta siano differenziabili.

Nota 1.1.3. Data una carta (U, ), quando non specificato, sottintenderemo che ¢ abbia
componenti ¢ = (2!, ..., 2").

Definizione 1.1.4. Una struttura differenziabile di classe C* su uno spazio localmente
euclideo ¢ un atlante F massimale rispetto all’inclusione e tale che tutti i cambi di carta
siano di classe C¥.

Nota 1.1.5. Se F non € massimale esso ¢ contenuto in un’unica struttura differenziabile
C*, formata da tutte le carte con transizioni di classe C* rispetto ad F.

Definizione 1.1.6. Una varieta differenziabile n-dimensionale di classe C* ¢ una coppia
(M, F) tale che M sia uno spazio topologico localmente euclideo a base numerabile ed F
sia una struttura differenziabile su M.

Esempio. Di seguito alcuni esempi di varieta differenziabili:

1. R™ con l'atlante formato da una sola carta ('identita), o piu in generale tutti gli
aperti di R™.
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2. 8™ con un atlante formato da due carte: le proiezioni stereografiche da polo nord
N=(0,...,0,1) esud S = (0,...,0,—1), cioe

x Tp "
WN(xla'-wxn-&-l):<1_;+17--'71_m+1) su U = 5"\ {N},
T Tn

cey Tp1) = ey Uy =5"\{S}.
Ts(T1, s Tpy1) (1+5Un+1 1+$n+1) su Uz \ {5}

In particolare mg o ' : R™\ {0} — R™ & la mappa z #, chiamata inversione
di Keluvin.

3. Lo spazio proiettivo RP™ con atlante (U, )iz, tale che U; = {[xzo, ..., ,)

z; # 0} e pi([zo, ..., xn]) = %(ﬁg,...,i’i,...7$n).

.....

Esempio. Dati k > n interi sia G, (R¥) la famiglia dei sottospazi n-dimensionali di R*,
che si puo dotare di una struttura differenziabile naturale con la quale viene detta varieta
grassmanniana.

Dato F C R* sottospazio n-dimensionale, sia GG uno dei supplementari lineari, cioe
R* = F @ G. Sia ora Ug = {H C RF sottospazio n-dimensionale tale che R* = H ® G} e
sia pg : Ug — ZL(F,G) tale che opg(H) = 7p(H,G)ong(H, F)™'; dove mp(G) : RF —
G e 7g(F) : R¥ — F sono le proiezioni sui due sottospazi e mp(H, G) ¢ la restrizione di
7r(G) ad H e simmetricamente per l'altra.

Per prima cosa dimostriamo che 7o (H, F') € invertibile e quindi che ha senso la scrit-
tura sopra. Sia infatti H € Ug allora R¥ = F® G = H @ G, quindi ng(H, F) e mq(F, H)
sono una l'inversa dell’altra. Infatti, data h € H, scrivendo h= f+gcon f € Fege G
si ha f = h — ¢; quindi

ne(F H)ong(H,F)(h)=h e ng(H,F)ong(F,H)(f)=1f.

Inoltre vale anche il viceversa, ovvero che se mg(H, F') & un isomorfismo, allora R¥ =
H @ G. Infatti & chiaro che H NG = {0} e, se ¢ € R¥, allora

¢ = (ng(H,F)"" ong(F)(c)) + (¢ — ma(H,F) ™ o ma(F)(c))

e la prima parentesi € un elemento di H mentre la seconda un elemento di G.

Usando questi fatti si puo dimostrare che g ¢ biettiva e quindi che {(Ug, ¢rc)
R* = F @G} @ un atlante sui sottospazi n-dimensionali, con il quale risultano quindi una
varieta (n(k — n))-dimensionale.

Nota 1.1.7. Esistono varieta omeomorfe ma non diffeomorfe. Ad esempio, come scopri
Milnor, ci sono ventotto varieta omeomorfe a S” tra di loro non diffeomorfe, dette sfere
esotiche. Su S*, S2%, 53, 8% ed S% questo non accade, mentre per S* il problema ¢ tuttora
aperto.

Nota 1.1.8. La richiesta che le varieta siano a base numerabile ha alcune importanti
conseguenze:

1. le varieta sono metrizzabili;

2. le varieta sono spazi topologici normali;
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3. le varieta sono paracompatte!. dunque in particolare esistono partizioni dell’unita;
) )

4. le varieta sono o-compatte, ossia sono un’unione numerabile di compatti.

Esercizio 1.1.9. Se g : R* — R ¢ di classe C*, M = g=*({0}) e Vg # 0 su M, allora
M ¢ una varieta C* di dimensione n — 1.

Esercizio 1.1.10. Lo spazio SL,(R) delle matrici n X n a determinante 1 ¢ una varietad
di dimensione n* — 1.

Esercizio 1.1.11. La funzione t — t3 induce su R una struttura differenziabile diversa
da quella ordinaria, ma le varieta ottenute sono diffeomorfe.

1.2. Prodotti e mappe di varieta

Definizione 1.2.1. Date (M, F;) e (Msy, F,) varieta C*, si pud definire la varieta pro-
dotto (M, x My, Fy X F»), che ¢ lo spazio topologico prodotto con la struttura differenziale
generata dall’atlante {(U; x Us, 1 X ) : (U, ;) sono carte di F;}.

Nota 1.2.2. Ovviamente si ha che dim(M; x M) = dim(M;) + dim(M,).
In modo analogo si puo definire il prodotto di piu fattori.
Definizione 1.2.3. Se M ed N sono varietd C* e r < k, una funzione f:M — N si

dice di classe C" se per ogni x € M ci sono una carta (U, ¢) di M con x € U ed una carta
(V,4) di N con f(U) C V tali che ¢po fop ! sia di classe C".

L’ipotesi che r < k serve affinché la definizione non dipenda dalle carte scelte, come
mostra la seguente proposizione.

Proposizione 1.2.4. Una funzione continua f : M — N e di classe C" se e solo se tutts
1 suot rappresentanti locali sono di classe C".

Proposizione 1.2.5. La composizione di due funzioni C" é C".

Definizione 1.2.6. Un diffeomorfismo C” & una funzione C" invertibile e con inversa C".

1.3. Spazio tangente

Data una varieta n-dimensionale immersa in R™, per ogni suo punto esiste un sottospazio
affine di dimensione n detto spazio tangente. Vogliamo mostrare come estendere questa
costruzione alle varieta astratte. Vi sono diversi approcci per fare cio; noi vedremo lo
spazio tangente ad un punto come “insieme delle velocita delle curve passanti per quel
punto”.

Definizione 1.3.1. Siano M una varietd, x € M, ¢,é: (—=1,1) — M curve di classe C!
tali che ¢(0) = ¢(0) = = e (U, ) una carta con x € U. Allora diciamo che ¢ e ¢ sono
tangenti in x rispetto a ¢ se (p o c¢)’(0) = (¢ o ¢)'(0).

Proposizione 1.3.2. La definizione precedente non dipende dalla carta.

Uno spazio topologico X si dice paracompatto se ogni suo ricoprimento aperto ammette un
raffinamento aperto localmente finito.
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Si puo dunque dare la seguente definizione.

Definizione 1.3.3. Due curve ¢,¢: (—1,1) — M di classe C! tali che ¢(0) = ¢(0) = z si
dicono tangenti se le loro espressioni locali in carta sono tangenti.

Tutto cio ci permette di definire lo spazio tangente.

Definizione 1.3.4. Lo spazio tangente ad un punto x € M, indicato con T, M, & 'insieme
delle classi di equivalenza delle curve ¢ : (—1,1) — M di classe C* con ¢(0) = x con la
relazione “essere tangenti in z”. L’unione disgiunta degli spazi tangenti ad M ¢ detta
spazio tangente, o fibrato tangente, ed e indicata con T'M.

Nota 1.3.5. Su T, M c’e¢ un’evidente struttura lineare che lo rende uno spazio vettoriale
con la stessa dimensione di M.

Ora vediamo due definizioni alternative.

Controvarianza: Per definire il tangente si possono usare le proprieta di trasformazione
dei vettori.

Infatti, se (U, ) e (U, ) sono due carte e chiamiamo (y',...,y") = (poc)(t) e
(g',...,9™) = (poc)(t), allora il vettore tangente associato a ¢/(0) si scrive nei due
sistemi di coordinate come (V! ... V") = (d—yl(O), L)) e (VL V) =

dt ' dt
(dT"f(O), e %(0)). Usando il cambio di carta si trova che la funzione y — y € un

diffeomorfismo locale e la relazione tra le due coordinate ¢
~ dyj
P =0 = o) 0 = 3 St

Questo tipo di trasformazione e detto controvarianza e puo essere usato per definire
lo spazio tangente.

Con questa notazione, dato un sistema di coordinate (U, ), un vettore v € T, M
(con x € U) si scrive cosi:

v = 8y

=1

dove a?ﬂ (o(x)) = [¢(x) + tei]y), essendo e; I'i-esimo vettore della base canonica.

Derivazioni: Data f : R -4 R e v € R” sia D, f la derivata direzionale lungo v di
f. Allora D, e lineare in f ed vale la regola di Leibniz D,(fg) = fD,g + gD, f.
Si definiscono derivazioni gli operatori lineari A : C"(U) — R che godono della
regola di Leibniz. Si puo dimostrare che in questo modo si ottiene una definizione
equivalente di spazio tangente.

Una funzione regolare agisce sui vettori tangenti alla varieta, permettendo di estendere
il concetto di differenziale alle varieta.

Lemma 1.3.6. Se ¢ e ¢ sono curve tangenti in v € M e f : M — N ¢ di classe C*
allora foc e foéc sono curve tangenti in f(x).

Dimostrazione. Basta passare in carta. O
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Definizione 1.3.7. Data f : M — N di classe C" si definisce mappa tangente (o differen-
ziale) di f lamappa T'f : TM — TN (indicata anche con df) tale che T'f([c].) = [foc] )
(la definizione ¢ ben posta per il lemma precedente). La restrizione di T'f allo spazio
tangente ad un punto x e indicata con T, f.

Nota 1.3.8. Dato v € T, M, chiamiamo T f (v) il push-forward di v tramite f, che si indica
anche come f,v.

Nota 1.3.9. L’applicazione T f : T,M — T, N ¢ lineare.

Teorema 1.3.10 (Mappe composte). Valgono le sequenti proprieta:
1.sef:M —-Neg: N — P sonoC", allora gof ¢C" eT(go f)=TgoTf;
2. T(idy) = idpas;
3. se f: M — N ¢ un diffeomorfismo allora Tf ¢ invertibile e (T f)™' = T(f71).

Dimostrazione. 1l punto 1 si dimostra passando in carta, il 2 ¢ banale, il 3 € conseguenza
immediata dei due precedenti. O

Ora vogliamo dotare il fibrato tangente di una struttura differenziabile.
Data una carta (U, ¢) abbiamo le carte T : TU — T(p(U)) tale che Tp([c],) =
[¢ © €]p(a)- Si verifica facilmente che Ty ¢ biunivoca.

Proposizione 1.3.11. Se k > 1 e (M, F) ¢ una varieta C* allora TF = {(TU,Typ) :
(U, ) € F} ¢ un atlante C* su TM, detto atlante naturale.

Dimostrazione. Dato che F ricopre M, T'F ricopre T'M. Inoltre per il Teorema 1.3.10
(Mappe composte) abbiamo che Tg; o (Tp;)™" = T(g; 0 '), che & un diffeomorfismo
C*. Inoltre TM & di Hausdorff e a base numerabile con la topologia indotta da TF. [

Similmente si dimostra il seguente risultato.
Proposizione 1.3.12. Se f : M — N ¢ un diffeomorfismo C™, Tf : TM — TN ¢ un
diffeomorfismo C".

1.4. Funzioni tra varieta

Ora definiamo alcuni tipi particolari di funzioni tra varieta.
Definizione 1.4.1. Sia f : M — N di classe C'.
1. Se il differenziale di f ¢ iniettivo in ogni punto, f & detta immersione.
2. Se f & un’immersione iniettiva, (M, f) e detta sottovarieta.
3. Se f ¢ un’immersione ed un omeomorfismo con I'immagine, f ¢ detta embedding.

Proposizione 1.4.2. Se f : M — N ¢ di classe C' e T, f ¢ invertibile allora f ¢ un
diffeomorfismo in un intorno di x.

Dimostrazione. Basta passare in carta ed applicare il teorema della funzione implicita.
m
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Proposizione 1.4.3. Se f : M — N ¢ di classe C* e T, f ¢ iniettivo allora f ¢ localmente
miettiva.

Dimostrazione. Passando in carta si puo supporre M = R™, N = R" e z = 0. Allora,
dato che T'f = Df, si ha che

fp) — flq) = /0 Df(qg+s(p—q))lp—qlds= (Df(0) +o(1))[p — dal,

per p,q — 0. Quindi f(p) # f(q) per p, g piccoli. O

Esercizio 1.4.4. Si dimostri che U(n) (il gruppo delle trasformazioni unitarie di C") é
una sottovarieta non compatta di £ (C",C").

Esercizio 1.4.5. Si dimostri che RP' ¢ una sottovarieta di RIP2.

Esercizio 1.4.6. Si dimostri che P = {Q € O(3) : det@Q =1, Q = Q"}\ {id} ¢
una sottovarieta compatta di O(3). Si descrivano inoltre gli elementi di P in termini
geometrici.

1.5. Fibrati vettoriali

L’idea ¢ associare (in modo ragionevole) ad ogni punto di M varieta uno spazio vettoriale
opportuno.

Definizione 1.5.1. Un fibrato vettoriale di rango k € N consiste di uno spazio totale E|
una base M (E ed M varieta) ed una proiezione 7 : E — M (mappa regolare) tale che
per ogni x € M la sua fibra F, := 7 !(z) ha una struttura di spazio vettoriale.

Si richiede inoltre una “banalita locale”, cioe che localmente E sia un prodotto: per
ogni € M esiste U intorno di x e un diffeomorfismo ¢ : #=1(U) — U x R¥ tale che
mop =7, dove m : U xRF — U ¢ la proiezione sulla prima coordinata, e per ogniy € U
vale che ¢, = ¢|g, : E, — {y} x R* & un isomorfismo. La coppia (U, @) ¢ detta carta di
fibrato.

Nota 1.5.2. Un fibrato vettoriale e localmente uno spazio prodotto, ma in generale questa
proprieta non e vera globalmente. Se e vera globalmente il fibrato e detto banale.

Esempio (Nastro di Mdbius). Il nastro di Mébius di puo vedere come un fibrato vettoriale
su S!, che perd non ¢ banale.

Sia (E,m, M) un fibrato vettoriale di rango k, sia (U, )aca un ricoprimento tramite
aperti che banalizza localmente il fibrato e siano @, : 71 (U,) — U, x R¥ le banalizzazioni
locali.

Definizione 1.5.3. Se U, N U # () definiamo la mappa di transizione pgo : Uy N Us —
GL(RF) tramite le formule ggo @, (z,v) = (z, Ppa(z)v) con z € U,NUs, v € R*. Oppure
analogamente P, (7) = (Ps|5, ) (Pale,) ™"

Proposizione 1.5.4. Valgono le sequenti proprieta della funzione di transizione

o Do) =idgr per ogni x € Uy;
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o 0u5(T)Ppa(x) = idgw per ogni x € U, N Up;
® Gory(2)Pyp(x)Ppa(x) = idge per ogni x € U, NUz N U,,.

Nota 1.5.5. E possibile ricostruire un fibrato vettoriale tramite relazioni di equivalenza
in base alle funzioni di transizione.

In particolare si ottiene che E = | |
T=Yew= Pga.

wen Ua X R¥/ ~ dove (z,v) ~ (y,w) se e solo se

Esempio (Fibrato tangente di una varieta). Dati (Uy, ;) carta di M con coordinate
(zt,...,2") e p € U, un vettore v di T,M si esprime come v = D it Vi (¢1(p)). Sia
(Us, ¢2) una nuova carta, con p € Us e coordinate (y',...,y"). Se V3 sono le componenti

di v nella carta (Us, p2), abbiamo (per la controvarianza) che

2 L 9y
Jj=1

CAONGE

La funzione di transizione da ¢; a ¢y € quindi

(V... V") = ( i (sol(p))V])

J=1 i=1,..n

Se (Us, ¢3) ¢ una terza carta, con p € Uz e con coordinate (2!,...,2"), allora

e 100 = 3 a0 5 1 0)

e quindi P31 = P32 0 Pa1.
Si puo fare la stessa cosa per distribuzioni k-dimensionali di M varieta.

Esempio. Consideriamo la sfera S? come unione di U; = S*\ {S} e U, = 5%\ {N},
con S ed N polo sud e nord come gia visti. Usando le coordinate stereografiche, su

~ 2 : : : . 4 (cos(kB) —sin(k0)
Uy NU; = R?\ {0} definiamo in coordinate polari @o1(r,0) = r (sin(kz@) cos(k0)
con k € N.

Questa costruzione definisce un fibrato di rango 2 su S2.

Definizione 1.5.6. Siano U x R* e U’ x R! banalizzazioni locali di fibrati vettoriali £
ed E'. Una mappa f : U x R¥ — U’ x R' ¢ detta una mappa locale di fibrati vettoriali
se ha la forma f(p,v) = (fi(p), f2(p)(v)), dove f; : U — U’ e fo : U — ZL(RF R") sono
mappe regolari.

Inoltre f & detta un isomorfismo locale di fibrati vettoriali se fo(p) € GL(R*, R!).

Definizione 1.5.7. Siano E, E’ due fibrati vettoriali. Una mappa f : E — E’ ¢ detta una
mappa (rispettivamente un isomorfismo locale) di fibrati vettoriali se, per ogni v € E e per
ogni banalizzazione locale (W', ) di E' tale che 7'(f(v)) € W', esiste una banalizzazione
locale (W, @) con w(f(W)) C 7'(W’) tale che il rappresentante locale fg; = Yo fogpt
¢ una mappa locale di fibrati vettoriali (rispettivamente un isomorfismo locale).

Se la mappa f e biettiva, f & detta un isomorfismo di fibrati vettoriali.

7
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Definizione 1.5.8. Sia 7 : ' — B un fibrato vettoriale. Una sezione locale di m & una
mappa (regolare) £ : U — E con U aperto in B tale che m(£(b)) = b per ogni b € U.
Se U = B, la mappa & e detta sezione globale.

Nota 1.5.9. Le sezioni (diciamo C”) formano uno spazio vettoriale. Usando carte di
fibrato e possibile sommare nelle seconde componenti delle banalizzazioni locali.

In particolare la sezione nulla (che esiste sempre) associa in ogni carta di fibrato il
punto b € B al punto (b,0) ed ¢ in corrispondenza naturale con B.

La caratteristica di Eulero ¢ un indicatore dell’esistenza di sezioni globali non nulle
ovunque.

Proposizione 1.5.10. Sia f : E — E’ una mappa di fibrati. Allora valgono le sequenti
proprieta:

1. f preserva la sezione nulla (cioe, in modo improprio, f(B) C B');

2. [ induce univocamente una mappa fg : B — B’ tale che il sequente diagramma

E 1, B

commuta: lw lﬁ/ (cioe m'o f = fgom);
B . p

Inoltre una mappa g : E — E' & una mappa di fibrato se e solo se esiste gg : B — B’
tale che ' o g = gg o e g ristretta ad ogni fibra é continua e lineare.

Dimostrazione. Sono tutte facili verifiche, eventualmente passando in carta. O]



CAPITOLO 2
CAMPI VETTORIALI

2.1. Definizioni di campi vettoriali e curve integrali

Definizione 2.1.1. Sia M una varietda C*. Un campo vettoriale su M ¢ una funzione
X : M — TM tale che X(p) € T,M per ogni p € M. Un campo vettoriale ¢ detto di
classe C" (con r < k) se le sue componenti sono di classe C".

Se (U, ¢) & una carta con (x',...,2") coordinate locali, allora possiamo scrivere

X(@) = Y X @)
dove (X',...,X")(z) = Tp(X (o~ (x))) e 2% = (Tp) (e;), dove ey,...,e, ¢ la base

ozt
canonica di R". In particolare e il campo vettoriale corrispondente alla derivazione
of
f= 55

ox?
Chiamiamo x"(M) l'insieme dei campi vettoriali C" su M, mentre indichiamo con

X(M) 'insieme dei campi C* su M.

o)
ozt

Nota 2.1.2. Osserviamo che un campo vettoriale X agisce linearmente sugli endomorfismi
di C°(M). Infatti, data f € C°°(M), possiamo definire 'applicazione X (f) € C*°(M)
tale che X (f)(p) = df(X(p)).

Tale applicazione dai campi vettoriali agli endomorfismi di C*°(M) ¢ facilmente iniet-
tiva, ma non e surgettiva, poiché un endomorfismo indotto da un campo vettoriale deve
rispettare la regola di Leibniz; infatti date f,g € C°°(M) vale

X(f9)p) = d(fg)(X(p)) = g- df(X(p)) + [ - dg(X(p)) = g- X(f) + - X(g).

Definizione 2.1.3. Una curva integrale di un campo vettoriale X e una curva differen-
ziabile ¢ tale che ¢/(t) = X (c(t)) per ogni t.

Se (U, ) & una carta allora le coordinate ¢(¢) di ¢ soddisfano le equazioni differenziali
% = X'(c!(t),...,c"(t)) per i = 1,...,n. Questo ¢ un sistema autonomo, anche se in
generale si possono considerare anche campi vettoriali dipendenti dal tempo.

Ora richiamiamo dei risultati sulle equazioni differenziali ordinarie che daremo per
noti.

Teorema 2.1.4 (Cauchy-Lipschitz). Siano U C R™ aperto e X : U — R" di classe C*.
Allora per ogni xy € U esiste I C R aperto con0 € I e c: I — R™ tali che c(0) = xy e
d(t) = X(c(t)). Inoltre se esistono ¢y, ¢y : I, Iy — R™ come sopra, allora esse coincidono
SU Il N IQ.



Capitolo 2. Campi vettoriali

Teorema 2.1.5 (Differenziabilita del flusso). Se, nelle stesse ipotesi del teorema prece-
dente, X ¢ di classe C*, allora esistono un intorno aperto Uy C U, un numero a > 0
ed una funzione F : Uy x (—a,a) — R"™ di classe C* tali che per ogni u € Uy la curva
cu(t) = F(u,t) sia una curva integrale di X tale che ¢,(0) = u.

2.2. Flusso locale di un campo vettoriale

Definizione 2.2.1. Sia M una varieta e X € x"(M). Allora un flusso locale di X in
p € M & una tripla (Up, a, F') tale che:

1. pe Uy C M, U, e aperto e a > 0;
2. F:Uyx I, — M ¢diclasse C", dove I, = (—a,a);

3. per ogni u € Uy si ha che ¢, = F(u,-) : I, = M & una curva integrale di X con
dato iniziale u;

4. se per t € I, chiamiamo F'(u) = F(u,t), allora F*(U) & aperto ed F*' & un
diffeomorfismo C" con 'immagine.

Prima di dimostrare ’esistenza di un flusso locale, mostriamone le proprieta di unicita
e di omomorfismo locale.

Proposizione 2.2.2. Due curve integrali di un campo vettoriale con la stessa condizione
wmiziale coincidono sull’intersezione dei loro domini.

Dimostrazione. Osserviamo che non si puo applicare direttamente il teorema di Cauchy-
Lipschitz perché la curva potrebbe non appartenere ad una sola carta.

Siano ¢y, ¢p le due curve considerate e sia K ={t € I : ¢i(t) = co(t)} C I, dove I &
'intersezione dei domini delle due curve (ed € dunque un intervallo di R). L’insieme K
e chiuso perché M e di Hausdorff, & aperto perché per ogni ¢t € K si puo prendere una
carta che lo contiene ed applicare in carta il Teorema 2.1.4 (Cauchy-Lipschitz), ed ¢ non
vuoto perché per ipotesi 0 € K. Dunque, dato che I ¢ connesso, K = I. O

Proposizione 2.2.3. Se la tripla (Uy, a, F) soddisfa le ipotesi 1, 2 e 3 nella Definizio-
ne 2.2.1, allora F*™" = F*$o F' = Ft o F'* per ogni t,s,t +s € I,.

Inoltre F° ¢ lidentita e, se Uy = F'(Uy) e UyNUy # 0, si ha che Ftly_ v, : U_tNUy —
Up NU; & un diffeomorfismo con inverso F~*|y,nu, -

Dimostrazione. Abbiamo che F*t'(u) = c,(s +t) e F'(F5(u)) = F'(cyu(s)) sono en-
trambe curve integrali che passano per c,(s) per ¢ = 0, dunque coincidono per la
Proposizione 2.2.2, percido F¥7 = F' o F'*. Da cio si deduce facilmente il resto. O

Proposizione 2.2.4 (Esistenza e unicita di flussi locali). Sia X campo vettoriale di
classe C", allora per ogni p € M esiste un flusso locale di X in p. Inoltre se (Uy,a, F),
(UL, d', F') sono flussi locali devono coincidere su (Uy NUG) x (I, N 1y).

Dimostrazione. unicita: Per ogni u € Uy N Uy, se I = I, N Iy, allora Flpyxr = F'|uyx1
per la Proposizione 2.2.2, da cui I'unicita.

10



2.3. Flusso di un campo vettoriale

esistenza: Sia (U, ) carta di M; consideriamo il rappresentate locale X, di X (cioe
X,(p(q)) = Te(X(q))), che genera un flusso locale (U,, a,, F,). Supponiamo U, C
o(U) e Fy(Uy x I,,) € ¢(U) e chiamiamo U = ¢~ (U,).
Poniamo F : U x I,, — M tale che F(u,t) = ¢~ '(F,(¢(u),t)). Per continuita
esistono b € (0,a,) ¢ V C U tali che F(V x I,) C U. Allora (V,b, F) verifica 1, 2,

3 della Definizione 2.2.1. Per avere 4 notiamo che F* ha inversa F~! di classe C".
Il

Esercizio 2.2.5. Sia M wvarieta C*, X € x*(M). Sia p € M tale che X(p) # 0.
Dimostrare che esiste (U, ) carta tale che X|y = 32 |v, dove ¢ = (z!,...,z").

Esercizio 2.2.6. Sia F : M x R — M regolare tale che F*** = Fto F'* ¢ F* = F(-,0) =
idys. Mostrare che esiste un unico campo vettoriale X tale che F' coincide con il flusso
indotto da X.

2.3. Flusso di un campo vettoriale

Definizione 2.3.1. Siano M una varieta e X un campo vettoriale. Sia Iy C M x R
I'insieme degli (z,t) tali che esiste ¢: I — M curva integrale, con ¢(0) =z et € I.

Il campo X ¢& detto completo se Zx = M x R e completo per tempi positivi (rispet-
tivamente negativi) se Zx 2 M x R (rispettivamente R7).

Chiamiamo (7'(z)~,T(x)") l'intervallo massimale di una curva che passa per z al
tempo 0.

Esempio. 1. Se M =R?, allora X = (1,0) ¢ completo, poiché c(, ) (t) = (z +t,y) ¢
una curva integrale definita su tutto R e passante per (z,y) al tempo 0.

2. Se M = {(z,y) € R* : z >0}, allora X = (1,0) & completo per tempi positivi.

3.Se M =Re X(x) =1+ 22 allora ¢(t) = tant & una curva integrale con ¢(0) = 0,
da cui T*(0) = £3.

Proposizione 2.3.2. Siano M una varieta e X € x"(M), con r > 1. Allora:
1. M x {0} - gx,'
2. 9Dx aperto;

3. esiste un'unica Fx : Px — M di classe C" tale che t — Fx(p,t) ¢ una curva
integrale che passa per p a tempo 0;

4. per (p,t), (p,t +s) € Px wvale che Fx(p,t+s) = Fx(Fx(p,t),s).

Dimostrazione. 1 punti 1 e 2 seguono dalla Proposizione 2.2.4 (Esistenza e unicita di flussi
locali). L’esistenza di F'y, cioe il punto 3, si ottiene incollando curve integrali e il punto
4 segue dall’'unicita globale. Infine la regolarita C” globale di F'y, segue da quella locale
ricoprendo una data traiettoria con un numero finito di piccoli intorni. O

Definizione 2.3.3. Chiamiamo ¢t — Fx(p,t), con (p,t) € Px, la curva integrale massi-
male passante per p a tempo 0.

Se X e completo, Fx e detto il flusso generato da X. In questo caso abbiamo una
famiglia ad un parametro di diffeomorfismi.

11
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Proposizione 2.3.4. Supponiamo che X sia a supporto compatto in M. Allora X ¢é
completo.

Dimostrazione. Se p ¢ supp(X), allora T*(p) = £oo0 con Fx(p,t) = p.

Se p € supp(X), supponiamo per assurdo 77 (p) < oco. Sia t, una successione che
converge crescendo a T (p), allora per compattezza esiste t,,, tale che Fx(p,t,,) converge
ap e M. Pero Zx ¢ aperto, quindi contiene un intorno di (p,0). Di conseguenza esiste
7 > 0 (indipendente da k sufficientemente grande) tale che il flusso che passa per c(t,, ) a
tempo 0 ¢ definito almeno per un tempo 7. Allora potevamo estendere ¢(t) fino a t,,, + 7,
il che ¢ assurdo per k abbastanza grande. O]

Corollario 2.3.5. Se M ¢ compatta, allora X é completo.

Esercizio 2.3.6. Sia X campo vettoriale su R™ di classe C" e sia f: R™ — R di classe
C' e propria (cioé controimmagine di compatti ¢ compatta). Supponiamo che esistano
K,L >0 tali che | X (f)(p)| < K|f(p)|+L per ogni p € R™. Dimostrare che X ¢é completo.

12



CAPITOLO 3
DERIVATE E PRODOTTI DI LIE

3.1. Derivata e parentesi di Lie

La derivata di Lie € uno strumento che ci permette di calcolare variazioni di varie quantita
(per esempio funzioni) quando ci muoviamo sulla varieta.

Siano f una funzione regolare su R" e p,v € R". Allora D, f(p) = limy, 0 w
e la derivata direzionale in p lungo v. Questa si puo ritrovare considerando y(t) = p + tv
e calcolando & f(7(¢))li=o-

Ora vogliamo studiare il caso generale su varieta. Siano p € M ed f una funzione
regolare definita in un intorno di p e sia v € T,M. Osserviamo innanzitutto che per

definizione esiste ¢ curva C* tale che [c], = v.

Definizione 3.1.1. Definiamo la derivata direzionale di f in p lungo v come v(f)(p) =
aif (e(t))]i=o-
dt t=0

Se (U, ) ¢ una carta e (poc)(t) = (c'(t),...,c"(t)), allora:

quindi la derivata direzionale non dipende dalla scelta di ¢ € [c],,.
Una curva integrale di un campo vettoriale X ha velocita X (p) in p. Scegliamo allora
come c(t) una curva integrale di X, cosi la formula precedente diventa:

X(Dp) =l 3 [F(Fx(p. 1)) — /()]
—0 h

e questa si chiama derivata di Lie di f rispetto ad X.

Questo approccio consente di estendere la definizione ai campi vettoriali, e non solo...

Sia F\'(p) = Fx(p, h) la sezione del flusso locale in p generato da X. Allora F' = F,* &
di classe C" ed esiste la mappa tangente F,(v) = TF(v) € TpgyM, per g € M, v € T,M.

Sia p € M e Y campo vettoriale definito in un intorno di p. Per h € R* abbastanza
piccolo, abbiamo due vettori tangenti in p: Y(p) e (TF) (Y (Fy"(p))).

Definizione 3.1.2. Definiamo la derivata di Lie in p di Y rispetto a X come

Y(p) = (Fy').Y(p)

LxY(p) =1
XY (p) B0 h
Proposizione 3.1.3. 1. La derivata di Lie ¢ lineare, cioé LxY ¢ lineare in Y per

ogni X,Y € x(M).

13
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2. Vale la sequente regola per la derivata di Lie di un prodotto: Lx(fY) = (Xf)Y +
FLXY per ogni X,Y € x(M), f € C®(M).

Dimostrazione. 1 Ovvia.

2 Vale la seguente catena di uguaglianze

Lx(Y)) =lim & [F() Y () — (B0 )(E ()] =
i = [£(p) - ¥ (0) — F(F " (0) - (FY).Y (Fi " (0)] =
:}ng(lj E{f(p) Y (p) — (FY").Y (Fx "(p)]+

]

Vediamo ora la scrittura della derivata di Lie in coordinate. Siano p € M e (U, )

una carta con p € U e sia (z!,...,2") il sistema di coordinate corrispondente. Data

F=(F',...,F"):U €U — U, abbiamo che

0 " OF' 9
Foe (@) > 527 51 (@)

Ci interessa F' = F,* con h piccolo. Abbiamo che F(x) = x + hX(z) + o(h), dove

0( ) 5 0in CL_. Allora
0 0 oxXt o
F*%(x) —a—(x—i—hX( +o(h Z:a—a— x+ hX(z)+o(h))+o(h),
da cui

Z ] 8$l

Se nelle coordinate (z') indotte da ¢ abbiamo X = >7" | X'-2;
allora

Z X7\ 0
LxY = ZZ (X dxt &Ui ) i

7j=1 i=1

eY =" Vi%

OxJ

Questo campo vettoriale risulta essere il commutatore di X, Y.

Definizione 3.1.4. Dati X,Y € x"(M), definiamo [X, Y] € x" (M) il campo vet-
toriale tale che [ X, Y] = XY — Y X, che si chiama commutatore o parentesi di Lie.
Intendiamo che, per ogni f : M — R regolare, vale [ X, Y] (f) = X(Y(f)) = Y(X(f)).

Dobbiamo pero verificare che [ X, Y], appena definito come un endomorfismo di
C>®(M) (vedi la Nota 2.1.2), sia effettivamente un campo vettoriale su M. Per farlo

Indichiamo A € B, se A C K C B con K compatto.
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mostriamo che LxY agisce esattamente come [ X, Y] su C*°(M), da cui otterremo che
[ X, Y] ¢ effettivamente un campo vettoriale che coincide con LxY.

In una carta (U, ¢), se X(f) => 1, Xi(x)ggi, allora

YX() = Do Via) (Z Xi(a) §f> _

=1

S5 (o () v

j=1 i=1

= [X,Y](f) = (XY =YX)(f) =

= LY XTI\ Of v v P\
2 ((X o Y axi> gai F XY = XY g e ) = ExY U

ij=1
Nota 3.1.5. C’¢ un modo intrinseco per vedere che LxY = [X, Y]
1. feC>®e X € x(M),allora L((Fy)*f) = (F¥)"Lx f;

2. S(FY)Y = (FY) (LxY).

i

3.2. Proprieta delle parentesi di Lie

Proposizione 3.2.1. La parentesi di Lie soddisfa le sequenti proprieta:
1. ¢ bilineare;
2. ¢ antisimmetrica, cioé [ X, Y | = —[Y, X | per ogni X,Y € x(M);
3. (identita di Jacobi) per ogni X,Y, Z wvale:

(X [V, 2]+ 1Y, [2, X[+, [ X, Y]] =0.

Dimostrazione. Le proprieta 1 e 2 sono ovvie; vediamo allora la 3. Data f € C*(M),
abbiamo che

(XY, Z]f=X[Y, Z|f - Y. Z|Xf=X(YZ-2ZY)f - (YZ - ZY)X [ =
= XYZf-XZYf-YZXf+ZYXF.

Risulta ora ovvio che sommando gli altri due termini si ha completa cancellazione.  [J

Nota 3.2.2. L’identita di Jacobi si interpreta anche nel modo seguente
Lx|Y, Z|=[LxY, Z|+|Y, LxZ].

Lemma 3.2.3. Sia ¢ : M — N un diffeomorfismo e sia X € x(M), allora per f €
C>®(M) wale che

Lox(foe™)=e.Lxf).
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Dimostrazione. Daton € N, vale
Lo x(foe™)(n) =Di.xym)(foe™) =Drgpoxopym)(foe™ ') =
= Dixop-1ym f (™' (n)) = pu(Lx f) ().
O

Proposizione 3.2.4. Sia ¢ : M — N un diffeomorfismo e siano X,Y € x(M), allora
Lx e naturale rispetto al push-forward, cioé

Lo x(0:Y) = (LxY),

equivalentemente

Dimostrazione. Sia n € N e sia g € C®(V) con V aperto di N tale che n € V. Sia
inoltre Z € x(M), allora per il Lemma 3.2.3, posto m = ¢~ '(n), vale che

(pZ)(g)(n) = Z(g o p)(m),

dove con la notazione del lemma abbiamo utilizzato Z = X e g = fop !
Quindi, ponendo Z = [ X, Y|, abbiamo

([ X, Y])(9)(n) =[X, Y](gop)(m) =X(Y(gop))(m) =Y (X(gop))(m)=
= X((0.Y)(g) o p)(m) = Y ((0uX)(g) 0 p)(m) =
= (@ X)((:Y)(9)(n) = (0:Y) (0 X)(9))(n) = [0 X, .Y ] [g](n),

da cui abbiamo concluso perché se due campi coincidono applicati a tutte le funzioni C*°,
allora coincidono come campi vettoriali. O]

3.3. Commutazione di campi vettoriali

Lemma 3.3.1. Sia ¢ : M — N wuna mappa di classe C" fra varieta e siano X € x"(M),
Y € X"(N). Allora (Tp)X =Y o se e solo se po Fyl = Fy! o .

In particolare, se ¢ & un diffeomorfismo (e se (Tp)X =Y o), abbiamo che
FJ'=po Flop . Inoltre (Fy}).X = X (dove i flussi sono definiti).

Dimostrazione. Supponiamo che p o Fy} = F\} o . Sia p € M, allora

po Fy(p) = Ky (e(p)).

Derivando in ¢ otteniamo percio

1o (55 0) = () (00)
— (TpoXoRY)) =Y o B oplp) = Y opo FY()
— (Te)X =Y op.

Ora viceversa supponiamo che (T'p)X =Y o . Sia ¢(t) = Fx(p,t) (curva integrale
di X che passa per p al tempo 0), allora

d de

Swoan =To (4

):TﬂXQWD:YwN@@W
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Percio ¢ o ¢ & una curva integrale per Y che passa per ¢(p) al tempo 0. Di conseguenza,
per unicita, abbiamo

po Fy(p) = (poo)(t)=Fy(pop),t) = Ky o p(p).

Per dimostrare che (Fy/).X = X, scegliamo come ¢ il diffeomorfismo dato da F,* con s
fissato. Per la prima parta della proposizione (Fy!),.X = X seesolose F\$oFy = FyloF#,
ma questo € vero per la commutativita. O

Proposizione 3.3.2. Siano X,Y € x"(M) e siano Fy', F\* flussi (definiti localmente o
globalmente) indotti da X e Y. Allora sono equivalenti:

1 [X,Y]=0;
2. (FOY =Y
3. (F).X = X;

4. F\lo By = Fyfo Fy.

Dimostrazione. Per il Lemma 3.3.1 la commutazione Fy' o F\* = F\* o Fy/ equivale a
Y = (Fy).Y. Quindi abbiamo mostrato che 4 & equivalente a 2 e allo stesso modo che &
equivalente anche a 3.

Se ora supponiamo (Fy).Y =Y, allora [X, Y] = L(F)*V]_g = =& (F{).Y im0 =
0. Viceversa, se [ X, Y] =0 allora LxY =0, da cui

d d
—(F )Y = —(FJ™),Y|smo = —(F{). [ X, Y] =0.
S(RY = (R o = (R [X, Y]
Percid (Fy),Y ¢ costante in t ed & uguale a Y, perché (F\°),Y =Y. O

Abbiamo visto che se X (p) # 0, allora esiste (U, ¢) carta locale tale che X = 3% in
un intorno di p. Consideriamo Y tale che Y (p) # 0 e Y(p) ¢ linearmente indipendente da
X(p). Ci chiediamo se esiste (U, ¢) tale che X = ;% e Y = 52 in U. Se consideriamo il

commutatore [%, 6%2 ], questo e identicamente nullo per il teorema di Schwarz, infatti

data f € C*°(U), abbiamo che
{ g 0 1}0_ 0% f O f

dxt’ 92 -

C0z0x2 0x20x!

Proposizione 3.3.3. Siano Xy, ..., Xy € x(M) linearmente indipendenti in un intorno
Udipe M. Se[X,, Xg|] =0 per ogni a,3 = 1,...,k, allora in U € U, con p € U,
esistono coordinate (U, x) tali che Xo = -2

T Oz
Dimostrazione. Possiamo supporre M = R” con coordinate (y,...,y"), p=0e X,(0) =
%(O) per « =1,... k. Sia Fy} il flusso generato da X, e sia

U(a',... a") = FEHEG (- (PR, -, 0, afttoa™))).

Vale allora che

0 =9.(0), pera=k+1,....n;
v, (%(00 = {ﬁ \ _ s



Capitolo 3. Derivate e prodotti di Lie

Inoltre, poiché [ X;, X;] = 0 per ogni ¢,j = 1,...,k, per la Proposizione 3.3.2 per o =
1,...,k possiamo scrivere

—

U(a',...,a") = FXi“(FX‘il(...(FX‘;"(...(0,...,0,@’““,...@”))),

quindi vale in generale X, in un intorno dell’origine. O

8(1

Il commutatore da una misura della non commutazione di due campi vettoriali. In
particolare seguiamo in ordine X, Y, —X e —Y ciascuno per tempo h, allora il com-
mutatore ci dara una stima di quanto il punto in cui arriviamo e lontano dal punto di
partenza.

Proposizione 3.3.4. Dato p € M, sia c(h) = F, "F,"FPE(p). Allora ¢/(0) = 0.

Dimostrazione. Definiamo «y(t,h) = F!F\(p), as(t,h) = Fy 'FAFS () e as(t,h) =
FURP R ES (). Notiamo innanzitutto che c(t) = as(t,t), as(0,t) = ay(t,t) e
042(0 t) = Oél(t t) Inoltre data f : M — R regolare, vale che

Of ooy Of oy

o~ (Yo, o~ K)o
df o df o
Foos  wpyoay, 220 n) = (x)nom).

Utilizzando quanto detto abbiamo

(F 0¢)(0) = <1 0 as(t, Hlizo = Da(f ©5)(0,0) + Dy(f 0 15)(0,0) =
= Di(f 0 a3)(0,0) + [Di(f 0 a2)(0,0) + Da(f 0 22)(0,0)] =
= D1(f 0 a3)(0,0) + D1 (f 0 a2)(0,0) + D1 (f 0 a1)(0,0) + Da(f 0 21)(0,0) =
= —(Yf) oa3(0,0) = (Xf) 0 az(0,0) + (Y'f) 0 a1(0,0) + (X f) 0 a1(0,0) =
—0,
che per larbitrarieta di f ci da la tesi ¢/(0) = 0. O

Proposizione 3.3.5. Data ¢ : (—&,e) — M tale che ¢(0) = p e ¢/(0) = 0, possiamo
definire un vettore ¢ (0) € T,M come (¢"(0))(f) = (f o ¢)"(0).

Esercizio 3.3.6. Usando la condizione ¢ (0) = 0, verificare che ¢"(0) cosi definito é una
derivazione.

Teorema 3.3.7. Se c(t) é come nella Proposizione 3.5.4, allora ¢'(0) =2[X, Y] (p).

Dimostrazione. Ricordiamo che, data f : M — R regolare, vale (foc)(t) = (foas)(t,t).
Dunque

(foe)(0) =Dy1(f oas)(0,0) + 2Dy (f 0 a3)(0,0) + Daa(f o a3)(0,0).
D’altra parte, abbiamo che

e il primo termine equivale a
Di1(f 0 a3)(0,0) = Di(=Y f 0 a3)(0,0) =YY f(p);
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e il secondo termine invece

Do1(f 0 a3)(0,0) = Da(=Y f o a3)(0,0) = [Di(=Y f oas) + Da(=Y f o a)] (0,0) =
= XY f(p) — Da(Y f 0 ap)(0,0) =
= XY f(p) — [D1(Yfoa1)(0,0)+ Dy(Y foay)(0,0)] =
= XY f(p) =YY [f(p) - XY [(p);

e analogamente si dimostra che per il terzo termine vale
Doa(f 0 a3)(0,0) =YY f(p) +2XY f(p) — 2Y X f(p).

E sommando i tre contributi otteniamo proprio quanto voluto. O

Esercizio 3.3.8. Sia M compatta e X,Y € x"(M), con r > 2. Siano Fy, F\' i flussi

generati da X eY (definiti globalmente). Dimostrare che se [X, Y] =0 allora Fy \ =
Fo '

Esercizio 3.3.9. Sia f : M — R regolare e sia p € M tale che Lx f(p) = 0 per ogni
X € x(M) (cioe p & un punto critico di f). Dati X,,Y, € T,M, siano X,Y e X( ) tali
che X(p) = X, e Y(p) =Y, (¢ facile costruirne). Deﬁmamo Hf( Y,) = X(Y(f )D).

Mostrare che Hy e ben deﬁm’ta (ovvero non dipende dalla scelta delle estensioni X, Y)
ed & simmetrica, cioé Hi(X,,Y,) = Hf(Y,, X,).

p>-p
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CAPITOLO 4
DISTRIBUZIONI E VARIETA INTEGRALI

4.1. Definizioni di distribuzioni e varieta integrali

Dato X € x(M) e p € M, abbiamo chiamato Fy/(p) la curva integrale di X passante per
p al tempo 0. In particolare, se X (p) # 0, si ottiene una distribuzione.

Definizione 4.1.1. Una distribuzione unidimensionale A in un aperto U di M & una
scelta regolare di un sottospazio unidimensionale A, di T, M per ogni p € U.

Piu in generale possiamo definire distribuzioni k-dimensionali come segue.

Definizione 4.1.2. Una distribuzione k-dimensionale in U C M" aperto (k,n € N,
k < n) ¢ una mappa regolare p — A, tale che A, ¢ un sottospazio k-dimensionale di
T,M per ognip € U.

In questo caso, mappa regolare significa che esistono Xi,..., X, € x(U) tali che
Xi(q) #0 e A, =span{X;1(q), ..., Xx(q)} per ogni ¢ € U.

Definizione 4.1.3. Una warieta integrale per A & una sottovarieta N di M tale che, se
i: N — M & l'inclusione, allora (7%)(1,N) = A, per ogni p € N.

Esempio. Sia X € y(U) con X (p) # 0 per p € U. Allora A, = span{X(q)}, ¢ € U € U,

¢ una distribuzione 1-dimensionale e curve integrali di X sono varieta integrali di A.

Invece per £ > 1 le distribuzioni k-dimensionali non sempre ammettono varieta
integrali (tranne per k = n).

Esempio. Sia M = R® e k = 2 e consideriamo la distribuzione A, = span{%(p) +
y%(p), (%(p)}. In particolare, se py = (2o, Yo, 20), Ay, ¢ il piano di equazione {z = yox}.
Vogliamo mostrare che per questa distribuzione non esiste una varieta integrale.

Supponiamo per assurdo che esista una varieta integrale N e supponiamo inoltre
0 € N. Consideriamo la curva v, (s) = (0, s, 0), allora per ogni s il vettore 4, (s) appartiene
a Ay ) =Ty, 5N e percio v ¢ una curva in N'. Consideriamo ora un punto (0, yo, 0) con
|yo| abbastanza piccolo e la curva y2(s) = (0, yo,0) + s(1,0,yo). Allora 4(s) € Ay, =
T,,s)N e analogamente 7, ¢ una curva di V.

Di conseguenza N dovrebbe essere localmente unione di rette. Consideriamo allora
p = (1,0,0) e sia y3(s) la curva che descrive N N {x = 1}. Si ha che v3(s) = (1,s,5);
percio ¥3(0) ha componente z diversa da 0 e di conseguenza v3(0) # A, (o).

!Sottovarieta regolari sono gli zeri di funzioni regolari con gradiente non nullo sulla varietd, percid
N = {g = 0} con Vg(q) # 0 per ogni ¢ € N. Se la velocitd di una curva v sta nel tangente, allora

£9(7(s)) = 0 (perché T,N = {v : (Vg(p),v) = 0}).
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Capitolo 4. Distribuzioni e varieta integrali

4.2. Condizioni necessarie per ’esistenza di varieta integrali

Vogliamo ora studiare quando una distribuzione proviene da una varieta integrale. Sia A
una distribuzione k-dimensionale in M.

Definizione 4.2.1. Un campo vettoriale X € y(M) ¢ detto appartenere a A se X(p) €
A, per ogni p € M.

Sia N una varieta integrale per A e sia i : N — M l'inclusione. Se XY € x(M)
appartengono a A, possiamo definire campi vettoriali corrispondenti su V.

Lemma 4.2.2. Sia i : N — M un’immersione e sia X € x(M) tale che X(i(p)) €
(Ti)(T,N). Allora esiste X € x(N) tale che (T)X (p) = X (i(p)).

Dimostrazione. Ricordiamo che (T)(p) ¢ iniettivo per ogni p € N e percio (T)(p) ¢ un
isomorfismo tra T,N e (T%)(T,N). Quindi per ogni p € N esiste un unico X (p) tale che
(T4)(X (p)) = X (i(p)). Basta percio verificare che X (p) & regolare in p € N.

E facile vedere che esistono carte (V1) e (U, ¢) in N ed M rispettivamente tali che
(poz'owfl(al,...,ak) = (al,...,ak,O,...,O).

Questo mostra che (T7)(5%],) = a§J|l(P) per j = 1,...,k dove v = (z%,...,2%) e p =
(y',...,y"). Allora, se X = Z 1a38]cona]€C°°eX Z 1ﬂjaw

linearitd di 7% abbiamo 37 = af per j = 1,...,k. Quindi #/ ¢ regolare in x e X €
X(N). O

allora per

Siano X,Y € X(M) che appartengono a A, allora per il Lemma 4.2.2 esistono 0X,Y €
X(N) tale che (Ti)X = X e (TW)Y =Y. Notiamo che Ti[X,Y](p) = [TiX,TiY](i(p)) =
[X,Y](i(p)) per ogni p € N. Per ipotesi, dato v € T,N, allora (Ti)v € Ajp;

conseguenza [X,Y](i(p)) deve appartenere a A,y per ogni p € N.

di

Definizione 4.2.3. Una distribuzione k-dimensionale A ¢ detta integrabile se per ogni
X,Y € A vale che [X,Y] € A.

Proposizione 4.2.4. Se X,..., X} € x(M) generano A, distribuzione k-dimensionale
i un intorno di un certo punto p € M, allora A é integrabile se e solo se [X;, X;] é una

combinazione lineare del tipo Z - Xo, perognit, g =1,.... k.

alzy

Dimostrazione. L’integrabilita implica Uesistenza dei ¢ facilmente.

Viceversa, supponiamo che [X;, X;| = Za i Xq. Siano X, Y € A, allora X =

S dXieY = Z?Zl VY, con a', b/ € C™(M). Per linearita basta verificare che
[a’X;,0Y;] € A. Ma per Leibniz e poiché [X,Y] = LxY, vale che
(@' X;,VY}] = 'V [X;, X;] + d' (X;V)Y; — ¥ (Y;a') X

dove la parte a destra appartiene a A e quindi si conclude. O
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4.3. Teorema di Frobenius

4.3. Teorema di Frobenius

Teorema 4.3.1 (Frobenius). Sia A una distribuzione (regolare) k-dimensionale in M.
Allora, se A é integrabile, per ogni p € M esiste una carta (U, ) tale che (p) =0 € R™,
o(U) = (—e, )" e tale che per ogni a**1, ... a™ con |a/| < e Uinsieme {q € U : 27(q) =
a/,j=k+1,...,n} ¢ una varieta integrale di A.

Inoltre, localmente vicino a p, ogni varieta integrale di A e di questo tipo.

Dimostrazione. Possiamo supporre M = R" e Aq = span{;r(0),..., 2% (0)}. Sia 7 :
R" — R* la proiezione sulle prime k coordinate. Allora Tmla, @ Do — TyRF = R*
¢ un isomorfismo e per continuita T'm|a, : Ay — R¥ & un isomorfismo per ¢ vicino a
0. Quindi possiamo scegliere Xi,...,X; € A (vicino a 0) tali che (T7)X;(q) = 2 |r(q)
per i = 1,...,k. Percio (Tm)([X;, X;])(q) = [:Z, 2% ] (x(g)) = 0 e, poiché T & un
isomorfismo, [ X;, X;](¢) = 0 per ogni ¢ vicino a 0 e per ogni 7,7 = 1,...k. Quindi per
la Proposizione 3.3.3 esistono coordinate (z%) vicino a 0 tali che X; = % vicino a 0, per
i =1,...,k Notiamo ora che gli insiemi {q € U : 2/(q) = a’,j = k+1,...,n} sono
varieta integrali di A, poiché i vettori tangenti sono combinazioni di 8‘; peri=1,...,k
equindidi X; coni=1,...,k.

Sia ora N una varieta integrale connessa di A vicino a 0 e sia i : N — U la sua
inclusione. Consideriamo (nelle coordinate (z°) definite sopra) la funzione z™oi : N — R
per m=k+1,...,n. Per ogni v € T, N vale v(z™ o) = (T)(v)(2™) = 0, perché A, &
generata da 8?61- (q) per i = 1,..., k. Quindi, dato che N & connessa, ™ & costante su N

perm=k-+1,...,n. O

Esercizio 4.3.2 (Parcheggio). Consideriamo un’auto m in un parcheggio infinito. La po-
sizione & descritta da coordinate (z,y,0) con z,y € R, 6 € S*. Supponiamo di poter ster-
zare solo tutto a sinistra o tutto a destra, in modo che l'auto descriva (in avanti o indietro)
delle traiettorie circolari di curvatura £1. Dimostrare che partendo da (z,y,6) = (0,0,0)
st puo arrivare arbitrariamente vicini a configurazioni qualsiasi muovendosi come sopra
(con traiettorie spezzate).
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CAPITOLO 5
CALCOLO TENSORIALE

5.1. Definizione e operazioni su spazi vettoriali

Dati Vi, ..., Vi, W spazi vettoriali, denotiamo con £*(V4, ..., Vi, W) lo spazio delle map-
pe k-multilineari da Vi x ... x V, in W. In tutta la trattazione considereremo spazi vet-
toriali di dimensione finita. Denotiamo inoltre con V* = Z(V,R) lo spazio duale di V.
Se V & n-dimensionale ed ey, ..., e, & una sua base, esiste una base e!,...,e" di V* tale
che (¢',e;) = 0% . In particolare, dati v € V e v € V*, abbiamo che v = 77" (¢, v)e; e

a=>" (a,e)e.

Definizione 5.1.1. Dato V spazio vettoriale definiamo

TH(V) =L (V> ..., V*V,...,V,R).
—_——— ——

S

T copie s copie

Gli elementi di 77 (V') sono detti tensori su V', controvarianti di ordine r e covarianti di
ordine s (oppure tensori di tipo (r,s)).

Nota 5.1.2. Analogamente possiamo definire 77 (V, W) = £ (V* ... V* V..., V,W).

Definizione 5.1.3. Dati t; € T;}(V) e t, € T{2(V), il prodotto tensore di t; e ty ¢ il
tensore t; ® ty € T1772(V) definito come

Ss1+s2

tl®t2(517-"76r17’717"'77r27f1a'-'7f81agla"'7932) =
tl(ﬁla"'7/8T17f17"'7f$1>t2<717'"77T27917""g32)7

con B9,y e V*e fi,g; €V.
Esempio. Vediamo alcuni casi interessanti:

1. T3(V) = Z(V*,R) 2 V, infatti un elemento v € V agisce su V* tramite 'applica-
zione a — {a, v). In questo senso scriveremo v € T, e in generale quando parleremo
di elementi di V' come tensori sottintenderemo questa corrispondenza.

2. TY(V) =2 V*. Analogamente al caso precedente, nel seguito daremo per scontata
questa corrispondenza e diremo o € T} per un elemento o € V*.

3. T(V) =2 Z(V,V*), tramite l'isomorfismo dato dalla relazione t(v, w) = (f(v), w),
cont € TY(V)ed fe LV, V).

Dati o € V* e v € V, indichiamo con (o, v) I'elemento « applicato a v.
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Capitolo 5. Calcolo tensoriale

4. THV) = 2(V,V), tramite la relazione t(a,v) = (o, f(v)), con t € THV) e f €
LV, V).

Proposizione 5.1.4. Sia V' uno spazio vettoriale n-dimensionale con base ey, . .., e,. Sia
el,....e" la base duale di V*. Allora elementi del tipo ¢;; @ ... Re¢; Qe @ ... R el
formano una base di TT (V).

Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare che elementi come sopra sono linearmente indipen-
denti e generano linearmente 77 (V).

Supponiamo che non valga la lineare indipendenza, allora esiste una loro combinazione
lineare a coefficienti non nulli che si annulla:

Zt“"'ir €, ®.. 06 QN Q... @ =0.

J1---Js

k1 ki...kr
5

Applichiamo questo tensore a (e*, ..., e* ey, ..., e.), allora otteniamo G = 0. Que-
sto per ogni (ky,...,k.) e (l1,...,ls), che & assurdo.
Dato ora t € T7(V'), possiamo scrivere

t = E tle",...,e" e, ...,e.) €, 0. Qe @e'®...Qe",

da cui abbiamo anche che gli elementi cercati generano 77 (V). O

ir

Definizione 5.1.5. I coefficienti t;'-ll'.'_'.js

€1,...,e, di V.

sono detti component: di t rispetto alla base

Esempio. 1. Set € TP(V), le sue componenti sono t;; = t(e;, e;), che formano una

matrice n X n. A questa matrice associamo la forma bilineare ovvia. Nel caso di

R?, se t;; = (é g) , associamo quindi la forma

t(x,y) = Az1y1 + Bryys + Croyr + Dasys .

Il tensore ¢ ¢ detto simmetrico se t(e;,e;) = t(ej,e;). In questo caso anche la
matrice associata ¢ simmetrica. Questo genera la forma quadratica Q(e) = t(e,e),
dalla quale possiamo riottenere ¢ come t(e;, ;) = +[Q(e; + €;) — Qe — ;)]

1
2. In generale t € T7 (V) & detto simmetrico se t(a',...,a") = t(a®W ... a°") per
ogni permutazione o e per tutti gli al,...,a” € V*. Inoltre possiamo ancora
associare al tensore ¢ il polinomio P(«) = t(a, ..., «), omogeneo di grado r.

Vale una definizione analoga per i tensori covarianti simmetrici.

3. Data o permutazione di {1,...,k}, lo spazio Z*(Vi,..., Vi, W) & isomorfo allo
spazio L% (V,(1), ..., Vo, W). Tale isomorfismo si vede come

Ae LWV, . Ve, W) = A e L*(Vowys -, Vo, W)
tale che A'(eo(1), - - eom)) = Aler, ..., ex).
Definizione 5.1.6. La delta di Kronecker ¢ il tensore § € T}'(V') definito come
d(a,e) = {a,e).
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Nota 5.1.7. La § corrisponde all’identita su V' quando consideriamo TH(V) = Z(V, V).
Inoltre, fissando una base, risulta che § = 3, ;0% e;® e/, dove 0% sono i classici simboli
di Kronecker.

Definizione 5.1.8. Il prodotto interno di un tensore con un vettore v € V' e una mappa
iy TT(V) — T (V) tale che

it(BY, .. B, ve) = (B BT v, s )

Analogamente possiamo definire il prodotto interno con un covettore § € V* come una
mappa i’ : T7 (V) — T7~1(V) tale che

BB, BT o) =B, B BT )
Nota 5.1.9. Le mappe i, : TT(V) — Tr_ (V) e i® : T'(V) — Tr=1(V) sono lineari, cosi
come le mappe v — i, e 3 — iP.

Vediamo ora i prodotti interni in componenti. Per linearita, ci basta esplicitarli per i
tensori della base.

b (i, ®... €, RN ®.. Q) =0le, ®..0¢, Q... Q6"
k

ey ®..0€,RNQ.. Q) =0 €,R..06 0 Q... .0".

Definizione 5.1.10. La contrazione del k-esimo indice controvariante con 1’l-esimo indice
covariante (contrazione di tipo (k,1)) & la mappa lineare CF : T7(V) — T = (V) definita
da

Crtir e ®...®e, @ ®... Q) =
= LS o 9 268, 0...06,0®... 08 Q... Q"

T YJ1e-J1—1PJi41---Js

dove per convenzione quando si scrivono indici alti e bassi ripetuti si intende che si somma
da 1 ad n (notazione di Einstein). In questo particolare caso si sta quindi sommando su

p.

Esercizio 5.1.11. La contrazione (k,l) ¢ indipendente dalla base ey, ... e, di'V.
Supponiamo ora che V sia dotato di un prodotto interno < -,- > simmetrico e
definito positivo. Siano ej,...,e, una base di V e e!,..., e" la base del duale V*. Sia

inoltre g;; :=< e;, e; > la matrice dei coefficienti del prodotto interno.
Allora abbiamo due isomorfismi (musicali) che sono:

1. b:V — V* (bemolle) tale che x —< x, - >;

2. #:V* =V (diesis) che ¢ il suo inverso.

La matrice dei coefficienti di b e g;; stessa, poiché (2°); = gi;j2?. Invece la matrice dei
coefficienti di § & g%, cio¢ la matrice inversa di g;;; infatti (of)' = g¥«;.

L’operatore b e detto operatore di abbassamento di indice, mentre £ operatore di in-

nalzamento. Questo perché permettono di passare da tensori del tipo (7, s) a tensori del
tipo (r —1,s +1) e (r + 1, s — 1) rispettivamente.
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Capitolo 5. Calcolo tensoriale

Esempio. Se t ¢ di tipo (0,2), possiamo definire ¢ € T} (V) tramite ¢'(a, e) = t(af,e) e
avremo che (')} = g™*t;.

Esempio. Vediamo ora degli esempi riguardanti le varie operazioni definite.
1. Dati t € T?(V) e x = 2'€;, risulta che il prodotto interno di ¢ con x &
ipt = af iep(t?l e ®eel) =af t;‘fl e, (€r ® € & el) =
=P t;?l 5]{ er Qe =1’ tfl er Qe .
Mentre il prodotto interno di ¢ con a = ae? &

. .eP y y
it =« t?l i (er®e ®e) =ay tfl e ®el.

2. Se t € T(V), facendo una contrazione (2, 1), ottengo
CIt? e @e;@c"@e @e™) =1t 5;-“ e e =tk e e ®em.

3. Se t € T}(V) la sua traccia ¢ definita da C}(t) = ¢..

(2

4. Siano g;; i coefficienti di < -, - >>, con inversa g"”. Alzando e abbassando gli indici
otteniamo g% gy = 8] e gjng™ = 0.

Tramite un prodotto, si pud definire anche la traccia di t € TZ(V) dalla traccia
del tensore (1,1) associato. Se t = t e; ® e;, possiamo percio definire tr(t) =
tl"(gijtjk) = glktm

Esercizio 5.1.12. Calcolare il prodotto interno dit = e; ® e3 ® € + 3es ® €2 ® e con
e=—e; + 2e e a = 2e! + €%, dove in questo caso V = R?,

Esercizio 5.1.13. Siano V,W due spazi vettoriali con dim(V) = n e dim(W) = m.
Dimostrare che T (V,W) ha dimensione n"*t*m.

5.2. Push-forward e pull-back di trasformazioni lineari

Definiamo innanzitutto il duale di una trasformazione lineare.

Definizione 5.2.1. Siano V, W spazi vettoriali e ¢ € Z(V,W). 1l duale, o trasporto, di
v e e Z(W* V*) definita come

perogni f € W*ede e V.

Vediamo ora le relazioni fra i coefficienti di ¢ e ¢*. Siano {e1,...,e,} e {fi,..., fn}
basi di V™ e W™. Supponiamo ¢(e;) = A? f, e diciamo che A? ? ¢ la matrice associata a
¢. Dato v = v'e; € V, vale che ¢(v)* = A%'. La matrice moltiplica a sinistra, quindi

P fer) = f(pler) = fUAL) = Aloy = Af .

Percio vale che p*(f®) = A%

2Supponiamo che il pedice sia la colonna e I’apice la riga.
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5.2. Push-forward e pull-back di trasformazioni lineari

Se 8 = Buf* € W*, allora ¢*(8) = B.¢*(f?) = B.A%". Di conseguenza (¢*(8)); =
BaA?, cioe la matrice moltiplica a destra.

Definiamo di seguito push-forward e pull-back di isomorfismi fra spazi vettoriali, ve-
dendo poi che tale definizione si puo estendere a tutte le trasformazioni nel caso di tensori
solo controvarianti o solo covarianti rispettivamente.

Definizione 5.2.2. Se ¢ € Z(V,W) & un isomorfismo, il push-forward ¢, =TI (p) & la
mappa in Z(T7(V),T7(W)) definita da

P (B B fr e f) = (B, 0 (BT 0T (1) (),
con f'e W*e f; e W.

Nota 5.2.3. Si verifica che @, ¢ effettivamenete una mappa lineare.

Nota 5.2.4. Nel caso di tensori (1,0), cio¢ v, = Ty (p), siha TH(V) =XV e Tg(W) X W,
allora T () € Z(V,W) ed & proprio ¢.

Proposizione 5.2.5. Siano p € L (V,W), ¥ € L (W, Z) isomorfismi. Allora
1. (Y op) =1uops;
2. sei:V =V ¢élidentita, allora i, : TI (V) — TI (V) e lidentita,
3. 0 TT(V) = Tr(W) ¢ un isomorfismo e (¢.)"' = (¢71).;
4. sety € T;H(V), ty € T2(V), allora . (t1 @ t2) = p.(t1) ® @u(ta).

Dimostrazione. Dimostriamo innanzitutto il punto 1. Abbiamo infatti che

Ol g gs) = @)W (YY), (V)0 (), T (gs) =
=t(p* 0" (v),..., 0" O%D( N, ow ), o gs) =
=t(( o) (7)., W o) (7)), (o) g, (Wow) (g) =

= Wop)t(y, .7 91,1 9s),

cony' € Z* e g; € Z. Poila 2 & ovvia, la 1 implica la 3 e la 4 segue dalla definizione di
prodotto tensore. O

Definizione 5.2.6. Dato ¢ € .Z(V, W) isomorfismo, (¢~1), € L(T7(W), T (V)) ¢ detto
pull-back di ¢ ed e indicata con ¢*.

Proposizione 5.2.7. Sia ¢ € Z(V,W) un isomorfismo e siano ey, ..., ey, f1,..., fn basi
di Ve W. Sia A} la matrice dei coefficienti di ¢ rispetto alle basi (cioé ¢(e;) = AL f,).
Sia B! la matrice dei coefficienti di p='. Allora [B!] ¢ linversa di [A?]. Inoltre, siano

aj...ar

teTr(V), g € TH(W) tensori con componenti t;'»l’."'fjg e gy, allora
(put)yy o = ALl AT T By Byl

* NGl bp i1 i 1...Qp b1 bs
(p q)jl---js =B, ...B; qb1 b, Aj1 "'Ajs )
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Dimostrazione. Facilmente vale che

ei =@ (pler)) = o7 (A7 fa) = Al (fo) = AiBle;,

percio A?BJ = §7. E analogamente si vede che A?Bi = §°. Vediamo ora che

)(fal "'7faT7fb17"'>fbs>:

(4
t( ( )""790*(fw)790_1<fb1)7"'790_1(fbs)>:
t(AYe™, ... Alre™ Bilej,, ..., Ble;.)

(el)y, 5, =

E per linearita otteniamo ’enunciato, mentre ’altra formula si ricava nello stesso modo.

[]

A questo punto, come preannunciato, definiamo push-forward e pull-back per tutte le
trasformazioni nel caso di tensori solo controvarianti o solo covarianti.

Definizione 5.2.8. Sia ¢ € Z(V,W) (non necessariamente invertibile). Definiamo il
suo pull-back p* € L(T2(W),T2(V)) tramite p*t(ey,...,es) = t(p(er),...,¢(es)) con
teTH(W).

Analogamente si definisce il push-forward per tensori che siano solo controvarianti.

Vediamo ora l’analogo della Proposizione 5.2.5 nel caso di pull-back fra tensori solo
covarianti.

Proposizione 5.2.9. Siano p € L(V,W) e € L (W, Z), allora
1. (Yop) =g oy7;
i TO(V) = TO(V) & Uidentita;

se i ¢ un isomorfismo, lo ¢ anche ©* e (¢*)™' = (p~1)*;

set] € TFSO1 (V), ty € TBQ(V), allora (p*<t1 X tz) = QO*(tl) &® QD*(tQ)
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CAPITOLO 6
FIBRATI E CAMPI TENSORIALI

6.1. Risultati locali su varieta

Lo scopo ¢ estendere I’algebra tensoriale a fibrati vettoriali (locali e poi globali).

Sia M una varieta, U C M un aperto e V uno spazio vettoriale. Allora U x V e
U x T7 (V') sono fibrati vettoriali locali.

Se ¢ : UxV — U x V' e una mappa locale di fibrato e se ¢ ristretta alle fi-
bre ¢ un isomorfismo, allora ¢ induce una mappa di fibrato locale sui fibrati tensoriali
corrispondenti.

Definizione 6.1.1. Sia ¢ : U x V' — U’ x V' una mappa locale di fibrato, come sopra.
Definiamo @, : U x TI(V) — U’ x T7 (V') come @, (u,t) = (wo(u), p«(t)), dove pq € la
mappa definita sulla sezione nulla.

Lemma 6.1.2. Sia GL(V, W) linsieme degli isomorfismi fra Ve W, che € un aperto
in Z(V,W). Sia A: LV, W) — ZL(W* V*) tale che ¢ — ¢* e B : GL(V,W) —
GL(W, V) tale che ¢ — ¢~t. Allora A e B sono di classe C* e DB(p)[y)] = —p~! o
P o o7

Proposizione 6.1.3. Se ¢ : U x V — U’ x V' & una mappa locale di fibrato tale che o,
(restrizione alla fibra su uw) é un isomorfismo per ogni w € U, allora ¢, : U x T (V) —
U x TI(V') é una mappa locale di fibrati e (¢u)« = (@s)u € un isomorfismo per ogni
ueU.

Inoltre se ¢ e un isomorfismo locale di fibrati, lo é anche ..

Dimostrazione. 1l fatto che ¢, sia un isomorfismo sulle fibre segue dalla Proposizio-
ne 5.2.5, percio bisogna solo verificare che (). = (@«), € regolare. Pero, ¢, € rego-
lare in u per definizione e, per il Lemma 6.1.2, ¢ e (¢,)~! sono regolari. Ricordiamo

che o t(BY, ..., 8" fi,-- s fs) = t{p*(BY), ..., 0" (B%), 07 (f1),. .., 07 (fs)); allora segue
immediatamente la regolarita di (p,). valutando 'equazione precedente sulla fibra ed

avendo a destra una funzione regolare. O]

6.2. Fibrati tensoriali

Definizione 6.2.1. Sia 7 : £ — B un fibrato vettoriale con fibra Ej, := 7~1(b) per ogni
b € B. Definiamo il fibrato tensoriale relativo come

TI(E) = | | TI(E),

beB
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Capitolo 6. Fibrati e campi tensoriali

dove L indica I'unione disgiunta, e poniamo 7’ : T7(E) — B definito da 7% (e) = b per
ogni e € T](E;). Inoltre, dato A C B, sia T} (E)|a = Upen T2 (Ep)-

Definizione 6.2.2. Se 7' : E' — B’ ¢ un altro fibrato vettoriale e se (¢, o) : B — E' ¢
una mappa fra fibrati vettoriali tale che ¢, = ¢|g, ¢ un isomorfismo per ogni b € B, sia
. T](E) = T7(E) il push-forward di ¢ definito da .|7rg,) = (©b)«-

Sia (E|v, ¢) una carta locale di 7, con U C B aperto. Allora ¢.|7r (g, € una biezione
su un fibrato locale e quindi ¢ una carta locale. Inoltre (¢.), = (¢p)« € un isomorfismo
lineare e quindi la carta preserva la struttura lineare di ogni fibra. Queste carte sono
dette carte naturali di T? (E).

Teorema 6.2.3. Sem: E — B ¢ un fibrato vettoriale, ['insieme delle carte naturali di
7w (E) : TI(F) — B ¢ un atlante sul fibrato tensoriale.

Dimostrazione. Perché il teorema sia vero deve valere che:

1. T'atlante ricopre il fibrato;

2. date carte di fibrato (U;, ¢;), (Uj, ¢;) con U;NU; # 0, allora ¢, ((U; x V)N (U; x V))
¢ un fibrato locale (dove V' = Ej) e $; 0 ¢; ' ¢ un isomorfismo locale di fibrati
vettoriali.

La 1 segue dal fatto che partiamo da un atlante per E. Per la 2, abbiamo che o := gbjoaﬁi_l
¢ un isomorfismo locale di fibrati; percio, per la Proposizione 6.1.3, anche o, = (9;). ©
(@)1 & un isomorfismo locale di fibrati. O

Nota 6.2.4. Si vede che se F ha una base numerabile, allora anche 77 (F) ha una base
numerabile.

Proposizione 6.2.5. Sia f : E — E' una mappa tra fibrati che sia un isomorfismo su
ogni fibra. Allora anche f, : TI(E) — TI(E') é una mappa fra fibrati che é un isomorfismo
su ogni fibra.

Dimostrazione. Siano (U, $) e (V, V) carte di fibrato su E ed E’ tali che f(U) C V e sia
fe5 = o fo ¢~ ! la mappa locale di fibrato corrispondente. Allora, usando 1’atlante

naturale, (f.)s, 5. = (f37)- O

Rivediamo ora le proprieta push-forward, gia affrontate nella Proposizione 5.2.5, in
questo nuovo contesto.

Proposizione 6.2.6. Siano f : E — E' e g : E' — E"” mappe tra fibrati che sono
isomorfismi su ogni fibra. Allora

1. go f & ancora un isomorfismo su ogni fibra e (go f). = g« © fi;
2. sei: E — E éllidentita, allora i, : TT(E) — TI(E) é lidentita;
3. se f: E — E' ¢ un isomorfismo tra fibrati, lo ¢ anche f~ e (f.)™' = (f71)..

Dimostrazione. Per la 1 basta verificare la proprieta sui rappresentanti locali. La 2 e
ovvia e insieme alla 1 implica la 3. O
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6.3. Campi tensoriali

Vogliamo ora studiare un caso particolarmente interessante, cioe quello in cui £ = T'M
con M varieta differenziabile.

Definizione 6.2.7. Sia M una varieta e sia 7y : TM — M il fibrato tangente. Allora
TI(M) =TI (TM) ¢ detto fibrato dei tensori su M controvarianti di ordine r e covarianti
di ordine s (o di tipo (r,s)).

Quindi in particolare T3 (M) si identifica con lo stesso TM e TY(M) con il fibrato
cotangente, cioe le mappe lineari su vettori di TM. In particolare il fibrato cotangente si
denota con 7y, : T*M — M.

6.3. Campi tensoriali

Ricordiamo che una sezione y di un fibrato 7 : £ — B associa ad ogni b € B un elemento
v(b) € E tale che 7(y(b)) = b. Indichiamo con I'°(E) (o I'*°(7)) le sezioni di classe C™.
Quando F = T7(M) parleremo di campi tensoriali.

Definizione 6.3.1. Un campo tensoriale di tipo (r, s) su una varieta M ¢ una sezione di
T7(M). Indicheremo I'*°(T7(M)) con T (M).

Elementi di 73 (M) sono i campi vettoriali (cio¢ x(M)), mentre elementi di 7°(M)
sono detti I-forme differenziali (denotate x*(M)).

Vediamo ora alcune operazioni sui campi tensoriali, riportando in questo contesto le
operazioni che abbiamo gia visto sui tensori.
Se f € C®(M), X; € x(M), o' € x*(M),t € T/ (M) et € T} (M), possiamo definire

o ft €T/ (M) come (ft)(p) = f(p)t(p);
o t(al,...,a", Xy,...,X,) € C®(M) tale che

ptp) (@' (p),..., o (p), X1(p), - .., Xs(p));

o t® € 7;7:;’/(]\4) tale che p — t(p) @ t'(p).

Osserviamo che ft = f ® t, poiché possiamo vedere f € C°°(M) come un tensore in
T (M). Analogamente possiamo ridefinire contrazioni e prodotti interni.

Vediamo ora la scrittura di un campo tensoriale in coordinate. Data (U, ¢) carta di
M , sappiamo che a?ci = (Tp) '(e;), dove ey, ..., e, ¢labase canonica di R"; in particolare
2 & x(U) = T30 | | -

Sia ora dz' € x*(U) = T(U) tale che da’(5%5) = &}, ovvero da’ = ¢*(¢') dove

el,...,e" ¢ la base duale di ei,...,e,. Notiamo che, come suggerisce la notazione, da’
corrisponde al differenziale della funzione coordinata z* : U — R.
: : 3 1.0 . i iy o) 0
Consideriamo ora ¢ € T (M) e poniamo 7" = t(da™,..., d2", 55, .., 59:) €

C>(U), allora per linearita

N, , ,
tlg =t ®...0 ®dr"" @ ... ® da’s .

Ji---Js axil al.ir
Vediamo quindi i cambi di coordinate. Sia ¢ = (y',...,y") : U — R™ un altro sistema
di coordinate e supponiamo 8ii = a] %. Applichiamo il campo vettoriale alla funzione
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coordinata z*, per ottenere ‘Ziy’: = a gi; = aféj’-“ = a¥ e quindi By = ‘;J %. Allo stesso
modo dy’ = 9% da.
uindi se chlamlamo tkl kr =t(dy*, ..., dyt, o 9_) le componenti del ten-
y y oy’ (9 s
sore t rispetto alle coordlnate (yh, ... ,y"), abblamo Che
5 0 0 oYk oyFr  Oxh oxds . .
tfl"‘lkT:t dy* ... dyfr, —, . .. — S A et
1.--bs ayll ayls axll amzr ayh ayls Ji---Js

dove abbiamo utilizzato le proprieta di linearita del tensore.

Nota 6.3.2. Osserviamo che i campi tensoriali possono essere definiti anche in un altro
modo equivalente.

Lo spazio x*(M) puo essere visto come Lo (any (X (M), C>°(M)). Infatti gli elementi
di x*(M) sono C*°(M)-lineari, cioe dato o € x*(M) vale che a(fX) = fa(X) per ogni
X ex(M)e feC®M).

Allo stesso modo 7. (M) puo essere definito come

L (M), (M), X(M), .. (M), C(M))

Vv Vv
r copie s copie

Definiamo infine I’algebra dei tensori su una varieta M.

Definizione 6.3.3. Sia 7 (M) la somma diretta dei 7 (M) per r > 0 ed s > 0. Risulta
che T (M) ¢ uno spazio vettoriale con prodotto ® ed ¢ detto algebra dei tensori su M.

Nota 6.3.4. Se ¢ : M — N ¢ un diffeomorfismo, allora ¢, : T(M) — T(N) & un
isomorfismo di algebre.

6.4. Tensore metrico

Notiamo che contrazioni e prodotti interni si possono sempre fare, ma per alzare e
abbassare gli indici serve un prodotto scalare.

Definizione 6.4.1. Una metrica (o tensore metrico) su una varietd M & un campo
tensoriale g € T (M) che sia simmetrico e definito positivo, cio¢ g(p)(v,v) > 0 per ogni
v € T,M diverso da 0.

Un tensore metrico permette di abbassare e alzare gli indici di un campo tensoriale,
tramite per esempio t** s t%g;;., che & una mappa T32(M) — TH(M).

Data f € C*(M), con f — df € x*(M), abbiamo che df(v) = v(f) con v € T,M.
Quindi tale funzione f ci da in modo naturale una 1-forma. Per avere un gradiente ci
serve una metrica che faccia cambiare il tipo di un tensore e nel particolar caso della
1-forma.

Definizione 6.4.2. Sia M una varieta con metrica g e sia f € C*(M). Il campo
vettoriale (df)* & detto il gradiente di f, che denoteremo Vf.

el el :
EreR w) € Siano

Vediamo ora la scrittura di tale gradiente in coordinate. Sia g;; = ¢ (
X=X ey = Y]i elementi di x (M), allora

i 0 0 P
<Xb>Y> =9(X,Y) = X"Yg ((%i,@) = X'Yg;;,
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percid X’ = X'g;; dz?. Analogamente, data o € T°(M) con a = a; dz?, allora

(aﬁ)i = gijaj = of = gijozj

oxt’
Percio, se a = df = % dz?, abbiamo che

4 O0f 0

V=9 g

6.5. Pull-back e push-forward di campi tensoriali

Ancora una volta possiamo rivedere i concetti di push-forward e pull-back, in questo caso
di campi tensoriali, e riportarne le solite proprieta.

Definizione 6.5.1. Sia ¢ : M — N diffeomorfismo fra varieta e sia t € T (M). 1l
push-forward di t tramite ¢ & p,t = (Tp),otop e Tr(N).
Se invece t € T/ (N), definiamo il suo pull-back come ¢*t == (o~ 1).t.

Proposizione 6.5.2. Sia ¢ : M — N un diffeomorfismo et € T7(M). Allora
1. pt € TJ(N);
2. 0. TI(M) — T (N) € un isomorfismo lineare;
3. se: N — P ¢ un diffeomorfismo, allora (¢ o @)« = by 0 s
4.0t @) = ot @ @t', cont € T/ (M) et € T (M).

Nota 6.5.3. Come abbiamo gia avuto modo di osservare, se t € 7, (M), il suo push-forward
@4t & ben definito anche se ¢ non & un diffeomorfismo. Analogamente, se t € T°(N), il
suo pull-back p*t & ben definito anche se ¢ non ¢ un diffeomorfismo.

Vediamo ora la scrittura del push-forward in coordinate. Siat € 7] (M)e ¢ : M — N
un diffeomorfismo tale che 27 = y/ o per j = 1,...,n, con x e y sistemi di coordinate
su M ed N rispettivamente. Allora abbiamo che

i1 oy 1 oy’ 1) Oz oz’ 1k ~1
()i = <% °v o\ gk O Oyit "~ Oy by oe

e similmente vale per p*t.

Esempio. Sia ¢ : R* — R? tale che p(z,y,2) = (2242, 2yz) esiat € T (R?) tale che t =
(u+2v) du® du+u? du® dv. Allora p*(du) = 2dz+ dz e ¢*(dv) = yzde+zz dy+xydz,
da cui ricaviamo

©*(t) =2z + z 4+ 2zy2)(2dxr + d2) ® (2dz + dz)+
+ (27 4+ 2)*(2dr + d2) ® (yzda + vzdy + vy dz) =
=2(27 + 2)*yzdr ® dz + 227 + 2z + 2zyz + (27 + 2)%y2]dz ® dz+
+ 222 + 2)*z2dz ® dy + [dz + 22 + dwyz + yz(20 + 2)} dz ® dat
+ 2220+ 2)*dz @ dy + [22 + 2 + 2zyz + 2y(2r + 2)*]d2 @ dz.
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CAPITOLO 7
DERIVATA DI LIE SUI TENSORI

7.1. Operatore differenziale sull’algebra dei tensori

Ci sono due possibili approcci:

1. approccio dinamico, che usa i flussi ed e quello che abbiamo usato per definire la
derivata di Lie sui campi vettoriali;

2. approccio algebrico, che e invece quello che seguiremo noi e che utilizza la proprieta
di Leibniz delle derivate.

Esempio. Vediamo come definire per esempio la derivata di Lie per 1-forme. Se Y &
X(M) e a € x*(M), richiediamo che Lx(a(Y)) = (Lxa)(Y) + a(LxY), dove sappiamo
cosa vuol dire la derivata di Lie su funzioni (in questo caso a(Y')) e su campi (in questo
caso Y), percio la ricaviamo anche per le forme: (Lxa)Y = Lx(a(Y)) — a(LxY).

Definizione 7.1.1. Un operatore differenziale sull’algebra dei tensori 7 (M) ¢ una fami-
glia di mappe DI da T (M) in sé tale che:

1. D sia una derivazione tensoriale, cioe commuta con le contrazioni.

Vogliamo quindi che D sia R-lineare e che, dati t € T (M), aq,...,a, € x*(M) e
Xi,..., X5 € x(M), valga

D(t(Oéh e ,OéT,Xl, Ce ,Xs)) = (Dt)(()él, Ce ,Oér,Xl, e ,XS)+

r

+Zt(al,...,Daj,...,ozr,Xl,...,Xs)—l—
Jj=1

+) o, X, DXL X

k=1
2. D ¢ locale (naturale rispetto alle restrizioni), dove supponiamo che D sia definito
su T(U) in T(U) per ogni U € M aperto.

Chiediamo cioe che, se U C V C M sono apertiet € T/ (V), allora (Dt)|y = D(t|v),
ovvero che il seguente diagramma commuti

TI(V) == T(U)
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Capitolo 7. Derivata di Lie sui tensori

Teorema 7.1.2. Supponiamo che per ogni U C M aperto esistano mappe Ey : C°(U) —
C>®(U) e Fy : x(U) — x(U) che siano R-lineari e derivazioni (naturali rispetto alle
restrizioni), cioe

1. E&(f®g) =(Evf)®g+ f®(Eug) per f,g € C(U);

2. Fu(f @ X)=(Evf)@ X + f@FyX per f € C=(U) e X € x(U);
5. se [ € C*(M), allora Ey(f|v) = (Emf)lu;

4. per X € x(M), vale Fy(X|y) = (FuX)|u.

Allora esiste unico un operatore differenziale D che coincide con Ey su C*(U) e con Fy
su x(U) per ogni U aperto di M.

Dimostrazione. Innanzitutto definiamo D su x*(U) come
(Da)(X) = Ey(a(X)) — a(FuX)

per ogni X € x(U) e per ogni a € x*(U), ricordandoci che vogliamo che valga (Do) - X =
D(a-X)—«a- (DX).

Verifichiamo che Do sia C°°(M)-lineare su x(U) e che quindi sia effettivamente un
elemento di x*(U). Abbiamo infatti che

(Da)(fX) = Eu(a(fX)) — a(Fu(fX)) = Ev(fa(X)) —a[(Evf) @ X + f@ FuX] =
= (v f) @ a(X) + [ @ E(a(X)) —al(Evf) ® X] —af @ FyX] =
= fl€v(a(X)) — a(FuX)] = f(Da)(X),

dove abbiamo utilizzato le proprieta 1 e 2.
Abbiamo percio definito Da € x*(U) per ogni a € x*(U). Possiamo quindi estendere
la definizione in U ai tensori, utilizzando la proprieta 1, tramite

(DUt)(Ozl, PN 7ar7X17 PN ,XS) = gU(t((Il, ce ,&T,Xl, ce 7X5)>+

r

=) tlar,... ., Day, .0, Xy, X )+
j=1

= tlon, o X Fu X, Xy,

k=1

per ogni t € T/ (M), aq,...,a, € x*(M) e Xy,..., X5 € x(M). Usando ancora le
proprieta 1 e 2 si vede come prima che Dy su 77 (U) ¢ C°°(M)-multilineare.

Per concludere, se V' C U aperto, per le proprieta 3 e 4 abbiamo Dy (t|y) = (Dyt)|v,
per ogni t € T(U). Quindi definiamo D su 7] (M) come (Dt)(m) = (Dyt)(m) per un
qualunque U aperto che contiene m. Per I'unicita di Dy, si ha anche 'unicita di D e
inoltre vale anche la proprieta 2 richiesta. O

Corollario 7.1.3. Dato D operatore differenziale sull’algebra dei tensori, valgono
1. D(tl & tg) = (Dtl) & tg + tl & (Dtg), con tl € 7;:1(M) (& tg € 7;22(M),
2. D6 =0, dove d ¢ la delta di Kronecker.
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7.2. Estensione della derivata di Lie ai campi tensoriali

Dimostrazione. 1l punto 1 segue dalla proprieta 1 richiesta all’operatore differenziale.
Verifichiamo quindi il punto 2. Siano X € x(U) e a € x*(U); allora, ancora per le
proprieta di operatore differenziale, abbiamo

(Dé)(a, X) =D(6(ev, X)) — 6(Dav, X) — 0(a, DX) = D(aX) — (D)X — a(DX) =0,
da cui Dé = 0 per larbitrarieta di X ed a. O

7.2. Estensione della derivata di Lie ai campi tensoriali

Trattiamo ora il caso particolare della derivata di Lie. Dati X € x(M) e U C M aperto,
definiamo &y ed Fy come Lx|y. Allora, per Leibniz, le ipotesi del Teorema 7.1.2 sono
soddisfatte e possiamo dare quindi la seguente definizione.

Definizione 7.2.1. Se X € x(M), definiamo Lx come 'unico operatore differenziale su
T (M) (ancora detto derivata di Lie), tale che Lx coincide con le derivate di Lie rispetto
a X suC®(M) e x(M).

Proposizione 7.2.2. Sia ¢ : M — N un diffeomorfismo e sia X € x(M). Allora Lx ¢
naturale rispetto al push-forward, cioe L, x(psit) = p.(Lxt) per ognit € T (M).

Dimostrazione. Dato U C M aperto, definiamo D : TJ(U) — T7(U) tale che Dt =
©* Ly, x|, (pst). La derivata di Lie (su funzioni e campi vettoriali) ¢ naturale rispetto ai
push-forward per il Lemma 3.2.3 e la Proposizione 3.2.4, quindi D definita come sopra e
una derivazione su funzioni C*(U) e su x(U) che coincide con Lxt su di essi. Mostriamo
che D e un operatore differenziale, verificandone le due proprieta:

1 Dati Xy,..., X;€x(U) eay,...,ar € x*(U), ricordiamo che

Oe(t(ag, .oy, Xi, o0y Xg)) = (@al) (0uiy -« ooy a0, 0 X0, o0 0 X )
percio abbiamo
D(t(aq,...,0p, X1,...,Xs)) = 0" Lo x(@u(tlan, ... 00, Xq,...,Xy))) =

=0 " Lo x ((ut)(paar, ..., 000, X0, .., 0: X)) =
:SO*[([’sO*XSD*t) (So*ab cey POy Sp*Xla <. 7(10*X8)+

+ Z () (@uarr, o, Lo xPuts, .o 0u0, 0 X1, .o 0 X )+
=1

+ Z () (puarr, oy 00, X1, o Lo xPi Xy - -, X)) -
k=1

Sapendo che ¢* = (¢7!),, dall’ultima espressione ottengo

D(t(al,. .. ,OéT,Xl, . 7Xs)) :<,Dt)(0él, . ,Oér,Xl, . ,Xs)—i—
+Zt(Ozl,...,DOZj,...OéT,Xl,...,Xs)—i-
j=1
+) Hon,. .o o0, Xy, DXy, X))
k=1

che e proprio la proprieta richiesta.
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Capitolo 7. Derivata di Lie sui tensori

2 Siat € T/(M), allora

(DY)l = [(:) " Lo.xputlly = (0) Lo xput]ly = (02) " Lo x|y pstly = D(tly) -

Allora, per l'unicita data dal Teorema 7.1.2, abbiamo che gli operatori differenziali
©* Ly, x|, (pst) e Lxt coincidono e otteniamo percio quanto cercato. O

Nota 7.2.3. Con la stessa notazione del Capitolo 3 (Derivate e prodotti di Lie), sia F'y* il
flusso generato da X € x(M). Allora come gia accennato nel caso di campi vettoriali, se
t €T (M), vale Lxt = L((Fy")*t). Ricordiamo che Fy* & un diffeomorfismo e quindi &
legale fare pull-back di tensori di ogni tipo. se sistemare

Vediamo ora le formule in coordinate; cioe, dato t € T (M) e X € x(M), vogliamo le

componenti di Lxt. Sia ¢ : U — R" una carta con coordinate ¢ = (', ..., a"), rispetto
alle quali X = XL et =t 0o @ . @50 @ do?' @ ... ® da’s.

Ricordiamo innanzitutto che per f € C*°(M) vale

_ yi9f
Lof=x1S1
mentre per Y € x(M) abbiamo
e OX"\ 0
_ [ xi% vy
Exy (X o 6xj) dai

Calcoliamo quindi la formula in coordinate di Lxa con o = «; da® € x*(M), per poi rica-
vare la formula per qualsiasi tensore sfruttando la definizione. Sfruttando la definizione
di Lxa e quanto detto fino ad ora, abbiamo

onmton () <20 (o(3) o 0 v (222) -

0041- 6X] ( 0 ) :XjaOéi 8XJ

= X7 — . . : —
Ox7 + ozt @ 0x7 0z A oxt’

percio

Oay; 0X7 ,
= | X' — +a;— ) da".
Lxo < D0 + 8952) dz
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7.2. Estensione della derivata di Lie ai campi tensoriali

Passiamo quindi al calcolo in coordinate di Lxt. Vale che

([1)(15)1..1 """ ”S zﬁxt(dx“,...,dx”, 6. i):

J1 ’ ! Js
X T

i i 0 0
:,Cx(t(dl’ ,...,dZE ,ale,...,%))—

r

7;1 7 ’iT a a
—Zt(dfc e Lxdat™, L dat o axfs>_

h=1
> - .0 0 0
— t| de”, ..., da', ——,..., L — ., — | =
; ( Oxt X Opin Oxls )
i : , OXin .0 0
=Lyt — Ny | da™, .., det, ..., da¥, —, ..., — | —
X1, L ( o1 O 33;35)
: , 0 oxm™ 0 0
— t{de™,. .., da'", —, ..., ——— s, —— | =
hz:; ( Oz oxin Jx™ 83535)
ok oty - L OX gt aling e Z ..... ir
- ok Ol Treeds E)xﬂh 31 Th=1MJh41---Js
h=1

che ¢ la formula cercata.

Esempio. 1. Calcohamo in R? la derivata di Lie Lxt con t = x y ® dr® dy+y=- a ®
dy® dy e X = &C + 3: . Per linearita in X, Lxt = L il t+ £ 2 t e abbiamo che

t

/J% 3
Chiamiamo orat—x ®dx® dyet—y8 ® dy ® dy. Visto che t2, = x e le

altre componenti sono 0 abbiamo

/J% {x2® dr ® dy} +£a% {y?@dy@ dy} .

(£41),, = gt =1

e le altre componenti sono nulle. Dato che #2, & I'unica componente non nulla di #,
abbiamo che facendo il conto

<£%£>22 (;1 tn =0

e per le altri componenti ¢ 0. Di conseguenza

0
Ea%tza—y®da:® dy .

Analogamente, sfruttando la formula in coordinate come appena fatto, abbiamo

0 0
Ex%tzﬁx% [:Ea—y@bdx@ dy} +£Ia% {ya—y®dy® dy} =

0 0 0 0
=r—Rdrdr+r—dy® dy+y— ® de ® dy + y—
dy dy dy dy

E unendo le due espressioni abbiamo quindi

® dy ® dx.

0 0 0 0
Lxt=r—@ dz@dr+r—dy@ dy+ (y+1)=— @ dz® dy+y—® dy® dz.
dy Ay Ay Ay
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Capitolo 7. Derivata di Lie sui tensori

2. (Campi di Killing) Sia M una varieta con metrica g. Una campo vettoriale X €
X (M) & detto di Killing se Lxg = 0. 1l significato geometrico ¢ che una metrica da
una lunghezza della curva e di conseguenza una distanza sulla varieta (prendendo
I'inf delle lunghezze delle curve che collegano due punti) e un campo di Killing
genera un flusso di isometrie sulla varieta.

Vediamo che equazioni deve rispettare X. Siano X = X* 8‘; eg=gj;dr'® dal in
coordinate (dove g;; = g;i). Allora
Lxg=Lx(gidz' ® da?) =
= (Lxgi) @ dr' @ o + gij ® (Lx dr') ® da’ + Gij ® dr' @ (Lx da?) =

I4;; A A X' A IXJ :
= Xk—aiz ® do' ® da’ -f—gz‘jw ® dz* @ da’ +gz‘jw ® dz'® da* =
09i; ox* oxk , :
_ kX Jy ) ) v J

dove nell’'ultima uguaglianza abbiamo semplicemente cambiato nome agli indici
ripetuti. Le equazioni tra parentesi quadre sono dette equazioni di Killing. Si puo
vedere che Lxg = 0 se e solo se Lx commuta con le operazioni f e b (di alzamento
e abbassamento di indici).

Esercizio 7.2.4. Sia g una metrica su M e sia g* il tensore ottenuto alzando un indice.
Sia X un campo vettoriale. Calcolare in coordinate (Lxg*)’ — Lxg, che sara legato alle
equazioni di Killing.
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CAPITOLO 8
FORME DIFFERENZIALI

In questo capitolo tratteremo le forme differenziali su varieta, che sono campi tensoriali
del tipo (0, k) totalmente antisimmetrici. Hanno applicazioni per esempio in geometria
perché possono dare informazioni sulla topologia delle varieta.

8.1. Forme esterne su spazi vettoriali

Definizione 8.1.1. Dati V, W spazi vettoriali (finito dimensionali), le mappe antisim-
metriche in T)(V, W) sono quelle per cui vale t(eq, ..., ex) = sgn(o)t(es(1)s - -, (k) PEL
ogni ey, ...,e, €V eperognio € Sg. Siindicano con A¥(V, W) (per brevita indicheremo
anche A*(V,R) = A*(V)) e vengono dette k-forme esterne.

Dato t € TP(V,W) & possibile ottenere un elemento di A*(V,W) tramite antisim-
metrizzazione. Se per esempio k = 2, dato t € T9(V,W), possiamo definire il suo

antisimmetrizzato come At(e1, es) = 3[t(er, e2) — t(e2, €1)].

Vediamo quindi la definizione generale.
Definizione 8.1.2. La mappa alternante A : TP(V,W) — A¥(V, W) & definita da
1
At(eh SRR ek) = H Z (Sgna)t(ea'(l)a R 7€U(k)) )
€Sk
per ogni eq,...,ex € V.

Proposizione 8.1.3. La mappa A ¢ lineare e suriettiva su A*(V,W). Inoltre ¢ lidentita
sulle k-forme, cioe A|srv,uy = id|prvwy, ed € idempotente, cioe Ao A = A,

Dimostrazione. Mostriamo che A ¢ l'identita sulle k-forme. Sia ¢t € A*(V, W), allora

1
Atfer, o ven) = 15 3 senlo)teatry - o)) =

oES

= % Z (sgn(o))Qt(el, coep) =ter, ... ep),

’ €Sy
dove abbiamo usato che t € A¥(V, W) e che cardS}, = k!. O

Nota 8.1.4. Visto che A*> = A, abbiamo ||A| < ||A||* e quindi ||A|] > 1. D’altronde, le
permutazioni preservano la norma, percio ||At|| < [|t]| e di conseguenza ||A|| < 1. Unendo
le due disuguaglianze otteniamo proprio ||Al| = 1.
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Capitolo 8. Forme differenziali

Parliamo di forme esterne e parleremo di algebre esterne perché si puo fare un prodotto
esterno, detto wedge, che definiamo di seguito.

Definizione 8.1.5. Se a € T(V) e B € TP(V). 1l prodotto wedge o A 3 € A* (V) &
definito da
(k+1)!

NB = Tl Ala® j).
Esempio. Se a, 8 € A'(V) 2 T(V), allora (a A B8)(e1, e2) = aer)B(e2) — ales)B(ey).

Esercizio 8.1.6. Un mescolamento di tipo (k,l) é una permutazione o € Sky; tale che
o(l) < ...<olk) eak+1) < ... <olk+1). Indichiamo mesc(k,l) linsieme dei
mescolamenti di tipo (k,l). Mostrare che, se € A*(V') e B € A(V), allora

(aANB)(e1,. .., erp1) = Z sgn(o)a(es), - - - €a(k)) B(€o(kt1)s - - - s Colltl)) -
o€mesc(k,l)

Proposizione 8.1.7. Sea € T)(V), B € T)(V) ey € T°(V), si ha
1L.anpB=(Aa)\B=aA(4B);

2. N\ e bilineare;

3. aNB=(-D"BAa;

4oaN(BAY)=(@AB) Ay =EE Aag B 7y).

Dimostrazione. 1 Dati o € Sy et € TP(V), definiamo ot(eq, ..., ex) = t(€x(1), - - -, €a(k))-
Allora, con questa notazione, At = 5> _ s, (sgno)ot. Abbiamo inoltre che

A(ot)(er, ... ex) = i Z g (P)t(€por(1)s - - - » Epoa()) =
PESk
1
= > sen(r)sgn(0)t(erqy, - expy) = sgn(0)(At)(er, .- en),
’ TESE

cioe A(ot) = sgn(o)At.

Ora, grazie alla linearita di A, abbiamo

A(Aa® p) = (k' ngn (Ta® p) ) o Z sgn(T)A(ta ® f) .

eS), TS,
Sia quindi 7" € S;4; tale che

(1. Lk k+1, . k+ D)= (), (k) k+1,... k+ 1),
per cui in particolare sgn(7’") = sgn(7). Allora otteniamo

A(Aa® f) = o Z sgn(TYAT (a® B) = o Z sgnt’)(sgnt)A(a ® f) =

TESE TES)

=Y Awep),

T rEeSy

dove abbiamo utilizzato la relazione ricavata prima. Percio A(Aa ® ) = A(a® )
e quindi (Aa) A 5 =a A B.
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8.1. Forme esterne su spazi vettoriali

2 Ovwvia.

3 Sia 09 € Sy data da oo(1,....k+1) = (k+1,....,k+ ,1,...,k), allora (o« ®
B)(e1,- -, ert1) = (B )(€ny(1)s - - -+ €op(kt))- Utilizzando la formula ottenuta nel
punto 1, abbiamo A(a ® B) = sgn(op)A(B® a) = (=1)¥B A a.

4 Applicando le definizioni e I’associativita del prodotto tensore, otteniamo

(k+14+m)!
mé(a@@(ﬁAv)):

(k+1+m) (I+m)!

aN(BAy) =

W arm)y nm AeedBer)=
k1 +m)!
~ A paesen)

e analogamente anche 'altra equazione.

Nota 8.1.8. Dati a?,...,a* € AY(V), abbiamo

(AL AP (e, ... e) = Z sgn(o)a' (o)) - - - ¥ (epy) = det[a’(e;)] -

Nota 8.1.9. Dal punto 4 della Proposizione 8.1.7, dati 4 € A% (V),...,~* € A%(V),
otteniamo Y A ... AYF = %ﬁ(’yl ®...0%).

In particolare, applicando questa formula a 1-forme, si ha a3 A ... Aoy = k! Aoy ®
... ® ay). Percio, se eq,...,e, ¢ una base di V e se el,... e" ¢ la sua base duale, allora

(P A AER)(er, ... e,) =1

Vediamo ora la scrittura del prodotto wedge in componenti. Sia eq,...,e, una base di
V, allora le componenti ¢;, ,;, di t € TY(V) sono date da t(e;,,. .., e€; ). Abbiamo quindi
(At)sy i = % ZUESk SgN(0) to(ir)..o(in), Clo€ A simmetrizza le componenti.

Percio, se a € A*(V) e 8 € AY(V), abbiamo

(@A B)il---ikH = Z sgn(o) Qo (iy)...o(ix) 6U(ik+1)-~-0(ik+l) :

o€mesc(k,l)

Definizione 8.1.10. Dato V spazio vettoriale, lo spazio A(V) = @, A*(V) ¢ detto
algebra esterna di V.

Proposizione 8.1.11. Se V ¢ uno spazio vettoriale di dimensione n, A*(V) & 0 per
k > n e ha dimensione (Z) per k=1,...,n. Quindi A(V') ha dimensione 2".
In particolare, se ey, . .., e, ¢ una base di V, linsieme {e* N... Ae™* : 1<i; <...<

ir <n} & una base di AF(V).

Corollario 8.1.12. Sia 0 € AY(V) e a € A*(V). Allora 6 A a = 0 se e solo se esiste
B e N=Y(V) tale che o = 0 A B.

Dimostrazione. Se § € A'(V'), allora # A6 = 0! per il punto 3 della Proposizione 8.1.7.
Quindi se o = 0 A 3, abbiamo 8 A a = 0 per il punto 4 della stessa proposizione.

!Questo in generale ¢ falso per k pari: sia per esempio w = e! A e? 4+ e Ae* in R%, allora w A w =
2el Ne2 nednet #£0
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Capitolo 8. Forme differenziali

Viceversa, supponiamo che § Aa = 0. Sia ey, ..., e, base di V tale che e” = 6. Allora,
se a = Zi1<...<ik Qi€ A ... A€ la condizione 8 A o = 0 implica che i coefficienti
in cui e” non compare sono nulli. Quindi « si fattorizza come e™ per una (k — 1)-forma

3. 0

Esempio. 1. Sia V =R? con {e, ey} la base canonica e {e!, e?} la base duale. Ogni
w € AY(R?) si scrive come w = wiel + wqe? e ogni w € A?(R?) si scrive come
W = W19 el A e

2. In R3, gli spazi A' e A? hanno la stessa dimensione e dunque sono isomorfi. Data
{e1,e2,e3} base canonica e {e!,e? e} base duale un isomorfismo ¢ il seguente:
el — e2 A e? e cicliche. Questo ¢ detto operatore Hodge star che indichiamo con x e
approfondiremo pitt avanti. L’isomorfismo standard di R? con A'(R?) & I'operatore

b tale che (e;)” = €’
Allora * ob : R® — A?(R) soddisfa

(xob)lex f)=e NS,

per ogni e, f € R3.

Questo segue dal fatto che, se o = aue’ e = ;¢ allora

aAB=(afs — Baaz) €2 Ae+ (azf — aifBz) € Ae' + (a1 — o) e Ae?.

Esercizio 8.1.13. Siano vy,...,v; € V linearmente dipendenti. Mostrare che per ogni

a € A (V) wale a(vy, ..., v) = 0.

8.2. Determinanti e volumi

Il determinante di una matrice ¢ multilineare e antisimmetrico su righe e colonne di una
matrice. Se x1,...,z, € R™ hanno componenti x], allora il determinante di (x) & il
volume del parallelepipedo generato da z, ..., z,. Possiamo indicare

detfzy,...,2,] = Z SEI(0)Tg (1) - - - Ty -

UES’n

Se Q: R”™ — R” & lineare det o= volume del parallelepipedo generato da o(eq),. go(en)
volume del cubo unitario

Rivediamo ora le proprieta del pull-back nel caso particolare di forme dlfferenmah 0
piu in generale di tensori solo covarianti.

Proposizione 8.2.1. Sia ¢ € L(V,W), allora ¢* : TQ(W) — TQ(V) ¢ lineare e valgono
1 g (AK(IV)) € AH(V);
2. sep € LW, Z), (o) =¢ oy
3. (idy)* = idgo(y;

4. se ¢ € GL(V,W), allora ¢* € GL(TP(W), T2(V)) e (¢*)F = (¢71)" = p.. Se
anche b € GL(W, Z), allora (1 o @), = 1, 0 ps;

5. sea € A¥(W), B e A{W), allora p*(a A B) = (p*a) A (p*f).
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8.2. Determinanti e volumi

Ricordiamo che dim(A™(V')) = 1, dove dim(V) = n, per cui ha senso la seguente
definizione.

Definizione 8.2.2. Se V ha dimensione n e ¢ € Z(V, V), il determinante det(p) di ¢ ¢
definito come 'unica costante tale che p*w = det(p)w, per qualsiasi w € A™(V).

Proposizione 8.2.3. Sia ey,...,e, una base di V' con base duale el,....e". Sia ¢ €
L(V,V) tale che p(e;) = Ale;. Allora det(p) = det A.

Dimostrazione. Dalla dimostrazione del punto 4 della Proposizione 8.1.7, abbiamo

det(p) = *(e* A A (er, ... en) = (e A AeM)(pler), ... olen)) =
=nl Ale' ®...®@e") (pler),...,p(en)) =

— Z sgn(a)el(go(ea(l))) e(plesm))) = Z sgn(o)A;(l) ATy

O’GSn O'ESn

=det A,
che ¢ quanto cercato. O
Proposizione 8.2.4. Siano p,v € L(V,V). Allora
1. det(p o)) = det - det);
2. det(idy) = 1;

3. ¢ & un isomorfismo se e solo se det ¢ # 0 e in tal caso det(¢™') = (det ).

Dimostrazione. L’unica dimostrazione non ovvia ¢ quella del fatto che se det ¢ # 0, allora
© e un isomorfismo. Basta dimostrare che se ¢ non e un isomorfismo, allora det ¢ = 0.

Se ¢ non e un isomorfismo, esiste e = e; € kery. Completiamo e; ad una base
{e1,...,e,} di V. Data w € A"(V), allora

(Qp*w)(eh BRI en) = w<90<61)7 ce ’Qp(en)) = w(()? 90(62>7 ) 90(671)) =0,
perché w & multilineare. Percio det ¢ = 0, come voluto. [l

Definizione 8.2.5. Gli elementi di A™(V') sono detti elementi di volume. Se wy,ws sono
elementi di volume diciamo che w; ~ wy se esiste ¢ > 0 tale che w; = cwy. Una classe di
equivalenza di elementi di volume e detta un’orientazione su V.

Uno spazio orientato (V, [w]) € uno spazio vettoriale con un’orientazione [w]. La classe
[—w] & detta orientazione inversa.

Una base {ej,...,e,} di (V,[w]) orientato ¢ detta essere orientata positivamente se
w(eq,...,e,) > 0. Ovviamente tale definizione ¢ indipendente dalla scelta di un elemento
di [w].

Proposizione 8.2.6. Sia g € Ty(V) simmetrico e definito positivo. Allora esiste una
base {e1,...,e,} di V con base duale {e*,... e"} tale che g ="  e' ®@e€'. Questa base
¢ detta ortonormale rispetto a g.

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ analoga al caso di R™ utilizzando un processo di
ortogonalizzazione di Gram-Schmidt.

Sia e tale che g(ej,e;) = 1 esiano V) = span{e;} e Vo = {e : g(e,e1) = 0}. Visto che
g € definita positiva, V3 NV, = {0}. Dato z € V, allora z = g(ey, 2)e1 + (2 — g(eq, 2)eq),
dove il secondo termine appartiene a V5. Quindi V' =V} @ V5. Scegliamo quindi e; € V5
tale che g(es, ey) = 1 e cosi via fino a completare la base. ]
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Capitolo 8. Forme differenziali

Proposizione 8.2.7. Sia V uno spazio vettoriale n dimensionale e sia g € T9(V) sim-
metrico, definito positivo. Allora, se [w| € un’orientazione in V', esiste un unico ele-
mento di volume p(g) € [w], detto g-volume, tale che u(g)(es,...,e,) = 1 per ogni base

e1,...,en di V ortonormale rispetto a g e orientata. Se poi e',..., e" ¢ la base duale,
allora u(g) = e A ... Ne™.

In generale, se fi,...,f, & una base orientata positivamente e se f' ¢ la base duale,
allora

u(g) = |detlg(fi, [)]IF fY A A ST

Dimostrazione. Sia {ey,...,e,} una base ortonormale rispetto a g, che ci ¢ garantita
dalla Proposizione 8.2.6. Allora g(f;, f;) = >0, €* ® €?(fi, [;)-

Se ¢ € GL(V, V) ¢ tale che f; = @(e;) = Ale;, allora

9(fis ;) =D _ " @ P(Afey, Aler) = > 67 67 Af AL = APAT = (A AT);
p=1

p=1 p=1

percio, sfruttando la Proposizione 8.2.3, abbiamo det[g(f;, f;)] = (det A)* = (det ).

Se ora {eq,...,e,} & orientata positivamente e g-ortonormale, allora per la richiesta
di multilinearita esiste un’unica pu(g) = p tale che p(eq, ..., e,) = 1. Mostriamo che u(g)
cosi definita rispetta le ipotesi richieste.

Se fi,..., f, ¢ un’altra base orientata positivamente e g-ortonormale, sia ¢ come
sopra. Allora per quanto detto prima |det ¢| = 1. Inoltre per la positivita della base e la
definizione di ¢ abbiamo 0 < u(f1,..., fn) = (¢*n)(e1, ..., e,) = det ¢, quindi det p = 1

e in particolare u(fi, ..., f,) = 1, come voluto.
La seconda affermazione e implicata dalla terza e per quest’ultima si usa la formula
1
pw(frs. .., fn) = detp = |det[g(f;, f;)]|?, con le notazioni date all’inizio. O

Un prodotto interno (simmetrico e definito positivo) in V' ne induce uno anche sui
AR (V), vediamo come.
Siano o = ay, ;€ A...ANe% e B = By et A... Ae* elementi di AF(V) e sia
611% — gi1j1 gikjkﬁ. .
e J1---Jk*

Definisco
. 1 .
OV (0,8) = Y B = 3 g B
11 <...<tp ’ $1...0p
Vediamo che ¢® ¢ indipendente dalla base scelta. Se fi, ..., f, ¢ un’altra base, siano
a=a  fUN ANfReB=0 TN Nf% See; =Alf,e B= A" allora
Ay B0 = g Bl BEAGH L AGEB T =

N it i QJ1Jk — . . Qi1
=y 00 O — a1

da cui la buona definizione di ¢®). Dati a,3 € A¥(V) indicheremo anche («a,f3) =
(k)
g (e, B).

Proposizione 8.2.8. Sia g un prodotto interno in V' (simmetrico e definito positivo).
Allora g induce il prodotto interno ¢ su A¥(V). Inoltre, se ey,...,e, ¢ ortonormale
rispetto a g, allora la base {e* A ... Ne¥ : iy < ...<iy} ¢ ortonormale rispetto a g .
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8.3. Operatore di Hodge star

8.3. Operatore di Hodge star

Proposizione 8.3.1. Sia V uno spazio n-dimensionale orientato e sia g € Ts(V) un
tensore simmetrico e definito positivo. Sia = u(g) Uelemento di volume corrispondente.
Allora esiste un unico isomorfismo * : A*¥(V) — A"*(V), detto operatore di Hodge star,
che soddisfa

a A (+8) = (a, Bu (8.3.1)
per ogni a, 3 € A*(V).
Inoltre, se {e1,...,e,} € una base di V orientata positivamente e ortonormale con
base duale €', ..., e, allora
#(eW A AW = sgn(a)(e?®TD AL A" ™) (8.3.2)

per ogni o mescolamento di tipo (k,n — k).

Dimostrazione. unicita: Supponiamo che * soddisfi 'Equazione (8.3.1). Sia 3 = e A
... AN e?®) e sia a uno dei vettori in A*(V) ortonormali del tipo e A ... A e con
1 <...<1i.

Dall’Equazione (8.3.1) a A %3 = 0 a meno che (iy,...,1) = (¢(1),...,0(k)) quindi
esiste @ € R tale che 8 = ae®D A .. A e”™ . Di conseguenza abbiamo 8 A
x = a sgn(o)u, ma la Proposizione 8.2.8 implica (3, 5) = 1, quindi deve valere
a = sgn(o) e perciod * ¢ unico.

esistenza: Definiamo I'operatore sulla base ortonormale {e A...Aet 1 iy < ... < i},
utilizzando I’'Equazione (8.3.2). Possiamo verificare poi I'Equazione (8.3.1) usando
questa base. In particolare x € un isomorfismo e manda basi ortonormali in basi
ortonormali.

]

Proposizione 8.3.2. Siano V, g, i come sopra. Allora per ogni o, 3 € A¥(V) operatore
x soddisfa le sequenti proprieta

1. a ANx8 =B A xa = {a,B)u;
2.kl =pexu=1;
3 xxa=(—1)"kq;

4. {a, B) = (xa, %3).

Dimostrazione. La 1 segue dall’Equazione (8.3.1) e dal fatto che g®(-,-) = (-,-) &
simmetrico. Mentre la 2 segue dall’Equazione (8.3.2) ponendo o = id.

Vediamo ora il punto 3. Sia a = e“ A ... A e”® allora per I'Equazione (8.3.2)
applicata alla permutazione (o(k+1),...,0(n),o(1),...,0(k)) vale

#(eFHD A A M) = (= D)FRsgn(a) W AL AW
Percio, riapplicando I’'Equazione (8.3.2), abbiamo

sk (WAL A =sgn(o) x (ePFFD AL A M) =
= sgn(0)} (=1 Rer@ A A e ®) =
= (—D)kRe@ A AP
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da cui abbiamo quanto cercato poiché gli elementi del tipo e”™ A ... A e?®) generano
AR(V).

La 4 si puo verificare usando una base ortonormale per A*(V'), oppure usare la 1 e la
3 per trovare

(kar, %B)p = (xa) A (x % f) = (=1)*"P(xa) A S = B A (xa) = (@, B)u.

8.4. Forme differenziali su varieta

Estendiamo l'algebra esterna al fibrato tangente di una varieta. Se p : U x V — U’ x V'
¢ un isomorfismo locale di fibrati, allora ¢, : U x A¥(V) — U’ x A*(V') & anch’esso un
isomorfismo locale di fibrati.

Definizione 8.4.1. Sia 7 : £ — B un fibrato vettoriale. Per ogni A C B poniamo
A(E)|a = Uyea A¥(Ey) e AF(E) = A*(E)|p. Chiamiamo l'ovvia proiezione A(r) :
A*¥(E) — B.

Quando E = TM per M varietd, poniamo A*(M) = A*(TM). Inoltre poniamo
QY M) = TP(M) = x*(M) e in generale QF(M) = I'>°(A*(M)) le sezioni C*° su A*(M).
Estendiamo ora il prodotto wedge alle forme definite su una varieta.

Proposizione 8.4.2. Se a € QF(M) e 8 € QY(M), sia a A B : M — A*TY(M) definita
da (a A B)(m) = a(m) A B(m). Allora a A B € Q¥ (M) e questo operatore & bilineare e
associativo.

Dimostrazione. Bilinearita e associativita seguono dalle proprieta del prodotto wedge A
in A(T,,M). La regolarita si mostra lavorando in carta. O

Definizione 8.4.3. Elementi di Q*(M) sono detti k-forme e Q(M) = @1_,QF(M) @
detta algebra delle forme differenziali esterne.

Nota 8.4.4. Vediamo la scrittura di una forma in coordinate locali. Se t € T (M),
abbiamo visto che t = t;ll ZJ T O ® a — ® dz’' ®...® da¥s. Data w € QF(M), allora
w :wilmikdx“ A A da con iy < ... < oe wy, . iy =W (8§1,...,83k).

Nota 8.4.5. Se f : M — N @& regolare, & naturale considerare il pull-back f* : Q¥(N) —

8.5. Derivata esterna

Studiamo ora una mappa d : Q(M) — Q(M) che ha proprieta particolarmente interes-
santi.

Teorema 8.5.1. Sia M una varieta n-dimensionale. Allora per ogni k = 0,...,n e per
ogni U C M aperto esiste unico d = d* : Q¥(U) — Q¥L(U) (detta derivata esterna) tale
che

1. d ¢ una A-antiderivazione, cioé d ¢ R-lineare e per ogni a € QF(U) e § € QYU)
siha d(aAB) = daA B+ (=1)Fa A ds;
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8.5. Derivata esterna

2. se f € C®°(M), allora df coincide con il differenziale di f;
3. d2= dod=0;

4. d é naturale rispetto alle restrizioni, cioé se U CV C M con U,V aperti e a €
QF(V), allora d(al|y) = (da)|y (quindi d é locale).

Dimostrazione. unicita: Sia (U, ) una carta di M e consideriamo una k-forma a €

QF(U) con a = a5, dz" A.. . Adat. Sek=0e f =2 allora df = d(2%) = dz'.

Dalla 3 abbiamo d(dz’) = 0, quindi per la 1 otteniamo d(dz A... A dz®) = 0.
Percid da = (day, ;) A dz™ A ... A da's = %dxi A dxt AL A da*, con
1=1,....nei; <...<ip.

Questa formula caratterizza d su tutti gli aperti di un atlante di M, quindi per la
4 su tutti gli aperti di M.

esistenza: Definiamo d come dalla formula sopra e verifichiamo tutte le proprieta.
Innanzitutto d e ovviamente R-lineare.

Siano ora a € QF(U) e B € QY(U) con a = ay, 4, dz* AL .. A datv e B = B, dz?t A
... A da?. Allora

dlanp) =
= d(ayy i, By dx™ A A da™ A da? AL A da?t) =

Oy, .. 0Bj,..
= ( 8;:i “ Bt T ail...ik—aj;i .

=daAB+ (=Dfan dp.

)dxi/\ dz A A dx™ A dat AL LA daft =

Per la 3, utilizzando il lemma di Schwarz, abbiamo

O?a. ) ) ) )
et et A da? A dzt AL A da*t = 0.

d(da) = o0xtoxI

Per verificare 4 mostriamo che la definizione non dipende dalle carte. Siano (U, ¢),
(U, ¢") carte tali che U NU’" # (. Per unicita locale d = d’ in U N U’ e quindi
abbiamo anche 1'unicita globale.

O

Corollario 8.5.2. Sia w € Q*(U) con U C R". Allora

dw(@)(vo, .., vk) = Y _(=1)" Dw(z) - v; (v, .., B, .., vk)

=0
dove Dw ¢ il differenziale classico.
Dimostrazione. Sia w(x) = w;, ; (r)dz™ A ... A dz'*, allora

Dw(z)-vi:ﬁ vl da"t A LA dat
T
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quindi il membro destro dell’enunciato e

D’altra parte

O . .
dw(vg, ..., vg) = P qui A dzt AL LA da'(vg, ..., v) =

oz’
8 91...1 o(j) ot o(1
= Z P sgn(o) vgW o7 o)
ox’
UGSk+1

A questo punto pero e facile verificare che le due espressioni trovate coincidono, passando
da una permutazione n € S; ad una permutazione o € Si,; mandando lo 0 in 7. O

Esempio. 1. In R? sia a = f(z,y)dz+g(z,y) dy, allora da = df A do+ dgA dy =

0 0,
(32~ %) drnay.

2. In R3, data f funzione regolare, abbiamo df = g—ﬁ dx+ g—]yc dy + % dz e Vf = (df)*

Esercizio 8.5.3. In R®, sia F = (Fy,F,, F3), allora F’ = Fydz + Fydy + Fydz e
#(F’) = Fydz A dy — Fodz A dz+ Fydy A dz. Mostrare che dE” = x(xrotF)’. Verificare
che div F = xd(xE") e d®> =0 e quindi che div(rotF) = 0.

Allo stesso modo, se f: R> — R ¢ regolare ddf =0 equivale a rot(V f) = 0.
Teorema 8.5.4. Sia f : M — N regolare. Allora, per ogni w € QF(N) e € Q(N), f*
soddisfa:

L ffwny) = fr(w) A f();
2. f(dw) = d(f'w).

Dimostrazione. La 1 ¢ gia vista, per esempio come conseguenza del punto 2 della Propo-
sizione 8.2.1. Quindi dimostriamo il punto 2.
Sia (U, ¢) carta di M e (V,p) carta di N tali che f(U) C V. Sia w = w;,_;, dz™* A
...\ da', allora
dw = ————=dax' A dz" A ... A da'*;
81'@-
inoltre per la 1 abbiamo

frw= f(wiy i) f(dz™) A A f5(da).
Se € C*(N), d(f*¢) = f*(dy). Quindi usando nuovamente la 1 e do d = 0, abbiamo
d(f*w) = f*(dwi, i) A frdz™ AL A frda' = f*(dw).

Corollario 8.5.5. Se f ¢ un diffeomorfismo, allora f.(dw) = d(f.w).

Corollario 8.5.6. Se X € x(M), w € QF(M), allora Lxw € Q¥(M) e d(Lxw) = Lx dw.

Dimostrazione. Per definizione Lxw(p) = & ((Fy)*w)(p)|io, dove Fy & il flusso generato
da X. Percio, visto che (Fy)*w € QF(M), otteniamo che Lyw € QF(M).
Inoltre d commuta con il pull-back, allora (Fy)*(dw) = d((Fy)*w) e passando al

limite nei rapporti incrementali otteniamo proprio dLx = Lx d. O
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8.6. Prodotto interno

Ricalcando la Definizione 5.1.8, estendiamo il concetto di prodotto interno alle forme.

Definizione 8.6.1. Sia M una varieta, X € x(M) e w € Q*(M). Definiamo il pro-
dotto interno o contrazione di X e w come ixw € TP (M) tale che ixw(Xy,...,X}) =
WX, X1, X).

Nota 8.6.2. Se w € C*°(M), allora ixw = 0.

Teorema 8.6.3. Dato X € x(M), ix manda Q¥ (M) in QF(M). Inoltre, se a € QF(M),
BeQ(M), feC®(M), allora

1. ix ¢ R-lineare e ix(a A B) = (ixa) A B+ (=) a A (ixB);
2. ipxa = fixo;

3. ixdf =Lxf;

4. Lx(aAB)=(Lxa)\B+aA(LxP);

5. (formula di Cartan) Lxa = ix da+ d(ixa);

6. Lsxa= fLxa+ df Nixa.

Dimostrazione. 1l fatto che ix mandi Q¥ (M) in Q¥(M) e che iy sia R-lineare sono ovvi.
Introduciamo innanzitutto una notazione. Dati due multi-indici I e J indichiamo con

1 se J € una permutazione pari di
65 ={ —1 se J ¢ una permutazione dispari di I

0 altrimenti

Allora, con questa notazione, vale

(a A B)(vrp) Z(SJK a(vy)B(vg)

con f, K sottoinsiemi rispettivamente di £ ed [ indici ordinati. Allora

Iy (O./ A /8)(027 - 7vk+l) = (a A B)(Uh - ’Uk-‘rl) - Z 5{{.k+la(vf)ﬁ(vJ) =

= Z 017 ka(vr) B(vg) + Z 017 ke(vr)B(vy) =

LJerl IJ1eJ

= Z 8,2 avr, vy, 0) Bug)+

1<in<...<ig, J

+ Z 511]2—1—5[05(1][)6(1)171}]‘27'"7Ujl) -

I1<jo<...<ji

19...4 J
= Z Z 622 kil Zv1 UZQ,...,Uik>B(UJ)—|—

1<in <. <1 J\{l}

YD & a(u)(inB) Vg, vg) =

f\{l} 1<jo<...<gy

= (i A B) (v, - .., V1) + (=1)F (@ Ay, B) (Va, - . ., Ukt -
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Capitolo 8. Forme differenziali

La 2 segue dal fatto che a ¢ C°°(M)-multilineare. La 3 segue dalla definizione di df,
mentre la 4 segue dal fatto che la derivata di Lie ¢ una derivazione tensoriale e commuta
con la mappa alternante.

Vediamo quindi la 5 tramite un’induzione in k. Il risultato e vero per k£ = 0 per la
3, supponiamo ora che valga per le k forme e dimostriamolo per le £ + 1 forme. Ogni
k + 1 forma si scrive come Y df; A w; dove f; € C°(M) e w; € QF(M); infatti data w
una (k + 1)-forma, abbiamo

W = Wiy .ig 1 dz" AL A da = da™ A (wil-..ik+1 dz AL A dl‘ikH) .
Utilizzando quindi la 3 e l'ipotesi induttiva, abbiamo

d(df Aw) + dix(df ANw) = —ix(df A dw) + d(ix(df) Aw — df Nixw) =
= —ix(df) N dw+ df Nix(dw) + d(ix(df)) Aw+ix(df) A dw+ df A d(ixw) =
= df(ix(dw) + d(ixw)) + d(ix(df)) Aw = df A Lxw+ d(Lxf) Aw.

Sfruttando infine che per il punto 4 abbiamo Lx(df Aw) = (Lxdf) Aw + df A (Lxw)
e che per il Corollario 8.5.6 vale d(Lx f) = Lx df, otteniamo il risultato.
Vediamo infine che il punto 6 segue dalla 5, poiché

EfxOé = ifX da + d(ifXOé) = fZX do + d(flxa) =
:fideé—i‘ df/\ixa+fdixOé:f£Xoé+ df/\z'on.

]

Proposizione 8.6.4. Sia f : M — N e siano w € QF(N) e Y € x(M). Allora iy ¢
naturale rispetto al push-forward, cioé iy f*w = f*ifyw.

Dimostrazione. Chiamiamo X = f.,Y € x(N) e siano p € M, ¢ = f(p) € N e
U1, ..., U1 € T,M. Allora

iy (ffw)(®)(v1, ... v6-1) = ffwlp)(Y(p),v1, ..., vk—1) =
=w(q)(f(Y (), five, .., fevp—r) =
= w(@)(X o f)(p), fivr, ..., frvp—1) =
= (ixw)(q)(fev1, ..., frvg—1) = (ffixw)(p)(v1, ..., vp—1) -

O

Proposizione 8.6.5. Siano Xy, X1,...,Xr € x(M) e w € Q¥(M). Allora

k

dw(Xo, X1, ..., Xp) =Y (1)L, (w(Xo, ... X, ..., Xp)+
1=0
+ Z ( 1)2+Jw(ﬁx( )Xo,...,X,...,Xj,...,Xk).
0<i<j<k

Dimostrazione. Procediamo per l'induzione su k. Per £ = 0 abbiamo gia visto nel

Teorema 8.6.3 che dw(Xp) = Lx,w.
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Supponiamo quindi che la tesi valga per k — 1 e sia w € QF(M). Per il punto 5 del
Teorema 8.6.3, abbiamo

dw(Xo,Xh PN ,Xk) = (l.Xo dw)(Xl, ce ,Xk) =
:EXOCU(Xl,. .. Xk) - d(iXo )(Xh c. ,Xk) =

—Lx,(w(X1,..., X Zw Xi oo Lxo X X)) — d(ixow) (X1, ..o, X5)
=1

ma, visto che ix,w € Q¥"1(M), per ipotesi induttiva vale

d(ix,w)(X1, ..., Xy) =
:Z(_ )Lk (ixyw (Xl,,__,Xl,...,Xk))+

+ Z H_]27zXo )(EX( )X17"-aX>"'7Xj""’Xk):

1<i<j<k

—1) Ly, (wW(Xo, X1, Xpy o, X))+

M;y

=1
+ > ()X, Lx, (X)), X, X X XD

1<i<j<k

Quindi sostituendo nell’equazione precedente

dw(Xo, X1, ., Xp) = Y (=D)L, (w(Xo, ..., X, .o, Xp))+

+ > (D) MLy, (X)), Xoy X1, Xy XL X,

da cui segue ovviamente quanto cercato. O

Corollario 8.6.6. Siano X,Y € x(M), allora [Lx, iy| = Lxiy —iyLx = i[x,y] €
[Lx, Ly | = LxLy — LyLx = Lx,y]. Quindi in particolare ixLx = Lxix.

Dimostrazione. Sia w € QF(U) e X1,..., X1 € x(U), allora
(iyﬁxw)(Xl, . ka;—l) :(ﬁxw)(Y, Xl, e ;Xk—l) =
:['X( (YXl,.. Xk 1))—W([X,Y],Xl,...,Xk_l)—

k—1
ZwYXl,.. (X, X)],... Xpq) =

:ﬁx(lyw(Xl, e ,Xk_l)) — ’L.[X7y]CU(X1, e ,Xk_l)—

k—1
=) ivw(X, L [X X X)) =
=1
:(ﬁxiyw>(X1, c. ;kal) — (’i[)gy]&.))(Xl, c. ;kal) .
Per la seconda equazione si usa invece la prima e il punto 5 del Teorema 8.6.3. O
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CAPITOLO 9
TEOREMA DI STOKES

9.1. Orientazione

Definizione 9.1.1. Una varietd n-dimensionale connessa M ¢ detta orientabile se esiste
w € Q(M) tale che pu(p) # 0 per ogni p € M. Una tale forma ¢ detta una forma di
volume su M.

Proposizione 9.1.2. Sia M una n-varieta connessa. Allora M ¢é orientabile se e solo se
esiste un atlante (Us, ;) con @; : Ug — V; CR™ tale che il determinante jacobiano delle
mappe di transizione sia positivo.

Definizione 9.1.3. Sia M varieta orientabile. Due forme di volume gy, pio sono dette
equivalenti se esiste f € C*°(M), f > 0 tale che uy = fus.

Una varieta orientata ¢ una varieta M con un’orientazione [u], dove per orientazione
si intende una classe di equivalenza di forme di volume.

Esercizio 9.1.4. Mostrare che S™ ¢ orientabile per ogni n € N.

Esercizio 9.1.5. 1. Sia 0 : M — M tale che 0* = id. Supponiamo che esista 7 :

M — N tale che drm sia invertibile puntualmente e 7 '(n) = {m,o(m)}. Sia
QM) ={a e Q" (M) : oc*a = +a}. Mostrare che * : Q"(N) — Q. (M) ¢é un
isomorfismo.

2. Mostrare che RP™ ¢ orientabile per n dispari e non orientabile per n pari.

Suggerimento: Prendere M = S™, N = RP", o(x) = —x nel punto precedente.
Mostrare che o*wgn = (—1)"Mwgn.

Esercizio 9.1.6. (Nastro di Mobius) Il nastro di Mobius M si ottiene quozientando R?
tramite la relazione di equivalenza data da (z,y) ~ (v + k,(=1)*y) per ogni k € Z. In
particolare M risulta una varietd connessa non compatta. Definiamo o : R? — R? tale
che o(x,y) = (z+1, —y). Sia 7 la proiezione da R? in M, allora moo = 7. Sev € Q*(M),
sia f € C(R?) tale che fwge = 7*v. Mostrare che f(x + 1,—y) = —f(x,y) e che f si
deve annullare in qualche punto.

Proposizione 9.1.7 (Criterio di orientabilita). Sia N una varieta n-dimensionale orien-
tabile e sia M una sottovarieta k-dimensionale con fibrato normale banale, cioe esistono

Vi: M — TN peri=1,...,n—k tali che span{T,M,Vi(p),...,Vor(p)} = T,N per
ogni p € M. Allora M ¢ orientabile.

Corollario 9.1.8. Sia M orientabile e sia f € C®°(M). Sia ¢ € R valore regolare per f
(cioe V f(p) # 0 per ogni f(p) = ¢). Allora f~*(c) & orientabile.
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Nota 9.1.9. Se M non & orientabile, esiste un doppio rivestimento M di M orientabile.
Sia M = {(m, [ptm]) : m € M, [i,] orientazione di T},,M }. Definiamo delle carte su
M come segue. Sia [w] un’orientazione di R” e sia A € Z(R", R") tale che A(ey) = —e;
e Ale;)) =e;peri=2,...,n,dove eq,...,e, ¢ la base standard di R”. Allora ovviamente
4 cambia l'orientazione di R". Se ¢ : U C M — V C R"™ ¢ una carta di M, siano
U* = {(u, [m]) = v €U, [pu(p)] = £[w]} e poniamo &% (u, [1]) = o(u), ™ (u, [p]) =
(Ao p)(u). Allora (U*,$*) sono carte di M che la rendono una varieta orientabile.
Inoltre = : M — M tale che m(m, [pt,]) = m & un doppio rivestimento di M con

ﬂil(m) = {(mv [lj’m]% (mv _[Mm])}

9.2. Integrazione su varieta

Definizione 9.2.1. Sia U un aperto di R" e w € Q"(U) a supporto compatto. Se
w(z) = & wiy 4, Az AN dat = wy,dat AL A da”, definiamo

/w::/ wy pdzt. . da™.
U n

Proposizione 9.2.2. Siano U,V € R"™ aperti e sia f : U — V diffeomorfismo. Sup-
poniamo che f preservi lorientazione. Se w € Q"(V) ha supporto compatto, allora
frw € Q"(U) ha supporto compatto e

[ fr
o)

Dimostrazione. Applichiamo la Proposizione 8.2.3 con e; = 5, allora A{ =
matrice jacobiana Jf di f. Quindi

/Uf*w:/Udet(Jf)~(wOf)I/[]det(Jf)(x).wlmn(f(x))dxy“dxn:

:/wlmn(y)dyl...dy”:/w,
1% 1%

dove abbiamo sostituito y = f(z) e abbiamo sfruttato che f preserva I'orientazione per
il cambio di variabile. O]

o

5 € la

Definizione 9.2.3. Sia M una varieta orientata con orientazione [2]. Supponiamo che
w € Q"(M) abbia supporto compatto contenuto in U, dove (U, ) ¢ una carta di M
orientata positivamente. Definiamo

[ o=[ et
(¥) »(U)

Proposizione 9.2.4. Supponiamo che w € Q"(M) abbia supporto compatto C CUNV,
con (U, ), (V,9) carte orientate positivamente in M wvarieta orientata. Allora f(w) W=

fw)W'

Dimostrazione. Per la Proposizione 9.2.2, abbiamo

/ o= / ou(wl) = / o (o) = / (oo )pu(wluny) = / o,
(¢) e(U) e(UNV) P(UNV) (¥)
]
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Corollario 9.2.5. Se w ha supporto compatto in U, dominio di una carta (U, ), é ben

definito
/w::/ w.
U (%)

Definizione 9.2.6. Sia w € "(M) a supporto compatto. Sia A un atlante di M
orientabile composto da carte con orientazione positiva. Sia (Uy, @, Xa) Una partizione
dell'unita subordinata ad A. Sia w, = x.w, allora w, ha supporto compatto nella carta
U, € A. Definiamo allora 'integrale della forma w su M come

-5

Proposizione 9.2.7. Valgono i due sequenti fatti riferiti alla Definizione 9.2.6.
1. La sommatoria contiene solo un numero finito di termini.

2. La definizione é indipendente dalla scelta dell’atlante (orientato positivamente) e
della partizione dell’unita.

Dimostrazione. 1. Per ogni p € M, esiste U intorno tale che solo un numero finito di
Xa sono non nulle. Inoltre, per compattezza, possiamo ricoprire il supporto di w
con un numero finito di tali intorni.

2. Sia (V3,v3,Xs) un’altra partizione dell’'unita subordinata a B atlante orientato
positivamente. Allora le funzioni (xaXs)as soddisfano y,xs(p) = 0 tranne che per
un numero finito di indici. Inoltre ), 5 xaXs(p) = 1 per ogni p. Abbiamo

- ZB:/U,f:fiﬁw - /Mﬁw’

dove abbiamo usato > xg=1¢€ > xo = L.
[

Esercizio 9.2.8. Siano M, N orientate ed f : M — N wun diffeomorfismo che preserva
Uorientazione. Mostrare che, se w € Q"(N) ha supporto compatto, allora wa = fM ffw.

Esercizio 9.2.9. (Fubini) Siano M™, N™ varieta orientate e si orienti il prodotto M x N
con 'orientazione prodotto (tramite il prodotto wedge). Siano pyr,py : M x N — M, N
le proiezioni dal prodotto ai fattori. Siano o € Q™(M) e 5 € Q*(N) e definiamo o x =
(pyc) A (PNB), che é a supporto compatto. Mostrare che [, ax = ([, @)([yB)-

Nota 9.2.10. Data una scelta di orientazione [p] su una m-varieta M, diciamo che una
base vy, ..., v, di T, M & orientata positivamente se p(vy,...,v,) > 0.
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Capitolo 9. Teorema di Stokes

9.3. Varieta con bordo

Definizione 9.3.1. Siano Ei, E; C R" semispazi chiusi. Siano U,V aperti di E, Es.
Una mappa f : U — V & regolare se per ogni x € U esiste U; intorno di x in R" e V)
intorno di f(x) in R™ ed esiste f; : Uy — V; regolare tale che f|yny, = filunv,- In questo
caso definiamo il differenziale di f in = come Df(x) == Df;(z).

La mappa [ e detta diffeomorfismo se esiste g : V' — U regolare che e l'inversa di f.

Nota 9.3.2. 1. Df non dipende dalla scelta dell’estensione f;. Questo € ovvio se x non
sta sul bordo, mentre al bordo si ragiona per approssimazione.

2. Siano U aperto in Ey, V aperto in E,, f : U — V diffeomorfismo. Allora le
restrizioni Int f : IntU — IntV e f : OU — OV sono diffeomorfismi.

Definizione 9.3.3. Una varieta con bordo € un insieme M munito di un atlante di carte
di bordo, cioe coppie (U, ¢) tali che U C M aperto e o(U) C E, con E semispazio chiuso
di R™. Si richiede che valgano la proprieta di ricoprimento e la regolarita delle mappe di
transizione (nel senso della Definizione 9.3.1).

Definizione 9.3.4. Data M varieta con bordo, definiamo la parte interna Int M =
Us o1 (Int(i(U7))) e il bordo OM =, ;' (9(i(U3))) di M.

Estendiamo ora alle varieta con bordo alcune definizioni date per varieta non con
bordo, per definire infine I'orientazione.

Pensiamo al tangente come un sottospazio n-dimensionale anche per i punti sul bordo.
Una forma di volume ¢ una n-forma che non si annulla in nessun punto. Diciamo che
(U, p) carta di bordo ¢ orientata positivamente se T'¢(u) preserva l'orientazione per ogni
uel.

Nota 9.3.5. E stato conveniente poter scegliere semispazi arbitrari e non solo Rf ={z, >
0}. Per esempio ¢ comodo per orientare M = [0, 1].

Vediamo quindi ora come possiamo orientare il bordo.

Definizione 9.3.6. Sia M una m-varieta orientata con bordo. Siano x € M e ¢ :
U — FE una carta orientata positivamente, con x € U ed E semispazio chiuso. Una base
U1y, U1 di T,(OM) ¢ detta orientata positivamente se {(T,p) ' (n),v1, ..., 0y 1} &
orientata positivamente in M per ogni vettore n € R™ che punta all’esterno di E in ¢(x).

Nota 9.3.7. In R™ ogni semispazio chiuso si scrive come E = {z : A(z) > 0} per qualche
funzionale lineare A su R™. Una scelta canonica di n ¢ n = —VA.

9.4. Teorema di Stokes

Teorema 9.4.1 (Stokes). Sia M una varieta n-dimensionale orientata. Inoltre sia o €
Q" Y(M) una forma a supporto compatto e sia i : OM — M linclusione del bordo in M.

Allora
/ z'*a:/ do.
oM M

1l membro di sinistra si denota anche con faMO‘ e, se OM = (), intendiamo che tale
integrale sia 0.
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9.4. Teorema di Stokes

Dimostrazione. Per linearita in « e per 'esistenza di partizioni dell’unita possiamo sup-
porre che a abbia supporto nel dominio U di un’unica carta. Allora in coordinate

a:Z(—l)i’laidml/\.../\ dzi A A dz™.

i=1

Di conseguenza

e quindi

(904@ . n
/da Z/ 83:1 cooda™,

che ¢ ben definito se M ¢ orientata.
Distinguiamo ora in casi a seconda che U intersechi o no il bordo di M:

1. (OU = () In questo caso 'i~esimo termine della sommatoria &

aa?dxl...dx":/ 0% 4o\ dat . i, da" =0,
Rn aZL’Z R~ 1 ax

perché «; ha supporto compatto. Quindi in questo caso abbiamo quello che voleva-
mo, perché ovviamente [, i*o = 0.

2. (U # 0) Possiamo supporre E2 = R’ allora l'integrale diventa

- ooy
Sdzt ... da™.
Ri 8$Z

i=1

Se 7 < n ragioniamo come prima, altrimenti se ¢ = n 'integrale diventa

— a, dzt .. dz" L.
Rnfl

D’altra parte abbiamo

/ o= / o= / (=D ta, (', ..., 2" 1 0)dat ... da" .
ou OR™ oR™

L’orientazione di OM non e quella standard, infatti la normale esterna ¢ —e, =
—(0,...,0,1). Percio, l'orientazione del bordo ha il segno di {—e,, e1,...,e,_1} che
e (—=1)™, quindi

/ o= (—1)2"1/ o drt . da" T = —/ o dzt .. da™ ! —/ da .
ou Rn—1 Rn—1 U

]

Definizione 9.4.2. Sia p una forma di volume su M orientata e sia X € y(M). La
divergenza div X € C*®°(M) di X ¢ definita da Lxp = (div X)pu.
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Capitolo 9. Teorema di Stokes

La divergenza si interpreta come espansione o contrazione del volume.

Teorema 9.4.3 (Gauss). Sia M orientata e con bordo. Sia X € x(M) a supporto
compatto e sia p una forma di volume su M. Allora

/M(divX)u _ /OM i

Dimostrazione. Sfruttando il punto 5 del Teorema 8.6.3 e il fatto che du = 0 poiché e
una (n + 1)-forma, abbiamo che

(divX)pu = Lxp = d(ixp) +ix dp = d(ixp)

e di conseguenza la conclusione segue dal Teorema 9.4.1 (Stokes). [

Se M ammette una metrica g esiste un’unica normale unitaria (rispetto a g) che punta
esternamente a OM e che chiamiamo ngy;. Inoltre g determina univocamente forme di
volume s, prons su M, OM.

Corollario 9.4.4. Se X € x(M), allora

/M(divX)uM:/ 9(X, nanr) ponr -

oM
Dimostrazione. Localmente, scegliamo una carta (U, ¢) tale che ngy, = _axim' Percio, se
v1,...,Un_1 € una base orientata di T,0M, vale
0
prons () (V1, - V1) = MM(x)(—ax—mﬂJl’ e Umt)

Segue allora che

. , 0
(ixpnr) (@) (v1, .oy U1) = (X (2)v; + Xmﬁx_m’vl’ ey Um1) =

= —X"(x)por () (v1, .., V1) -
Inoltre X™ = —g(X, ngpr), quindi basta applicare il Teorema 9.4.3 (Gauss). ]

Esercizio 9.4.5. Sia M una varieta compatta, orientabile e senza bordo, sia i forma di
volume e sia infine X € x(M) con div X = 0. Mostrare che per ogni f,g € C*°(M) vale

/M 9X(f)p = - /M X (g

Esercizio 9.4.6. Sia M una varieta orientabile (n+1)-dimensionale, sia f : OM — N™t!
una mappa regolare e sia w € Q"(N) con dw = 0. Mostrare che se f si estende ad M,
allora [y, f*w = 0.
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9.5. Formula di coarea

9.5. Formula di coarea

Sia (M, g) una varieta orientabile (m + 1)-dimensionale. Sia f : M — R una funzione re-
golare senza punti critici. Allora M; = f~1(¢) & una sottovarieta regolare m-dimensionale
orientabile, che supponiamo compatta per ogni ¢. Inoltre per ogni ¢ chiamiamo pu; la
forma di volume su M, indotta da g, p la forma di volume su M sempre indotta da g e

. vf
oniamo n = .
P IV fly

Teorema 9.5.1 (Formula di coarea). Sia F': M — R a supporto compatto, allora con le

notazioni precedenti vale
F
Fu= / / L)
/M ( w V11,

Dimostrazione. Fissiamo tg € R e p € My,. Visto che df(p) # 0, per il teorema della
funzione implicita esistono z!, ..., 2™ tali che (f,z',...,2™) sono coordinate di M in un
intorno di p. Quindi esiste p funzione regolare positiva tale che = pdfA da'A... A da™.
Allora

Mty = in/j’|Mt0 = pzn(df/\ dxl ARRRWA dxm)|Mt0 -
= pin(df) A dz' A A da sy, — pdf Nig(dat AL A da™)|ag, =
= pin(df) A dzt AL A da"|as,, :,0|Vf|gdx1 AN dr™ |y,

dove abbiamo utilizzato che df| M, = 0. A questo punto integrando abbiamo la conclu-
sione. O

Consideriamo come prima applicazione del Teorema 9.5.1 (Formula di coarea) il
calcolo dei volumi delle sfere.

Consideriamo I'immersione S™ — R™™ = {(¢,z',...,2")} e siano py = S" N {t =
+1} € 8™ i due poli. Sia 7 : S™ — R la proiezione su t, allora dr # 0 se t # +1.

Abbiamo 71 (t) & Sf(z)l con r(t) = (1 —12)2, dove al pedice indichiamo il raggio della
sfera. Se ora # ¢ I'angolo fra 'asse t e 1,5, allora cosf = |p —p/| = (1 — tQ)%, dove p’ la
proiezione su {t} x {0}; percid |Va(p)| = (1 — t2)2.

Per il Teorema 9.5.1 (Formula di coarea) vale

1 1 1
1 n—2 n—2 1
Jn:2/ — ut:2an_1/ (1—t2)2dt:an_1/ (1—s) 72 s 2ds,
o V7| Ju, 0 0
da cui
QF(%)n—H
On = n+1
L)
Altre applicazioni includono:
1. Disuguaglianze ottimali di Sobolev, tipo [|u|™1 < C,, [|Vul.
2. Riarrangiamento sferico. Sia u : R — R e sia A, = {u > t}. Sia inoltre u,
radiale decrescente tale che |Af| = |A;| con A7 = {u* > t}. Questa procedura

serve a regolarizzare e conserva la normale L? e poi con la formula di coarea si puo

dimostrare per esempio che
/|Vu*\2 < /\Vuf.
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CAPITOLO 10
GRUPPI DI LIE

10.1. Gruppi e algebre di Lie

Definizione 10.1.1. Un gruppo topologico & un insieme con struttura sia di gruppo che
di spazio topologico tale che le operazioni di prodotto ed inverso siano continue.

Definizione 10.1.2. Un gruppo di Lie € un gruppo che ha una struttura di varieta
differenziabile (di classe C'*°) tale che il prodotto e l'inverso sono C'™.

Esempio. Sono gruppi di Lie (R",+), (S' C C,-), (C*,+), il toro (T, +), GL(n,R).

Proposizione 10.1.3. Sia G un gruppo topologico, allora la componente connessa K
contenente e = idg € un sottogruppo normale e chiuso di G. Se G ¢ di Lie, allora K é
un sottogruppo di Lie aperto.

Dimostrazione. Sia a € K, allora a 'K ¢ connesso poiché b — a~!b & un omeomorfismo.
Inoltre se e € a 'K, allora a ' K C K. Questo & vero per ogni a € K, quindi K 'K C K
e percio K ¢ un sottogruppo.

Sia ora b € G, allora bKb~! & connesso ed e € bKb~!, quindi bKb~! C K per ogni
b € G e percio K & normale. Inoltre K & chiuso essendo una componente connessa.

Se G e di Lie, allora e localmente connesso e quindi K & aperto. Percio K & una
sottovarieta e un sottogruppo e di conseguenza ha una struttura di gruppo di Lie. O

Definizione 10.1.4. Dati G gruppo di Lie ed a € G, definiamo le moltiplicazioni sinistra
e destra L,, R, : G — G per a come L,(b) = ab ed R,(b) = ba.

Le due funzioni L., R, sono diffeomorfismi con inverse L,-1 ed R,-1. In particolare
(La)s : ThG — TG e (Ry)s : TyG — TG sono isomorfismi per ogni b € G.

Definizione 10.1.5. Un campo X € x(G) e detto invariante a sinistra se (L)X = X
per ogni a € G.

Nota 10.1.6. Per avere 'invarianza a sinistra basta verificare che (L,).(X(e)) = X (a) per
ogni a € G.

Dato X, € T.G, esiste X € x(G) invariante a sinistra definito dalla formula precedente
tale che X (e) = X,.

Proposizione 10.1.7. Sia X un campo vettoriale (senza richieste di regolarita) inva-
riante a sinistra, allora X ¢ di classe C*.
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Capitolo 10. Gruppi di Lie

Dimostrazione. Basta verificare la regolarita in un intorno dell’identita. Sia (U, ¢) carta
di G tale che e € U e chiamiamo z le sue funzioni coordinate. Scegliamo V' C U che V
contiene e e tale che ab,a™'b € U per ogni a,b € V. Dato a € V, abbiamo

Poiché (a, b) — ab & C™, allora x'(ab) = z'(L,(b)) = f'(z'(a),...,x"(a),z'(b),...,z"(b))
con f* funzioni di classe C*°.
Ponendo X, = Y77, ¢/ 32|, abbiamo

Xi(a) = X.(a' o L) Zc’ oo Lo 1— o (n(a),a(e)),

quindi X? & C* e di conseguenza anche X. O

Corollario 10.1.8. Un gruppo di Lie G ha sempre fibrato tangente banale e quindi é
orientabile.

Dimostrazione. Sia Xi.,..., X, . base di T.G e siano Xj,..., X, estensioni degli ele-
menti della base a campi vettoriali invarianti a sinistra. Allora X, ..., X, sono ovunque
linearmente indipendenti e possiamo definire f : TG — G x R™ tale che f(>_ ' X;(a)) =

(a,c', ..., c"), che risulta un diffeomorfismo. O

Dalle proprieta del push-forward (L,).[X, Y| = [(La)«X, (Ly).Y |. In particolare,
se X, Y sono invarianti a sinistra, allora anche [ X, Y] & invariante a sinistra.
Dati X,Y € T,G, definiamo con X, Y le loro estensioni invarianti a sinistra. Definiamo

quindi un’operazione |-, -| su T.G tramite [ X, Y| := [5(, }7] (e).

Definizione 10.1.9. Il tangente 7.G con questa operazione ¢ detto algebra di Lie di G
ed ¢ indicato L(G) o g.

L’algebra di Lie di un gruppo di Lie ¢ finito dimensionale e soddisfa [ X, X] =0 e
l'identita di Jacobi [[ X, Y], Z]+[[Y, Z], X]+[[Z, X],Y]=0.

Definizione 10.1.10. Un’algebra di Lie ¢ detta commutativa se [ X, Y] = 0 per ogni
XY €eT.G.

Nota 10.1.11. L’algebra di Lie di (R™, +) ¢ commutativa.

Sia H un sottogruppo di Lie del gruppo di Lie G e sia ¢ : H — G linclusione.
Allora T, H si identifica con un sottospazio di T.G. Vediamo inoltre che T, H risulta una
sottoalgebra b di g, cioe T, H ¢ chiuso rispetto a |-, -].

Ogni X € T,H si estende a X € y(H) invariante a sinistra in H e a X € x(G)
invariante a sinistra in GG. Sia a € H e siano L, : H — H, La : G — @ le trasformazioni
a sinistra, allora f/a o1 =10 L, Quindi

1. X (@) = in(La)o X = (L) (,X) = X(a) ,

percio i, X = X in H. Dunque, se Y € T,H, allora [X, Y] () = i ([f(, f/]) (e), da
cui quanto cercato.
Vediamo ora che vale anche un viceversa, nella forma del seguente teorema.
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Teorema 10.1.12. Siano G un gruppo di Lie e b una sottoalgebra di g. Allora esiste
unico un sottogruppo di Lie H di G connesso tale che L(H) = b.

Dimostrazione. Dato a € G, sia A, il sottospazio di T,G generato dagli X (a) con X € b.
Poiché h e una sottoalgebra, A & una distribuzione integrabile per la Proposizione 4.2.4.
Sia H una varieta integrale massimale contenente e, la cui esistenza ci e garantita dal
Teorema 4.3.1 (Frobenius). Se b € G, allora (Lp).(As) = Ap. Quindi (Lp). lascia
invariante la distribuzione. Percio L, permuta le varieta integrali massimali di A.

Se b € H, L, porta H nella varieta integrale massimale contenente L;-1(b) = e; di
conseguenza L,-1H = H e percio H & un sottogruppo di G. Manca ora verificare che
(a,b) — ab e a — a~! sono operazioni C°°. Perd lo spazio tangente di H ¢ A, che ¢ di
classe C'*° poiché generata da campi vettoriali invarianti a sinistra e quindi C'*°. Come
prima si dimostra la regolarita delle funzioni coordinate di prodotti.

Tralasciamo la dimostrazione dell’unicita del sottogruppo. O

Nota 10.1.13. Una sottovarieta di un gruppo di Lie che ¢ anche un sottogruppo ¢ un
sottogruppo di Lie.

10.2. Omomorfismi fra gruppi di Lie

Siano G, H gruppi di Lie e ¢ : G — H un omomorfismo di classe C*°. Allora e definito
¢ T.G — T, H. .

Se X € T,G definiamo X come l'estensione in y(H) invariante a sinistra di ¢, X che
vale ¢, X in ey. Allora, poiché per ogni a € G vale ¢ o L, = Ly, © ¢, abbiamo

¢*X<a) - ¢*(La)*X = (Lfb(a))*gb*X = )%(gb(a))

con X € x(G) invariante a sinistra tale che X (e) = X.

Quindi ):(gb = ¢, X e percid (¢s)e = bs|T.c¢ : @ — b € un omomorfismo di algebra di
Lie, cio¢ una mappa lineare che soddisfa (¢.)e [ X, Y| = [(¢x)eX, (04)eY ;.

Teorema 10.2.1. Siano G, H gruppi di Lie e ® : g — b un omomorfismo di algebre di
Lie. Allora esiste U intorno di e in G e una mappa ¢ : U — H di classe C* tale che
¢(ab) = ¢(a)p(b) per ogni a,b € U con ab € U e tale che (¢pi). X = PX per ogni X € g.
Inoltre, se esistono ¢, : G — H omomorfismi C™ tali che (¢i)e = (Vi)e = P € se G ¢
connesso, allora ¢ = 1.

Dimostrazione. Sia f C g x b l'insieme f = {(X,®(X)) : X € g}. Dato che ® & un
omomorfismo di algebre di Lie, allora § € una sottoalgebra di g x h = L(G x H). Quindi
esiste K sottogruppo di Lie di G x H tale che L(K) = f. Siam : Gx H — G la proiezione
sul primo fattore e w = 71|, alloraw : K — G & un omomorfismo. Dato X € g, abbiamo
w«(X, (X)) = X, quindi w, : T(¢) K — T.G ¢ un isomorfismo. Percio esiste V' intorno
di (e,e) € K tale che w mappa V diffeomorficamente su U intorno di e € G.

Se my : G x H — H ¢ la proiezione su H, definiamo ¢ := m ow™! su U. Quindi
¢ realizza la prima condizione. Per la seconda, sia X € g, abbiamo w, (X, ®(X)) = X,
allora ¢, X = (m2)(X, (X)) = ®(X).

Dati ¢,v : G — H omomorfismi, definiamo 0 : G — G x H iniettivo come 6(a) =
(a,(a)). L’immagine G’ di 6 ¢ un sottogruppo di Lie di G x H e dato X € g vale
0.(X) = (X,®(X)), allora L(G") = f, percio G’ = K e di conseguenza ¢(a) = ¢(a) per
ogni a € G. ]
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Corollario 10.2.2. Se due gruppi di Lie hanno algebre di Lie isomorfe, allora sono
localmente isomorfi (in un intorno dell’identita).

Dimostrazione. Dato ® : g — b isomorfismo, sia ¢ la mappa data dal Teorema 10.2.1
Questa soddisfa (¢,). = ® isomorfismo, quindi ¢ & un diffeomorfismo in un intorno di
e €. m

Corollario 10.2.3. Sia G un gruppo di Lie connesso con algebra di Lie commutativa,
allora G ¢é abeliano.

Dimostrazione. Per il Corollario 10.2.2, G e localmente isomorfo ad R™ e quindi e com-
mutativo in un intorno di e € G. Si vede che, dalla connessione, ogni intorno U di e
genera (G tramite le operazioni di gruppo; percio anche G ¢ abeliano. [

Definizione 10.2.4. Sia GG un gruppo di Lie, allora un omomorfismo ¢ : R — G di classe
C* e detto un sottogruppo ad un parametro di G.

Corollario 10.2.5. Per ogni X € T.G, esiste un unico sottogruppo ad un parametro
¢: R — G tale che L|—o = X.

Dimostrazione. Sia f : G — Rese ¢ : R — G € un omomorfismo C'*° tale che %hzo =X,
abbiamo che

0 FOEE ) = FO0) _ 60600 — F(6(0) _
dt " hSoo h  hSoo h -
= L (Fo Loy 0 65Dleco = (L) lucoll) = (L) X)) = X(60)(1).

Quindi se esiste un tale omomorfismo ¢, deve essere una curva integrale di X (estensione
di X a @), abbiamo quindi I'unicita.

Viceversa, sia ¢ : R — G una curva integrale di X e consideriamo, fissato s, la mappa
t > o(s) - 4(t). Questa & una curva integrale di X che passa per ¢(s) al tempo 0. Perd
la cosa vale anche per ¢(- + s), percio ¢(t + s) = ¢(s)¢(t) per unicita. Di conseguenza ¢
e il sottogruppo ad un parametro cercato. ]

Nota 10.2.6. Le curve integrali esistono localmente, ma usando le proprieta di gruppo si
puo mostrare l'esistenza globale.

Definizione 10.2.7. Siano G un gruppo di Lie, X € T.G e ¢ definita come sopra (cioe
%\tzo = X). Definiamo la mappa esponenziale exp : g — G tramite exp(X) = ¢(1).

Nota 10.2.8. Questa mappa soddisfa exp((t; +t2)X) = exp(t1.X) exp(t2X) e exp(—tX) =
exp(tX)~L.

Proposizione 10.2.9. La mappa exp : g — G ¢ di classe C*° e 0 é un punto regolare,
cioé esiste U intorno di 0 in T,G tale che exp |y ¢ un diffeomorfismo su un intorno di
ee(.

Inoltre, se ¢p : G — H & un omomorfismo C*, allora exp oy, = 1) o exp.

Dimostrazione. Dati X € T.G e a € G, consideriamo T{x 4)(T.G x G) che si identifica con
T.G x T,G. Definiamo un campo vettoriale Y € x(T.G x G) tramite Y (X, a) = 0 X (a).
Allora Y genera un flusso o : R x (T.G x G) — T.G x G di classe C*°. Si ha che exp X
e la proiezione su G di «(1,0 @ X), quindi exp & di classe C°.
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Dato v € To(T.G), questo si identifica con un vettore in 7,.G e la curva c(t) = tv
(in T.G) ha vettore tangente v in 0. Quindi (exp,)o(v) = GleL| 1=0 = ¥ exp(tv)|i=o,
percio (exp,)o ¢ l'identita e di conseguenza exp ¢ un diffeomorfismo in un intorno di
0eT.G.

Sia ¢ : G — H un omomorfismo e sia ¢ : R — G omomorfismo tale che %h:o =X €
g. Allora 1) o ¢ € un omomorfismo e

o= . (g7 ) = X

Quindi exp(1. X) = (¥ 0 ¢)(1) = ¢(6(1)) = Y (exp(X)). O

Corollario 10.2.10. Ogni omomorfismo iniettivo ¢ : G — H di classe C'™ é un’immer-
stone fra varieta. In particolare ['tmmagine e un sottogruppo di Lie di H.

Dimostrazione. Per assurdo supponiamo che ¢, X (p) = 0 per qualche X € g, allora
¢+ X = 0. Di conseguenza, per la Proposizione 10.2.9, abbiamo ¢(exp(X)) = exp(¢.X) =
exp(0) = e, che contraddice I'iniettivita. O

Corollario 10.2.11. Ogni omomorfismo continuo tra gruppi di Lie é di classe C°.

10.3. Forme invarianti

Definizione 10.3.1. Una forma w su G gruppo di Lie e detta invariante a sinistra se
soddisfa (L,)*w = w per ogni a € G, cioe w(b) = (L,)*(w(ab)).

Forme di questo tipo sono determinate dal loro valore nell’identita.

Se w!,...,w" sono 1-forme invarianti a sinistra e tali che w'(e),...,w"(e) generano
TG, allora ogni k-forma w invariante a sinistra si scrive come ) | WA Aw'
con coefficienti a;, ;, costanti.

Sia w invariante a sinistra, allora (L,)* dw = d((L,)*w) = dw. Quindi dw & anch’essa
invariante a sinistra. Inoltre se w & una I-forma invariante a sinistra e X,Y € x(G)
sono campi vettoriali invarianti a sinistra, allora le funzioni w(X),w(Y") sono invarianti a
sinistra e quindi costanti (perché G & connesso). Sfruttando quanto appena detto e la Pro-

posizione 8.6.5, abbiamo dunque che dw(X,Y) = X(w(Y)) — Y (w(X)) — w( [f(, }7]) =
—u( [X f/]), otteniamo quindi dw(e)(X,Y) = —w(e)([ X, Y)).

Siano w'(e),...,w"(e ) come sopra e consideriamo una base duale X3,..., X, di T.G.
Esistono delle costanti ¢f; tali che [X;, X;] = 37/, ¢f;X). Questo implica anche che

[Xiv Xj] =2kt Cink‘

1<y, Finoipy W

Definizione 10.3.2. I coefficienti cfj sono detti costanti di struttura di G rispetto alla
base Xi,...,X,.

Grazie all’antisimmetria della parentesi di Lie e Jacobi dati dalla Proposizione 3.2.1,
le costanti di struttura rispettano:

k k .
«Q l _
2. Za 1 Czjcak kzcon + Cri€ (%] =0.
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Inoltre, per quanto detto prima, abbiamo dw” = — Dic Wt Awl = —3 > ' Awl.,

Teorema 10.3.3. Sia G gruppo di Lie con base di 1-forme invarianti a sinistraw', ..., w"

e costanti di struttura cfj Sia M™ una varieta differenziabile con 1-forme 6,... 0"
linearmente indipendenti tali che doF = — ZK]. cfj@i NG, Allora per ogni p € M esiste

U intorno dip ed f: U — G diffeomorfismo tale che 0 = f*w'.

Dimostrazione. Siano m; : M x G — M, G le proiezioni sui fattori e siano % = 730* e
Wk = miwk. Allora
d(0F — ") = =D (0 ANP] — (@ Aal]) == KA B - &)+ (0 — ') A&
i<j i<y
(10.3.1)

Consideriamo la distribuzione in M x G (che si dimostra avere dimensione n) ge-
nerata da tutti i campi vettoriali che sono annullati da ogni 6% — @*. Vediamo che
I'Equazione (10.3.1), ci da l'integrabilita di questa distribuzione.

Infatti, siano X,Y campi nella distribuzione, allora

(0F — &)X, Y]) = —d(0 —&")(X,Y) + X((6F - 2*)(Y)) - Y((6" - *)(X)) =
= —d(f" — ") (X,Y) =0,

dove 'ultima uguaglianza ¢ data proprio dall’Equazione (10.3.1). Questo ci dice proprio
che se X,Y stanno nella distribuzione, anche [ X, Y| appartiene a tale distribuzione.
Quindi, per il Teorema 4.3.1 (Frobenius), dato a € G troviamo una varieta integrale T’
che passa per (p,a).

Le forme 6%, ..., 6™ &', ... ,@" sono linearmente indipendenti in M x G, quindi sia

g',...,0" che @',..., " sono linearmente indipendenti su I'. Di conseguenza m : I' — M
e my : ' = G sono diffeomorfismi locali e percio I' ¢ il grafico di un diffeomorfismo f da
U in un intorno di a in G. Sia f : U — M x G tale che f(q) = (¢, f(q)) C . Visto che
(0% — GM)|p = 0, allora 0 = f*(6F — @) = far0F — frriwk = (my 0 f)*6F — (my0 f)wh =
oF — fruwk. O
Esercizio 10.3.4. Mostrare che il fibrato tangente TG di G gruppo di Lie ammette
struttura di gruppo di Lie.

Esercizio 10.3.5. Siano X,Y € T.G tali che [ X, Y| =0. Mostrare che
1. exp(sX)exp(tY) = exp(tY) exp(sX);

2. exp(X +Y)=expXexpY.
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