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Sommario

Queste pagine raccolgono gli esercizi che ho svolto per il corso di “Ultrafiltri e
Metodi Non Standard” del professor Mauro Di Nasso. Gli esercizi sono raggruppati
cronologicamente e per argomento.
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1 Compattezza per aperti e per ultrafiltri

Definizione 1.1. Fissato (X, 7) uno spazio topologico, diremo che & compatto per ultra-
filtri se, per ogni successione (z;);cr ed ogni ultrafiltro ¢ sul medesimo insieme di indici,
la successione ammette -limite.

Proposizione 1.2 (Equivalenza delle compattezze). Per uno spazio topologico arbitrario
(X, T) sono equivalenti la compattezza per aperti e la compattezza per ultrafiltri.

Dimostrazione. Mostriamo che entrambi i tipi di compattezza implicano 1’altra con ra-
gionamenti per assurdo.

Assumiamo per assurdo che (X, 7) sia compatto per aperti ma non per ultrafiltri. Al-
lora esiste una successione (x;);c; ed un ultrafiltro U tale che la successione non ammette
U-limite. Cio vuol dire che ogni punto z € X non ¢ punto di U-convergenza e percio
ammette un intorno aperto A, € 7 tale che

L={iel:xz;c A} ¢U. (1.1)

1



A questo punto ¢ evidente che (A,).cx € un ricoprimento aperto dello spazio e percio,
per ipotesi, ammette un sottoricoprimento finito A, , A,,,..., A,,. Ma allora ¢ evidente
che

I,ul,JU---Ul, ={iel:z;eA,, U---UA, =X}=1eclU

e quindi, per una delle caratterizzazioni degli ultrafiltri, almeno uno degli insiemi di indici
I,... 1, appartiene ad U e cio mostra I'assurdo vista I'Equazione (1.1).

Per la seconda implicazione assumiamo per assurdo che (X, 7) sia compatto per ul-
trafiltri ma non per aperti. Allora esiste (A;);c; un ricoprimento aperto di X che non
ammette sottoricoprimenti finiti. Per trovare I'assurdo ora costruiremo adeguatamente
una successione ed un ultrafiltro. E interessante notare che I'ultrafiltro che andremo a
costruire dipende solo dall’insieme di indici I e non dal particolare ricoprimento o dallo
spazio in questione.

Indicando con FS(7) l'insieme delle parti finite di 7, per ogni P € FS(I) definiamo

Jp={Q€FS(I): PCQ} . (1.2)

E evidente dalla definizione che Jp non & mai uguale all’insieme vuoto e che inoltre
Jp N Jpr = Jpyp. Allora ha senso chiamare F il filtro generato dai Jp al variare di P
nelle parti finite!. Sia ora U un qualunque ultrafiltro che estende il filtro F.

Costruito I'ultrafiltro che ci servira ci occupiamo ora di trovare la successione adatta.
Non esistendo un sottoricoprimento finito del ricoprimento (A;);cr, per ogni P € FS(I)
Iinsieme X\ J,cp A; non & vuoto. Percio, per I'assioma della scelta, esiste una successione
(p)pers(r) indicizzata dalle parti finite tale che

VP eFS(I):xp & | J A

ieP

Per trovare I'assurdo imponiamo che la successione appena definita converga, sull’ul-
trafiltro U costruito in precedenza, al punto x. Di certo esiste ¢ € I tale che x € A; e
quindi, per definizione di convergenza, risulta

T={PecFSU):zpecA}eld.

Ma l'insieme Jg;y, come definito nell’Equazione (1.2), appartiene ad U per costruzione
e di conseguenza Jy;y N'T # (). Perd se P appartiene a quest’ultima intersezione, si ha
1 € Pequindi zp € A;, ma questo e assurdo visto che P € T.. n

Teorema 1.3 (Tychonoff). Data una successione (Xs)ses arbitraria di spazi topologici

compatti, l'insieme X = [],.q Xi munito della topologia prodotto® ¢ anch’esso compatto.

Dimostrazione. In virtu della Proposizione 1.2 (Equivalenza delle compattezze), ¢ suffi-
ciente verificare che se tutti gli X; sono compatti per ultrafiltri allora anche il prodotto
lo &. Scegliamo quindi una successione (x;);c; a valori nel prodotto X ed un generico
ultrafiltro U sull’insieme di indici /. Indichiamo con z;, la proiezione su X, dell’elemento
x;. Per ipotesi, per ogni s € S, esiste z; tale che la la successione (z;s);cr converge,
sull’ultrafiltro U, a z,.

'Quindi F contiene tutti i Jp e i loro sovrainsiemi.

2Con topologia prodotto indichiamo la topologia meno fine che rende le proiezioni continue. Tale
topologia ammette come base I'insieme formato dai prodotti di aperti tali che tutti gli aperti, tranne un
numero finito, consistono dell’intero spazio.



Verifichiamo ora, concludendo la dimostrazione, che la successione (z;);c; converge,
sull'ultrafiltro U, all’elemento z = (25)ses. Essendo U chiuso per sovrainsiemi, ¢ sufficiente
verificare la convergenza solo sugli elementi della base della topologia di X che contengono
z. Sia quindi A = Hse ¢ As un elemento della base che contiene z e tale che A, # X, solo
per s € {s1,...,5,}. A questo punto ¢ evidente l'identita insiemistica

n
{iGI:xieA}:ﬂ{iEI:miskEAk},
k=1
da cui segue, visto che ognuno degli insiemi che stiamo intersecando appartiene ad U per
I'ipotesi di compattezza degli X, che {i € [ : x; € A} € U e questa & proprio la proprieta
di convergenza cercata. 0

2 Prodotto tensoriale

Parlando di un sottoinsieme A di un prodotto finito di insiemi I; X Iy x --- x I,,, con la

notazione A;,;,..;, indicheremo la sezione, cioe

Ai1i2~~~ik = {(ik+1, c. ,Zn) € [y X - X Iy (il,. N T YT DA ,Zn> S A} .

Inoltre dato A C I x J, ed un ultrafiltro V su J (che sara implicito quando verra usata
questa notazione), indicheremo con A I'insieme

{’LG]AZGV}

Definizione 2.1. Dati due ultrafiltri ¢4 e V sugli insiemi di indici I e J, definiamo il
prodotto tensore tra i due qltraﬁltri, denotato da U ® V, come l'insieme che contiene
tutti gli A C I x J tali che A € U.

Proposizione 2.2. Il prodotto tensore tra ultrafiltri ¢ un ultrafiltro sul prodotto degli
imsiems di indici.

Dimostrazione. Siano U,V due ultrafiltri sugli insiemi 7, J. Verifichiamo che il prodotto
tensore rispetta tutte le proprieta di un ultrafiltro. E banale notare che () CURYV.

Siano A, B generici sottoinsiemi di I x J. Verifichiamo la proprieta di sovrainsieme e
dell’intersezioni su questi due insiemi.

Se A C B. Allora, essendo V un filtro, e evidente che ACBe percid se A € U allora
anche B € U , quindi se A € U ® V allora anche B € U ® V e cio equivale alla chiusura
per sovrainsiemi.

Sfruttando il fatto che V' ¢ un filtro, e facile ricavare la catena d’uguaglianze

ANB={iel:(ANB),eV}={iel: 4NB; eV} =
—{iel: A €VAB eV}=ANB,

da cui e banale ricavare che se A, BeU ®V allora ANBeUR®V.
Abbiamo mostrato che « ® V e un filtro e finora abbiamo sfruttato le sole proprieta di
filtro di U e V3. Per concludere verifichiamo che se A € U®V allora A° € URYV, ottenendo

cosi la massimalita di Y ® V. Per le proprieta di ultrafiltro di V, vale A¢ = (A)€ e quindi,
essendo U un ultrafiltro, dall'ipotesi A ¢ U deduciamo A¢ € U come sperato. m

3Da questo si deduce che il prodotto tensore & un’operazione interessante anche tra filtri, ma noi ci
interessiamo unicamente agli ultrafiltri.



Proposizione 2.3 (Associativita). Il prodotto tensore tra ultrafiltri é un’operazione as-
sociativa.

Dimostrazione. Siano U, V, VW ultrafiltri rispettivamente su I, J, K. Esplicitiamo la legge
di appartenenza ald @ (V @ W)

AcUR(VRIW) — {iel: A, eVWtel
— {iel:{jeJ: A eWteV}iel

e la legge di appartenenza a (U @ V) @ W

AcURV)OW = {(1,j) eI x T A eWeURYV
— {iel:{jeJ A eWteV}lel.

Poiche l'ultima equivalenza delle due appartenenze coincide, deduciamo che A € U ®
(VW) seesolose A€ (U®V)®W e quindi che tali insiemi sono uguali. O

Nota 2.4 (Non commutativita). Dati due ultrafiltri distinti U,V sul medesimo insieme 1,
gli insiemi 4 ® V e V ® U sono distinti.

Dimostrazione. A meno di scambiare U e V, possiamo assumere che esista A C [ appar-
tenente a &/ ma non a V. Ne segue che di certo A° € V. Consideriamo allora l'insieme
A x Ac. Tale insieme appartiene, per la definizione stessa di prodotto tensore, a U ® V
e altrettanto facilmente non appartiene a ¥V ® U, mostrando cosi che tali insiemi sono
distinti. O

Teorema 2.5. Fissato un ultrafiltro non principale U su N ed un intero positivo k € N,
sia A C N¥ un insieme appartenente all’ultrafiltro Y @ --- @U, dove il prodotto tensore &
fatto k volte. Allora esiste una successione crescente di numeri naturali (hy)nen tale che,
per ogni scelta di k numeri naturali ny < ng < --- < ng, vale (hyp,,..., h, ) € A.

Dimostrazione. Dato un generico B C N™ con la notazione B intenderemo sempre un
sottoinsieme di N, cioe B sara visto come un sottoinsieme di N x N”~! e su N™~! con-
sidereremo 'ultrafiltro U ® --- ® U, con il prodotto tensore fatto m volte, per definire
Ioperatore cappuccio. Questa precisazione € necessaria perché altrimenti la definizione
dell’operatore cappuccio risulta ambigua nei prodotti tra piu di due insiemi.

Costruiamo ricorsivamente una successione di interi (h,),en ed una famiglia (7},)nen
di sottoinsiemi di N che rispettino le seguenti proprieta:

hd hn < hn—l—la

hn € Tnflu

T, €U,

o T,=An| () 4w NN N Ao, |00 () Anyen

i1 i o ip i C
0<ii<n 0<i1 < <ig_2<n 0<i1 < <lp—1<n



Iniziamo scegliendo arbitrariamente h; € Ae ponendo Ty = A. E chiaro tale scelta
rispetta tutte le richieste.

Assumiamo di essere riusciti a costruire hq, ..., h,_1eT},...,T,_1 in modo che rispet-
tino tutte le richieste. Visto che T,_; € U per ipotesi induttiva, T, _; ¢ in particolare un
insieme infinito e quindi possiamo scegliere h,, in T},_; che sia maggiore di h,,_;. Definendo
T,, come imposto dalla quarta richiesta, resta solo da dimostrare che T}, € U.

Essendo T, definito come un’intersezione finita di insiemi, mostrare che 7}, appartiene
ad U ¢ equivalente a dimostrare che tutti gli insiemi di cui e l'intersezione appartengono
ad U. Ma gli insiemi che intersecati danno 7;, o sono presenti anche nell’intersezione che
definisce T,,_1, e quindi appartengono ad U per ipotesi induttiva, oppure sono della forma

o —

Ahil"'hz’m h, Oppure senza il cappuccio se m = k — 2. Vogliamo percio dimostrare che gli
insiemi di questo tipo appartengono ad U.

Fissiamo m < k—1e i < ip < --- < 1, < n. Visto che h, € T, 1, allora
hn € Ap,, -h,, € quindi, per la definizione dell’operatore cappuccio, deve valere

A i EUR - U (2.1)

dove il prodotto tensore e fatto k —1—m volte. Se m = k—2 abbiamo gia concluso perché
I'Equazione (2.1), visto che il prodotto tensore e fatto 0 volte, & proprio I'appartenenza
cercata. Se invece m < k — 2, ’'Equazione (2.1) implica, per la definizione dell’operatore
cappuccio, che Ahl/h\m n, € U e cio conclude.

Ora rimane da verificare che la successione (h,,)nen appena costruita rispetti le richie-
ste dell’enunciato. Scelti n; < --- < ng, per costruzione h,, € Ahnl--hn e cio equivale

k—1
ad affermare che (hy,, ..., hy,) € A, cioe la richiesta iniziale. O

3 Regolarita per partizioni

Definizione 3.1. Sia F una famiglia di sottoinsiemi di X chiusa per sovrainsiemi.

Diremo che la famiglia F ¢ regolare (per partizioni) su Y C X se per ogni partizione
Y =C,U---UC(C, esiste un indice 7 tale che C; € F.

Inoltre la famiglia F ¢ detta fortemente regolare (per partizioni) se & regolare su ogni
insieme Y € F.

Infine la famiglia F ¢ debolmente regolare (per partizioni) se € regolare su X.

Definizione 3.2. Fissata F una famiglia di sottoinsiemi di X chiusa per sovrainsiemi e
debolmente regolare, definiamo la sua chiusura regolare F come

F={Y CX:Feéregolaresu Y} .

Lemma 3.3. Fissata F una famiglia di sottoinsiems di X chiusa per sovrainsiemi e de-
bolmente regolare, la chiusura regolare F € una sottofamiglia di F chiusa per sovrainsiemi
e fortemente regolare.

Dimostrazione. 11 contenimento F C F & ovvio poiche basta notare che se F' € F allora
la partizione banale di F' (con il solo insieme F') deve avere un elemento contenuto in F
e quindi F' € F.

Per mostrare che F & chiusa per sovrainsiemi, fissiamo E O F € F ed una partizione
E=CiU---UC,. Allora F = (CiNF)U---U(C,NF) ¢ una partizione di F' e percio



esiste ¢ tale che C;NF € F. Ma F e chiusa per sovrainsiemi e quindi C; € F. Considerata
Iarbitrarieta della scelta della partizione di F/, cio dimostra che F e regolare su E e cioe
EeF , da cui si deduce la chiusura per sovrainsiemi di F.

Resta ora da verificare che F sia fortemente regolare. Se per assurdo F non fosse
fortemente regolare, esisterebbe F' € F ed una partizione F = C; U --- U C, tale che
C; ¢ F per ogni 7. Allora F non sarebbe regolare su C; e percio avremmo una partizione
C; = D} U---U D tale che Dg ¢ F per ogni j. Questo mostra ’assurdo poiché la
partizione F' = J,; D! sarebbe tale che nessuno dei suoi elementi appartiene a F e cio

negherebbe 'appartenenza di F' a F. O
Nota 3.4. Vale F = F se e solo se F ¢ fortemente regolare.

Proposizione 3.5. Ogni famiglia F di sottoinsiemi di X chiusa per sovrainsiemi e
debolmente regolare contiene un ultrafiltro.

Dimostrazione. L’idea ¢ considerare una sottofamiglia “minimale” che continui ad essere
chiusa per sovrainsiemi e debolmente regolare. Per assicurare l'esistenza di una tale
sottofamiglia “minimale” sfrutteremo il lemma di Zorn e poi, basandoci sulla minimalita,
mostreremo che abbiamo trovato proprio un ultrafiltro.

Consideriamo la famiglia .# delle sottofamiglie di F chiuse per sovrainsiemi e debol-
mente regolari. Ovviamente F € .%. Su tale famiglia poniamo I'ordinamento dell’inclu-
sione.

Fissata una catena {G; : i € I} di insiemi in %, definiamo G = N;¢;G;. E evidente
che G C F e che G ¢ chiuso per sovrainsiemi, poiché e intersezione di famiglie chiuse per
sovrainsiemi. Assumendo per assurdo che G non sia debolmente regolare si trova una
partizione X = C; U ---UC, tale che C; € G per ogni i. Pero, per definizione di catena,
esiste un G, tale C; € G per ogni i e cio € assurdo visto che G € debolmente regolare.
Unendo quanto detto si ricava che G € .% e quindi la catena considerata ammette G come
minorante.

Visto che abbiamo verificato che ogni catena ha un minorante, per il lemma di Zorn,
esiste U € % minimale rispetto all'inclusione. Nell’ordine dimostreremo che U ¢ forte-
mente regolare, che non puo accadere che sia un insieme sia il suo complementare stiano
in U ed infine che U e un ultrafiltro.

Innanzitutto U e fortemente regolare, altrimenti la famiglia U , in virtu del Lemma 3.3,
sarebbe strettamente contenuta in U violandone la minimalita.

Assumiamo per assurdo che esista A C X non vuoto tale che A, A € U e definiamo

allora U’ come
U ={FelU:FnA#D}.

E ovvio che U’ & chiuso per sovrainsiemi, che e una sottofamiglia di F e che e strettamente
contenuta in U. Per mostrare che U’ & debolmente regolare, data una generica partizione
X =C1U---UC,, consideriamo la partizione A = (C; N A)U--- (C, N A) (scartando gli
insiemi che risultano vuoti dopo l'intersezione). Visto che A € U e che U & fortemente
regolare ne deduciamo che esiste ¢ tale che C; N A € U. Ma allora, per definizione di U’,
di certo C;NA € U’ e, visto che U’ ¢ chiuso per sovrainsiemi, ne segue C; € U’ mostrando
che U’ ¢ debolmente regolare come cercato. Unendo quanto detto e evidente che U € .F#
e che U' C U e cio mostra I'assurdo.

Se dimostriamo che U & un ultrafiltro abbiamo concluso. Ovviamente U & chiuso per
sovrainsiemi. Dato A C X, se A € U, considerando la partizione X = AU A€ ed essendo



U debolmente regolare, si deduce A € U. Per mostrare che e un ultrafiltro resta solo
da verificare che e chiuso per intersezioni. Dati A, B € U, consideriamo la partizione
X=(ANB)U(A“NB)U (AN B°) U (AN B°). Visto che U ¢ debolmente regolare,
almeno uno degli elementi della partizione deve appartenere ad . Ma, per quanto detto
in precedenza, vale A, B¢ € U e cio, unito alla chiusura di U per sovrainsiemi, implica
che I'unica possibilita sia proprio AN B € U. O

Teorema 3.6 (Equivalenza della debole regolarita). Fissata una famiglia F di sottoin-
siemi di X chiusa per sovrainsiemi, la famiglia F e debolmente regolare se e solo se
contiene un ultrafiltro.

Dimostrazione. Una freccia dell’equivalenza e il contenuto della Proposizione 3.5. La
freccia opposta € banale notando che un ultrafiltro & debolmente (ma anche fortemente)
regolare e che la debole regolarita si mantiene passando ad una famiglia pit grande. [J

Teorema 3.7 (Equivalenza della forte regolarita). Fissata una famiglia F di sottoinsiemi
di X chiusa per sovrainsiemsi, la famiglia F e fortemente regolare se e solo se é un’unione
di ultrafiltri.

Dimostrazione. Se F € un’unione di ultrafiltri, scegliamo arbitrariamente F' € F e una
sua partizione F' = C7; U ---UC,. Allora esiste un ultrafiltro 4 C F tale che F' € U e
quindi, per le proprieta di ultrafiltro, esiste un indice ¢ tale che C; € U. Questo implica
C; € F e cio mostra che F e fortemente regolare.

Per I'implicazione opposta sia F fortemente regolare. Dato F' € F vogliamo mostrare
che esiste un ultrafiltro contenuto in F che contiene F', cio ¢ ovviamente sufficiente a
dedurne che F & un’unione di ultrafiltri. Definiamo Fr la sottofamiglia di F contenente
solo gli insiemi contenuti in F'. Considerando Fr come una famiglia di sottoinsiemi di F', e
banale verificare che dall’ipotesi di forte regolarita di F segue che Fr ¢ debolmente (anche
fortemente) regolare. Allora per il Teorema 3.6 (Equivalenza della debole regolarita) esiste
un ultrafiltro Ur su F contenuto in Fr. Notiamo innanzitutto che F' € Ur. A questo
punto estendiamo Up ad un ultrafiltro ¢ su tutto X definito come

U={A e X : A contiene un elemento di Up} .

Il fatto che U sia esso stesso un ultrafiltro su X ¢ una facile verifica usando che Ur lo ¢ su
F'. Visto che F & chiusa per sovrainsiemi, valgono i contenimenti Ur C U C F e percio
I'ultrafiltro U rispetta tutte le richieste. O

4 Insiemi interni di *N

In queste note il modello scelto per gli ipernaturali ¢ NY /if dove U & un ultrafiltro fissato.

Enunciamo senza dimostrazione il seguente lemma, che, pur essendo quasi tautologico,
e piuttosto tedioso da mostrare in dettaglio. L’idea per dimostrarlo e sfruttare risultati
analoghi riguardanti le proprieta di iniettivita e suriettivita.

Lemma 4.1. Siano A = [(A,)], B = [(B,)] due insiemi interni di *N. Allora una
funzione interna f = [(fn)] : A = B é una bigezione se e solo se le funzioni f, : A, — B,
sono bigettive quasi ovunque (cioe l'insieme degli n per cui sono bigettive appartiene ad

u).



Proposizione 4.2. Sia A C *N un insieme interno degli ipernaturali, allora esiste una
bigezione interna tra A e *N se e solo se A ¢ iperinfinito.

Dimostrazione. Sia (A,)nen € N una successione di insiemi appartenente alla classe
d’equivalenza di successioni che definisce A*.

Mostriamo innanzitutto che se A € iperinfinito allora esiste una bigezione interna tra
A e *N. Se A ¢ iperinfinito allora per quasi ogni n € N l'insieme A,, ¢ infinito, e quindi
esiste una bigezione f, : A,, — N per quasi ogni N. Quindi la funzione f = [(f,)]° risulta
essere una bigezione tra A ed *N per il Lemma 4.1.

Viceversa assumiamo che esista una bigezione interna f = [(f,,)] tra *N e A e mostria-
mo che A ¢ iperinfinito. Essendo f una bigezione, ancora applicando il Lemma 4.1, per
quasi ogni n € N la funzione f,, : A, — N & bigettiva e percio I'insieme A,, ¢ infinito. Ma
cio equivale ad affermare che I'insieme interno A e iperinfinito, come cercato. O

Teorema 4.3 (Saturazione numerabile). Sia (A,)y € *N wuna successione di insiemi
interni con la proprieta dell’intersezione finita, allora l'intersezione (), ey An € non vuota.

Dimostrazione. Mostriamo la tesi costruendo, con I'assioma della scelta, un ipernaturale
che appartiene all'intersezione degli A,,.

Sia (Apm)men € N una successione di insiemi appartenente alla classe d’equivalenza
di successioni che definisce A,,. Senza perdita di generalita possiamo assumere che tutti
gli insiemi del tipo A siano non vuoti, infatti sono non vuoti quasi ovunque (nel senso
della misura indotta da U) poiché A; ¢ non vuoto e cambiare gli insiemi su un insieme
di indici trascurabile non cambia A;.

Chiamiamo N, il pitt grande segmento iniziale di N tale che valga

neNy

Per l'ipotesi aggiuntiva fatta sugli Ay, 'insieme N; non € mai vuoto.
A questo punto, con l'assioma della scelta, costruiamo una successione (ay)gen tale
che per ogni k£ € N valga

ap € ﬂ Ank-

neNg

Mostriamo ora che 'ipernaturale a = [(a)] appartiene ad ogni A,,, concludendo cosi
la dimostrazione. Fissato ng, dal fatto che se ny € Ny allora aj, € A,k, ¢ facile dedurre
la catena di implicazioni

{keN:ngeNy}eld = {keN:iag,e Ay} €U <= a€A,,,

percio e sufficiente mostrare la prima appartenenza per avere la tesi. Inoltre, per defini-
zione di Ny, risulta vera l'equivalenza

nOGNk < ﬂAnk#Q)

n=1

4Stiamo solo esplicitando cosa vuol dire essere un insieme interno.
5In realtd le f,, sono definite per quasi ogni n, ma cio & sufficiente a definire f.



e quindi, per concludere, e sufficiente dimostrare

{keN:ﬁAnk#ﬁ}eu.

n=1

Tale condizione ¢ perd equivalente ad affermare che l'intersezione ()'°, A,, & non vuota e
cio ci e assicurato dal fatto che gli A, hanno la proprieta dell’intersezione finita. O

5 Ultrafiltri selettivi

Teorema 5.1 (Equivalenze dei selettivi). Dato un ultrafiltro U non principale su N, sono
equivalenty le sequenti proposizioni:

(1) L’ultrafiltro U e minimale tra i non principali rispetto all’ordinamento di Rudin-
Keisler.

(2) Per ogni partizione | |,.y Ai = N tale che A; @ U per ogni i € N, esiste X € U tale
che X N A; contiene alpitu, un elemento per ogni i.

(8) Per ogni funzione f: N — N, esiste X € U tale che f [x € iniettiva o costante.

(4) Ogni funzione f : N — N é U-equivalente ad una funzione costante o ad una
funzione bigettiva.

(5) Ogni funzione f: N — N é U-equivalente ad una funzione non decrescente.

(6) Per ogni infinitesimo ¢ € RY/U, esiste una funzione f : N — R monotona
infinitesima tale che [f] = e.

(7) Per ogni funzione f : N — N, esiste X € U tale che f [x ¢é strettamente crescente
o costante.

(8) Per ogni 2-colorazione® di [N]?, esiste X € U tale che [X]|* ¢ monocromatico.

Dimostrazione. Mostriamo tutte le equivalenze secondo questo schema: iniziamo con
I'equivalenza di (2), (3), (4), passiamo poi all’equivalenza tra (1) e (4), concludiamo
infine con la seguente catena di implicazioni (2) = (8) = (7) = (6) = (5) = (3).

(2) = (3) Data la funzione f : N — N, costruiamo la partizione formata dagli A; =
{n : f(n) = i}. Se esiste i tale che A; € U, di certo f [4, € costante e la tesi &
mostrata, altrimenti di certo abbiamo un insieme X € U tale che seleziona alpiu
un elemento da ogni A;. Cio pero equivale ad affermare che f [y sia iniettiva.

(3) = (4) Data una funzione f : N — N, se esiste X € U tale che f [x & costante,
allora banalmente f e U-equivalente ad una funzione costante. Altrimenti troviamo
X € U tale che f [x sia iniettiva.

Visto che U € non principale, 'insieme X ¢ numerabile e percio esistono Y, Z disgiun-
ti e numerabili anch’essi tali che X =Y LU Z. A questo punto possiamo assumere

6Sia la proposizione, che la dimostrazione che ne daremo, si generalizzano facilmente a colorazioni
con un numero arbitrario di colori. Per questioni di chiarezza espositiva trattiamo solo il caso delle
2-colorazioni.



senza perdita di generalita che valga Y € U. Per quanto detto vale Y DO Z e
percio Y© risulta numerabile, analogamente, ricordando che f e iniettiva ridotta
suY U Z, vale f(Y)° D f(Z) e quindi anche f(Y)¢ numerabile. Allora, visto che
dominio e codominio hanno la medesima cardinalita, possiamo fissare una bigezione
g:Y<e— f(Y°).

Costruiamo quindi la funzione f : N — N secondo la legge

7 f(n) seneY
gln) sengyY

e notiamo che f [y= f |y e che f & bigettiva. Queste due ultime osservazioni
costituiscono proprio la tesi.

(4) = (2) Data la partizione | |,.y A; = N, chiamiamo f : N — N la funzione che ad n
associa 'unico indice f(n) tale che n € Ay,). Visto che per ipotesi A, & U, di certo
la funzione f non e U-equivalente ad una costante, di conseguenza ¢ U-equivalente
a f : N — N bigettiva. Quindi, se X € I ¢ un insieme su cui f, f coincidono, allora
X ha la proprieta selettiva, cioe interseca alpiti una volta ogni insieme A,,, infatti
se lo intersecasse due volte ]E non sarebbe iniettiva.

(4) = (1) Sia f : N — N, vogliamo mostrare che o f(U/) ¢ principale oppure ¢ Rudin-
Keisler equivalente ad U. Se f ¢ U equivalente ad una costante allora e facile
verificare che f(U) & proprio I'ultrafiltro principale generato da tale costante. Al-
trimenti f ¢ U-equivalente ad una funzione f: N = N bigettiva, e di conseguenza
f(U) = fU), ma f(U) & ovviamente Rudin-Keisler equivalente ad U visto che f &
una bigezione.

(1) = (4) Data f: N —= N, o f(U) ¢ un ultrafiltro principale oppure esiste una bige-
zione f : N — N tale che f(U) = f(Ud). Se f(U) & un ultrafiltro principale generato
da z, allora, per definizione di f(U), deve essere f~!(z) € U e cio equivale ad af-
fermare che f & U-equivalente alla funzione costantemente uguale ad x. Altrimenti
f(U) = fUU) e cid implica che f & U-equivalente ad f, visto che f & in particolare
iniettiva.

(8) = (7) Data la funzione f : N — N, coloriamo [N]? in due colori in modo che,
dati m < n, la coppia {m,n} sia bianca se f(m) < f(n) e nera altrimenti. Sia
{hi < hy <---} = H € U un insieme tale che [H]? sia monocromatico. Se [H]? ¢
nero, allora (f(h;));en € una sequenza infinita, visto che # non contiene insiemi finiti,
debolmente decrescente e cio implica che sia definitivamente costante, in particolare
assumiamo che per i > K la successione sia costante. Allora restringendo f ad
HnN{n > hk} siottiene una funzione costante. Altrimenti (f(h;));en € una sequenza

strettamente crescente e percio f [y e strettamente crescente.

(7) = (6) Sia [g,] = ¢ € RY/U un infinitesimo, senza perdita di generalita possiamo
assumere che g, > 0 per ogni n (tale disuguaglianza o I'opposta vale per quasi ogni
n e cambiare un numero finito di £, non perturba ¢). Se e = 0 allora la tesi & ovvia,
altrimenti possiamo assumere che €,, # 0 per ogni n (per lo stesso motivo di prima).
Definiamo la funzione f : N — N di modo che f(n) = LLJ Il fatto che ¢ sia

infinitesimo ci assicura che tale funzione non sia costante ristretta su un qualunque
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insieme in Y. Allora deve esistere {x; < x5 < ---} = X € U tale che f [x sia
strettamente crescente. Definendo ¢ : N — N in modo che se x; < n < x;,; allora
£(n) = &,,, abbiamo concluso visto che £(n) = ¢, per ogni n € X e la funzione &
risulta facilmente monotona.

f
allora esiste 6 € R tale che {n : ﬁ > 0} € U e cid equivale ad affermare che per
qualche X € U la funzione f [x ¢ limitata ed assume un numero finito di valori. Ma
allora e evidente, essendo U un ultrafiltro, che esiste X D Y € U tale che f |y sia
costante e cio equivale ad affermare che f e U-equivalente ad una funzione costante
e quindi in particolare non decrescente.

(6) = (5) Data una funzione f : N — Nsia ¢ = [l} € RY/U. Se e non ¢ infinitesimo

Altrimenti e deve essere infinitesimo e quindi deve esistere g : N — R decrescente’
1
!
e che quest’ultima e una funzione non decrescente.

infinitesima tale che [g] = ¢ = [ ] Ma allora e evidente che f e U-equivalente a é

(5) = (3) Data una funzione f : N — N, essa & U-equivalente ad una funzione f
non decrescente, sia X € U in particolare un insieme tale che f [x= f [x. Se
f ¢ definitivamente costante, in particolare lo € per n > K, allora f ristretta ad
X N{n:n> K} ¢ costante.

Altrimenti f assume un fissato valore un numero finito di volte. Fissato n € N,
sia ¢, la cardinalita dell'insieme {k : n < kA f(n) = f(k)}. Definiamo allora una
funzione g : N — N tale che g(n) = f(n) + ¢,. Esiste una funzione g : N — N
non decrescente tale che esiste Y € U con g [y= g [y. Vogliamo verificare che la
funzione iniziale f ridotta su X NY e iniettiva. Siano allora m < n nell’intersezione
X NY tali che per assurdo f(m) = f(n). Di certo si deve avere anche f(m) = f(n),
da cui e facile ottenere ¢,, > ¢,. A questo punto pero, per definizione di g, €
evidente che g(m) > g(n) e cio implica g(m) > g(n) che ¢ assurdo poiché g ¢ non
decrescente.

(2) = (8) Sia fissata una 2-colorazione di [N]? in bianco e nero. Coloriamo N stesso di
due colori, in particolare n ¢ bianco se {m : {m,n} & bianco} € U e nero altrimenti.
Siano B, N C N i bianchi e i neri. Senza perdita di generalita possiamo assumere
che B € U e fondamentalmente da qui in poi lavoreremo solo con i bianchi arrivando

a trovare un H € U tale che [H]? sia monocromatico di colore bianco®.

Definiamo la famiglia decrescente di insiemi (A, ),en di modo che valga
A, ={m :{m,i} ¢ bianco per ogni i <n} N B.

Ovviamente A, € U essendo intersezione di insiemi in 4. Consideriamo la parti-
zione di N data dalla famiglia N U {A,_; \ 4,}, ¢ chiaro che tutto N ¢ ricoperto
visto che n € A,,. Visto che nessun insieme della famiglia appartiene ad U esiste
X € U tale che X interseca ogni insieme della famiglia alpitt una volta. A meno di
privarlo di un elemento possiamo assumere X C B.

"Essendo monotona, a valori positivi e dovendo assumere valori arbitrariamente piccoli & ovvio che
debba essere decrescente.

8 Abbiamo ricondotto ’enunciato ad una questione sui grafi: dato un grafo su N in cui il grado di ogni
vertice & grande (cio¢ I'insieme dei suoi archi sta in ) esiste una cricca grande (cioé che sta in U).
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Fissato n € N, notiamo che X \ A,, ha un numero finito di elementi e che inoltre se
n € X alloran € X \ A,. Possiamo percio definire per ricorrenza (s, )nen, ponendo
s1 = x1 ed imponendo che s, sia il minor elemento di X che sia maggiore di
tutti gli elementi di X \ A, . A questo punto consideriamo la seguente partizione
{X} U {[$n, $ns1) N X}. E evidente che nessun elemento della partizione sta in
U, o perché finito o perché complementare di un insieme in U, e allora sia Y € U
un insieme che interseca ogni insieme della partizione alpitt una volta. A meno di
togliere un unico elemento ad Y possiamo assumere ¥ C X.

Chiamando {y; < yo < ---} gli elementi ordinati di Y, vogliamo dimostrare che
se i+ 1 < j allora la coppia {y;,y;} € bianca. Sia k € N tale che y; € [sk, Spt1).
Grazie allipotesi i + 1 < j e facile dedurre che y; < sp_;. Per la definizione
della successione (s,), vale y; € X \ As,_, da cui discende y; € A;, , C A, e
cio implica che la coppia {y;,y;} ¢ bianca. A questo punto partizioniamo Y in
Y: = {ya2n_1:n € N} e Y3 = {99, : n € N}. Per quanto appena detto, sia [Y;]* che
[Y3]? sono monocromatici ed almeno uno dei due sta in U.

O

6 Fatti equivalenti a contenere insiemi di somme

Lemma 6.1. Siano U,V due ultrafiltri, se X e U, Y €V e X+Y C A allora A e UDYV.

Dimostrazione. Se x € X allora & ovvio che Y C A — x e percio di certo A —x € V. Di
conseguenza vale

XC{n:A—neV} = {n:A—-neV}leld = AclUaV.

Proposizione 6.2. Fissato un sottoinsieme A dei naturali, sono fatti equivalenti:
o [siste un insieme infinito X C N tale che X + X° C A.
e FEsiste un ultrafiltro U non principale tale che A€ U S U.

Dimostrazione. In virtu del Lemma 6.1, e chiaro che, se X + X C Ae X € U, di certo
A e UPU. Essendo X infinito, esiste di certo un ultrafiltro &4 non principale che lo
contiene e percio e dimostrata una delle due implicazioni.

Ora assumiamo A € U ® U e definiamo A = {n: A—n € U}, notando che l'ipotesi ci
assicura A € U.

Mostriamo di saper costruire una successione crescente (xz,,)nen che rispetti le seguenti
proprieta:

e Per ogni ¢ < j vale z; +z; € A.

e Perognin € Nvale A —x, € U.

°In questo contesto con X + X si intende {z + 2’ : x # 2’ Az, 2’ € X}.
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Scegliamo arbitrariamente x; in A. E chiaro che sono rispettate entrambe le richieste
per xj.

Assumiamo ora di aver trovato una sequenza x; < --- < x, che rispetta le richieste
e costruiamo z,,;. Imponiamo in particolare che x, < x,.1 e che x,.; appartenga
all’intersezione

An(A—z)NnA—-2)N--N(A—2,).

E possibile imporre tali richieste visto che ogni membro dell’intersezione appartiene ad
U per ipotesi, di conseguenza l'intersezione e infinita e contiene almeno un elemento
maggiore di x,,. Rimane solo da verificare che x,, . rispetti tutte le richieste. Di certo
A—x,.1 €U, visto che z,,1 € A. Inoltre, per ogni 1 < i < n, vale x,,1 € A —x; e di
conseguenza x; + T,11 € A come sperato.

E chiaro che l'insieme X = {x1,xs,...} & infinito e rispetta X + X C A. O

Proposizione 6.3. Fissato un sottoinsieme A dei naturali, sono fatti equivalenti:
e Fsistono due insiemi infinitt X, Y C N tali che X +Y C A.
e Fsistono due ultrafiltri U,V non principali tali che AecU DYV NV DU.

Dimostrazione. La dimostrazione ricalca a grandi linee il ragionamento usato per mo-
strare la Proposizione 6.2.

Se X +Y C A, scegliamo arbitrariamente I/, } ultrafiltri non principali tali che X € U
eY € V. Applicando il Lemma 6.1 e notando che X +Y =Y + X e ovvio dedurre che
AeUdVNVBU.

Viceversa, assumiamo A € Y &V NV B U e definiamo

Ay={n:A—neu},
sz{n:A—nEV},

notando che per ipotesi Ay € Ve Ay € U.
Mostriamo di saper costruire due successioni crescenti (2, )nen, (Yn)nen che rispettino
le seguenti proprieta:

e Per ogni 7, j vale z; +y; € A.
e PerognineNvale A—x, elUd e A—y, €V.

Scegliamo arbitrariamente x; in Ay e y; in Ay N (A — x1). Possiamo fare tale scelta
visto che A — 21 € U e anche Ay, € U. E chiaro che questa scelta di x1,y; rispetta tutte
le richieste.

Assumiamo ora di aver trovato due sequenze r; < -+ < x, e y; < --- < y, che
rispettano tutte le richieste e costruiamo x,,1 € y,+1. Imponiamo in particolare che
Tp < Tpa1 € Yn < Yni1 € che siano rispettate le seguenti appartenze:

Tn+41 GAU N ﬂ(A - yz) )
=1
n+1

Yn+1 GAV N ﬂ (A — ilj’l) .

=1
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Innanzitutto notiamo che la richiesta su v, dipende dalla scelta di x,,1; e quindi ve-
rifichiamo prima che si possa scegliere x,.; come cercato. Cio pero ¢ ovvio, visto che
I'intersezione a cui x, 1 deve appartenere e formata da membri di V ed e percio infinita,
quindi contiene almeno un elemento maggiore di x,. Analogamente si puo vedere che
anche le imposizioni su 4,1 sono soddisfacibili.

A questo punto resta da verificare che x,,1 e y,.1 rispettino tutte le richieste. Di
certo A — x,,1 € U, visto che z,.1 € Ay, e per analogo motivo vale anche A — y,,.1 € V.
Inoltre, per ogni 1 <1¢ < n, x,41 € A—y; e percio x, 11 +y; € A. Analogamente vale che
per ogni 1 <i <mn+1sia ha x; +y,11 € A e cio termina le verifiche da effettuare.

Abbiamo concluso visto che € ovvio che gli insiemi X = {z1,x2,...} eY = {y1,90,... }
sono infiniti e rispettano X +Y C A. H

7 Gli ideali di (8N, ®)
Daremo per scontato che 'operazione di semigruppo che poniamo su SN e &.

Definizione 7.1. Dato un filtro F su N, sia Oz C (N la famiglia di ultrafiltri che estende
il filtro F.

Lemma 7.2. Dato un filtro F su N, la famiglia Ox € un chiuso in SN.

Dimostrazione. Per definizione della topologia di SN gli le famiglie O4 con A C N sono
chiusi, quindi anche O = (. OF € un chiuso. ]

Lemma 7.3. Dato un filtro F su N, la famiglia O ¢ un ideale sinistro in SN se e
soltanto se per ogni F' € F e per ogni n € N vale F' —n € F.

Dimostrazione. La famiglia Oz € un ideale sinistro se e solo se per ogni U € N e per
ogni V € Or vale F CU @ V. Cio equivale ad affermare che per ogni F' € F, risulta

VUe N, VeOr: FeUBY <— {n:F—-neV}ecl
e visto che cio deve valere per ogni ultrafiltro U, otteniamo che e equivalente a
WeOr,neN: F—nel.

Questo pero deve valere per ogni V € O# e quindi, visto che I'intersezione di tali ultrafiltri
¢ proprio F, la tesi segue. O

Lemma 7.4. Dato un filtro F su N, la famiglia O ¢ un ideale destro in SN se e soltanto
se per ogni ultrafiltro U wvale

VFeF:{n:F—-nelU}eF.

Dimostrazione. La famiglia Oz ¢ un ideale destro se e solo se per ogni ultrafiltro U € SN
eperogni V € Or vale F C VOU. Cio equivale ad affermare che per ogni F' € F, risulta

VUeEPN, VeODr: FeVOU < {n:F—-—necl}eV,

ma questo deve valere per ogni V € Ox e, visto che l'intersezione di tali ultrafiltri e
proprio F, la tesi segue. O
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Proposizione 7.5. Chiamando A = {U € N : VA € U BD(A) > 0}, la famiglia A
risulta essere un ideale bilatero chiuso in SN.

Dimostrazione. Chiamiamo F il filtro {A C N : BD(A¢) = 0}, E facile accorgersi che
A = Ox e cio ci permette di applicare i lemmi precedenti.

Grazie al Lemma 7.2, I'insieme A risulta topologicamente chiuso.

In virth del Lemma 7.3, A e un ideale sinistro se e solo se, dato A C N tale che
BD(A€) = 0, anche tutti i traslati A — n sono tali che BD ((A —n)¢) = 0. Ma questo ¢
vero visto che vale in generale BD ((A — n)<) = BD(A® — n) = BD(AS).

Per verificare che A sia un ideale destro, applicando il Lemma 7.4, ¢ sufficiente ve-
rificare che, per ogni U € SN e per ogni A tale che BD(A®) = 0, vale {n : A —n €
U} € F. Chiamando B = A°, quest’ultima affermazione equivale ad affermare che
BD ({n: B—n € U})=0. Riassumendo dobbiamo dimostrare I'implicazione

BD(B)=0 = BD({n:B—nel})=0.

Assumiamo per assurdo che 'implicazione sia falsa e cioe che la densita di Banach del
secondo insieme sia maggiore di € > 0. Allora, per ogni k € N, esiste una sequenza

crescente ny < ng < - -+ < ny, tale che tutti appartengono a {n : B—n € U} e “realizzano”
la densita di Banach, cioe nkﬁm > e.

Per le proprieta di ultrafiltro di ¢/, I'insieme (), (B—n;) € non vuoto e percio esiste m
in tale insieme. Quindi vale che tutti gli elementi m+n;, m-+no, ..., m+n; appartengono
a B e vale anche che -—- k = —* > ¢ Ma cio dimostra che BD(B) > € e cio ¢

k—(m+n1) ng—n1
assurdo. O]

Proposizione 7.6. Chiamando A = {U € BN : YA € U d(A) > 0}, la famiglia A risulta
essere un ideale chiuso sinistro ma non destro in SN.

Dimostrazione. Chiamiamo F il filtro {A C N : d(4°) = 0}!!. E facile accorgersi che
A = O e cid ci permette di applicare i lemmi precedenti.

Il fatto che A sia un ideale chiuso sinistro si dimostra esattamente come abbiamo
dimostrato nella Proposizione 7.5 che A e un ideale chiuso sinistro.

Ragionando esattamente come abbiamo ragionato nella dimostrazione della Proposi-
zione 7.5, otteniamo che dimostrare che A non & un ideale destro equivale ad affermare
che esiste un ultrafiltro & ed un insieme B con d(B) = 0 tali che

d({n:B—ne€u})>0.

Come insieme B scegliamo un insieme spesso con densitd superiore nulla'?>. A questo
punto ¢ facile accorgersi che la famiglia (B —n),en ha la proprieta dell’intersezione finita
e percio esiste un ultrafiltro U che la estende. Scegliendo in questo modo l'insieme B e
'ultrafiltro U vale {n: B —n € U} = N e percio la tesi risulta dimostrata. O

Proposizione 7.7. Se L C N ¢ un ideale sinistro, allora anche la sua chiusura L lo é.

10F; facile verificare che questo ¢ un filtro, fondamentalmente perché la densita di Banach e subadditiva.

UE facile verificare che anche questo e un filtro, fondamentalmente perché la densita superiore e
subadditiva.

12Tali insiemi esistono per la densita superiore (basta prendere uno spesso molto rarefatto), ma non
esistono per la densita di Banach e cid fa si che A sia bilatero e A no.
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Dimostrazione. Assumiamo per assurdo che esistanof € SN eV € L, tali che U BV & L.

Allora, per la topologia di SN, esiste un insieme A C N tale che A € U DV e
O4NL =10. Visto che A € U ® V, esiste di certo un intero n tale che A —n € V e
quindi ¥V € Oy4_,. Allora, per definizione di chiusura, vale che O4_, N L # () e percid
esiste V' € L con A —n € V'. Identificando con n 'ultrafiltro principale generato da n, &
evidente che A e n® V' € L e cio porta all’assurdo. O
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