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1 Semigruppi topologici compatti di Hausdorff

In questa sezione, indicheremo con (G, %) un generico semigruppo topologico destro com-
patto di Hausdorff. Piu esplicitamente G € uno spazio topologico compatto di Hausdorff
munito di un’operazione * che lo rende un semigruppo, inoltre la moltiplicazione a destra
& continua.

Dato g € G, definiamo 1, : G — G la funzione tale che 1,(h) = h * g e notiamo che
per ipotesi ¢, ¢ continua.

Un ideale sinistro ¢ un sottoinsieme I C G tale che GxI C [ e analoga definizione vale
per gli ideali destri. Un ideale sinistro ¢ detto minimale se non contiene strettamente altri
ideali sinistri. Notiamo che I'esistenza di ideali sinistri minimali e una facile conseguenza
del lemma di Zorn.

Definizione 1.1. Un elemento g € G & detto:

e idempotente se g x g = g,

e minimale se & contenuto in un ideale sinistro minimale,

e speciale se e sia idempotente che minimale.

Enunciamo ora, senza dimostrazione, alcuni fatti visti a lezione che ci torneranno utili.
Teorema 1.2 (Ellis). In G esiste un elemento idempotente.
Proposizione 1.3. Ogni ideale I C G sinistro minimale € chiuso topologicamente.
Proposizione 1.4. Se g € G é minimale e I C G ¢ un ideale bilatero, allora g € 1.
Proposizione 1.5. Ogni ideale sinistro minimale I contiene un idempotente.

Proposizione 1.6. Se g ¢ minimale, allora per ogni h € G esiste k € G tale che
kExhxg=g.

A questo punto mostriamo i due lemmi fondamentali che ci servono per arrivare a
quella che e la proposizione fondamentale di questa sezione.

Lemma 1.7. Fissato h € G idempotente, esiste g € G speciale tale che hxg = g+xh = g.

Dimostrazione. L’insieme 1, (G) € un ideale sinistro e di conseguenza contiene un ideale
sinistro minimale che, per la Proposizione 1.5, contiene k speciale. Visto che k € ¢,,(G)
e h e idempotente e facile dedurre k x h = k.

Poniamo g = h * k e mostriamo che rispetta tutte le richieste:



’géz’dempotente‘ gxg=hxkxhxk=hxkxk=hxk=g

hxg=hxhxk=hxk=g
gxh=h*xkxh=hxk=g

’ ge mz’m’male‘ Infatti, chiamando I un ideale sinistro minimale che contiene k,
¢ ovvio che anche g = h * k appartiene ad I e cio ne dimostra la
minimalita.

m

Lemma 1.8. Siano h,g € G' con h speciale e g idempotente. Se h+ g = g*h = g allora

h=g.

Dimostrazione. Essendo h speciale, per la Proposizione 1.6, esiste k € G tale che kxgxh =
h. Allora, sfruttando le relazioni che abbiamo, vale

g=hxg=kxgxhxg=kxgxg=kxg
e moltiplicando entrambi i membri per h a destra otteniamo la tesi. O

Ora abbiamo tutti gli strumenti per mostrare la proposizione principale. Il significato
di quest’ultima e riassunto nelle seguenti righe.

Data una retrazione tra due insiemi r : X — Y con Y C X ¢ chiaro che tutti gli
elementi di Y hanno immagine fissata, indifferentemente dalla scelta di r, per definizione
stessa di retrazione. A priori non vi € perd nessun motivo di pensare che esistano anche
altri elementi (non in Y') la cui immagine non dipende da r. La proposizione seguente
afferma che tali elementi speciali esistono sotto opportune ipotesi.

Proposizione 1.9. Dato un sotto-semigruppo H C G, esiste un elemento h € H speciale
nel semigruppo H e un g € G speciale nel semigruppo G tali che per ogni retrazione
omomorfica' r: G — H wvale r(g) = h.

Dimostrazione. Fissiamo h € H un qualunque elemento speciale di H, la cui esistenza
ci e assicurata dalla Proposizione 1.5. In virtu del Lemma 1.7, possiamo scegliere g € G
speciale e tale che gxh =hxg=g.

Verifichiamo ora che tale scelta soddisfa le richieste. Scelta una retrazione omomorfica
r: G — H, vale di certo r(g*x h) = r(h x g) = r(g) e sfruttando che ¢ un omomorfismo e
che su H e I'identita ne segue r(g) * h = hxr(g) = r(g). Quest’ultima identita, grazie al
Lemma 1.8 e al fatto che h ¢ speciale in H, implica pero r(g) = h che ¢ la tesi. ]

2 Conclusioni combinatoriche

Teorema 2.1. Sia (G, *) un semigruppo discreto, H C G un sotto-semigruppo e I C G

un ideale bilatero. Siano inoltre o1, ...,¢, : G — H retrazioni omomorfiche. Per ogni
colorazione con finiti colori di H, esiste un i € I tale che (i), ..., @, (i) hanno lo stesso
colore.

Dimostrazione. Chiamiamo SG lo spazio degli ultrafiltri su G. Innanzitutto muniamo

AG di una topologia e di un’operazione binaria®.

ICon retrazione omomorfica si intende che & un omomorfismo che su H coincide con I'identitd. Non
viene richiesta la continuita di r.
2 Abbiamo fatto esattamente la stessa costruzione a lezione nel caso particolare di X = N.



Definiamo un’operazione binaria * su G in modo che A € U xV se e solo se vale
{z:{y:zxyecAleV}iel.

Cosi facendo 'operazione risulta facilmente associativa.

Per quanto riguarda I’aspetto topologico, scegliamo gli insiemi O4 = {U : A € U}
al variare di A C GG come base di aperti. Cosi facendo lo spazio SG risulta compatto di
Hausdorff®. Inoltre & una facile verifica che per ogni V € 8G, la funzione vy, : 3G — BG
definita come ¥y, (U) = U * V risulta continua.

Riassumendo quanto detto, con 'operazione * e con la topologia descritta, lo spazio
BG risulta un semigruppo topologico destro compatto di Hausdorff e di conseguenza
possiamo applicare su di esso i risultati dimostrati nella sezione precedente.

Denotiamo BH, 3I gli insiemi di ultrafiltri che contengono rispettivamente H ed I*.

E una facile verifica che BH & un sotto-semigruppo e I e un ideale bilatero.

A questo punto siano U € G e V € [SH gli elementi che ci sono assicurati dal-
la Proposizione 1.9. Notiamo che, essendo &/ minimale, vale di certo U € I per la
Proposizione 1.4.

Data una colorazione finita di H, esiste di certo un insieme monocromatico X che
appartiene all'ultrafiltro V. Se mostriamo che per ogni 1 < i < n vale ; *(X) € U,
concludiamo la dimostrazione notando che IN(N, <, ¢; ' (X) € U e perciod & in particolare

non vuoto. E chiaro che pero scegliendo arbitrariamente ¢ in tale insieme la tesi risulta
verificata.

Mostriamo che, piu in generale, per ogni retrazione omomorfica r : G — H vale
r~1(X) € U. Definiamo l'estensione 7, : SG — BH in modo che per ogni W € 3G e per
ogni A C G valga

Aecr.W) < r (A ew.

E facile verificare che 7, & una retrazione omomorfica. Allora, in virtu della scelta di U e
V, & ovvio che 7, (U) =V e di conseguenza, visto che X € V, allora r1(X) € U. O

Corollario 2.2 (Teorema di Van der Waerden). Comunque coloriamo N con finiti colori,
esistono successioni aritmetiche monocromatiche arbitrariamente lunghe.

Dimostrazione. Sia G = N? con l'operazione di somma componente a componente, sia
H=Nx{0}esial=G\H. E una facile verifica che H & un sottogruppo di G e che I
e un ideale bilatero in G.

Dato n € N, definiamo ¢, : G — H in modo che ¢,(a,b) = (a + bn,0). E ovvio
verificare che ¢,, ¢ una retrazione omomorfica per ogni n € N.

Data ora una colorazione di N, coloriamo allo stesso modo H e in virtu del Teore-

ma 2.1 otteniamo che esiste ¢ € I tale che (i), ..., ¢, (i) sono del medesimo colore. Ma,
proiettando sulla prima coordinata, abbiamo trovato proprio una successione aritmetica
monocromatica lunga n e cio dimostra la tesi. O]

Corollario 2.3 (Teorema di Hales-Jewett). Sia ¥ un alfabeto finito e sia z ¢ ¥ un
ulteriore carattere. Sia G linsieme delle parole sull’alfabeto ¥ U {z} e sia H l'insieme
delle parole sull’alfabeto ..

3La dimostrazione di queste proprieta & completamente analoga a quella che si ¢ data nel caso di AN.
4La scrittura SH e BI in realtd non & ambigua perché gli insiemi considerati sono facilmente isomorfi
(come semigruppi topologici) agli spazi di ultrafiltri rispettivamente su H e su I.



Dato un carattere ¢ € X, definiamo ¢ : G — H la funzione che data una parola in
G sostituisce a tutte le occorrenze di z il carattere c. Data una parola w € G, definiamo
¢(w) una specializzazione di w.

Per ogni colorazione con finiti colori di H, esiste una parola w € G'\ H tale che tutte
le sue specializzaziont sono dello stesso colore.

Dimostrazione. Ponendo su G l'operazione di concatenazione questo diventa un semi-
gruppo, H risulta un sotto-semigruppo e G \ H risulta un ideale bilatero. Notiamo
inoltre che, per ogni ¢ € X, la funzione ¢ : G — H risulta una retrazione omomorfica.

A questo punto applicare il Teorema 2.1 conduce direttamente alla tesi. O
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