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Esercizio 1: Sia data I’equazione alle differenze finite
4xpys + 4T — Ty — 2 — 6= 0.

Dopo aver posto Xj = (Try2, Trr1, k)] € aver scritto il sistema dinamico discreto
corrispondente,

a) trovare i punti fissi e determinarne le proprieta di stabilita.
b) Determinare tutte le orbite periodiche e il relativo periodo.

c¢) Determinare X490 posta come condizione iniziale X, = (2,0,2)7.

Esercizio 2: Dato il sistema dinamico newtoniano ad un grado di liberta:

Pz 6 5 1 dx

2 22 oz Tat
considerato sul semipiano x > 0, si consideri dapprima il caso senza dissipazione,
cioe con vy = 0.

a) Trovare i punti di equilibrio e determinarne la stabilita.

b) Tracciare un disegno qualitativo delle soluzioni nel piano (z,y = dz/dt).
Si consideri quindi il caso con dissipazione, con v > 0 ma piccolo.

c¢) Determinare la stabilita dei punti di equilibrio.

d) Tracciare qualitativamente le separatrici dei punti di sella nonlineare e tratteg-
giare il bacino di attrazione del pozzo.



Esercizio 3: In un piano verticale Ozz (con asse Oz verticale ascendente) un’asta
di lunghezza ¢ > 0 e massa trascurabile ¢ vincolata a ruotare attorno ad un asse
passante per un estremo incernierato nell’origine. All’altro estremo e appeso un
punto P di massa m > 0, il quale ¢ collegato al punto @ (¢,0) da una molla di
costante elastica k > 0 e lunghezza a riposo nulla. Sul sistema inoltre agisce la forza
di gravita, con accelerazione g > 0 diretta verso il basso. Sia 6 € [0,27) I’angolo che
OP forma con la verticale discendente.

a) Siscrivano 'energia cinetica e quella potenziale in funzione di (6, 9), la funzione
di Lagrange e I’equazione di Lagrange.

b) Siscriva la funzione di Hamilton, le equazioni di Hamilton e si trovino i punti di
equilibrio del sistema dinamico Hamiltoniano, in funzione dei parametri (reali
positivi) m, g, k, £.

c¢) Si discuta la stabilita dei punti di equilibrio di cui al punto b), sempre in
funzione dei parametri.

L’intero sistema viene messo in rotazione attorno all’asse Oz con velocita angolare
costante w.

d) Sia k/m = (/g = w = 1. Provare che esiste un punto di equilibrio (0,6,) con
0y € [O, 71'/2)

Z A
1 o g

\ B




