1 SPAZI

DEFINIZIONE 1.1: (X, T) si dice spazio topologico se T € P (X) e tale che:

e P XET;

e U;eTViel>U;U;ET;

e U, U, ET=>U NU,ET.

T si dice topologia su X. Gli U € T si dicono aperti. C si dice chiuso se X\C € T.

DEFINIZIONE 1.2: (X, d) si dice spazio metrico se d: X X X - R* & tale che:
o dlx,y)=20Vx,yEXed(x,y)=0x=y;

e d(x,y)=d(y,x)Vx,y € X;

e d(x,z)<d(x,y)+d(y, z).

Una tale d si chiama distanza su X.

DEFINIZIONE 1.3: (X, ||.|]) si dice spazio normato se || |[|: X - R* & tale che:
e |[x|]|=0VxeXel|x||=0<x=0;

o |[[Ax]| = |A]llx|| vx € X,1 € R;

o x+yll <llxll +llyll vx,y € X.

Una tale ||. || si dice norma su X.
Se non ¢ verificato che ||x|| =0 & x = 0, || || si dice seminorma su X e X spazio seminormato.
Esempi:

1) (C([a,b]),II-1I) & uno spazio normato con
If1l = r[lgl%(lf(x)l-
2) (C(R),|l.|l;) & uno spazio seminormato Vn € N con

Iflln = max [f GOl

Infatti basta scegliere f continua che vale 0 in [—n, n] ed & # 0 altrove.

Osservazione: (X, ||. ||) spazio vettoriale normato ¢ anche uno spazio metrico con la distanza
d(x,y) = llx =yl

Osservazione: (X, d) spazio metrico & anche uno spazio topologico con la topologia

T = {U B(x;, 1)

i€l

X EX,TL' € R+},

dove
B(x, 1) = {x € X|d(xy,x) < T}

Notazione: Se x = (xy, ..., x,) € R", denotiamo con ||. ||, p > 1, 'applicazione
14
lxIl,, = V11 [P+ 4, |P.




LEMMA 1.1 (Disuguaglianza di Holder): Siano x4, ..., X, = 0, Y1, ..., ¥ 2 0, x = (X4, ..., Xp),
Y=, el <p,q<+ootali che % + 5 = 1. Allora:

(¥ < llxllpllyllg.
Dimostrazione:
f(x) = xP & convessa in [0, +), dunque, presi X7, ..., X, € (0,4+) e yy, ..., 4, > 0 tali che

Ui+...+u, = 1, abbiamo che:
n 14 n
(Z Hi’ﬁ) S z.ui)?lp'
i=1 i=1

(x,y)?
p
Iyl

Riscriviamo la nostra tesi:
y

Iyllq

(x, ) < lixllpllylly © ()P < lIxlZlyll; < < llxlly & (o, 7==)P < llxll}.

Dunque, ponendo w = L, dobbiamo mostrare che:

1yllq
(x, w)? < lxIl}.
q

Riprendiamo la disuguaglianza che avevamo per convessita e poniamo y; %7 = x7, u; = w/.

q a
Allora ¥, = x;w; * = u;X, = x;w, = x;w;, quindi:
n p n n p n
> D P p
(2 uixl) <) wE = (2 xiwi> <> ab = Gowp < i
i=1 i=1 i=1 i=1

LEMMA 1.2 (Disuguaglianza di Minkowski): Siano x = (X4, ..., X,), ¥ = (¥1, ..., ¥n), con x; = 0,
y; = 0Viep = 1. Allora:
llx +yll, < llxll, + [yl

Dimostrazione:
n n

n
Z(xi +y)P = Z(xi + )P + Z(xi +y)P ;.
i=1 i=1 i=1
Poniamo §; = YL (x; + ¥)P'x;, S = Xin, (o + )Py
Allora Sl = Z?:l a;xi,con a; = (Xi + yi)p—l. Siaa = (al, ey an).
Per la disuguaglianza di Hoélder, abbiamo che:
51 < llallglxll,,

1 1
con-+-=1.
P q

Ora:
n n
lallg = G+ 70 = 3 (i + 9P = llx + ¥l
i=1 i=1
percio:
P
S1 < llallglixll, = llx + yllpllxll,.
Analogamente:
P
Sz < llx + ¥l 1yl
Dunque:



n
P
lx +yllp = Z(xi +y)P =51+ 8, < llx + ylI2(lIxll, + 1yllp) = llx + y1I57 (lxll, + llyll,)-
i=1
Dividendo da entrambe le parti per ||x + yllg_l, abbiamo la tesi.

|
PROPOSIZIONE 1.3: ||. ||, ¢ una norma Vp > 1.
Dimostrazione:
Le prime due proprieta sono immediate da dimostrare.
La disuguaglianza triangolare segue direttamente dalla disuguaglianza di Minkowski.
|

Notazione: Denotiamo con ||. || la norma ||x||, = sup{|x4], ..., |x,|}.

DEFINIZIONE 1.4: (X, d) spazio metrico. Si dice che X ¢ limite della successione {x,} € X se
Ve > 0,3N > 0|d(x,,x) < eVn > N.

n—-+oo
In questo Caso S1 scrive X, —— X0 semphcemente Xn 2 X.

DEFINIZIONE 1.5: {x,} € X si dice di Cauchy se Ve > 0,3N > 0|d(x,, x,,) < eVn,m > N.

DEFINIZIONE 1.6: Uno spazio metrico si dice completo se ogni successione di Cauchy converge
a un elemento dello spazio.

Esempio: (C([0,1]),d), dove d(f, g) = follf(x) — g(x)|dx, & uno spazio metrico non completo.
DEFINIZIONE 1.7: Uno spazio normato e completo si dice spazio di Banach.

DEFINIZIONE 1.8: (X, d) spazio metrico. f: X — X si dice contrazione se 3k € (0,1) tale che
d(f(x),g(x)) < kd(x,y) Vx,y € X.

DEFINIZIONE 1.9: (X, d) spazio metrico. f: X — X si dice non espansiva se
d(f (), g(x)) < d(x,y) vx,y € X.

TEOREMA DELLE CONTRAZIONI: (X, d) spazio metrico completo, f contrazione.
Allora 3! x* € X|f(x™) = x".
Dimostrazione:
Sia x; € X. Poniamo x,,,; = f(x,) Vn = 1. Allora:
d(xn, Xn41) = d(f(xn_l),f(x)) < kd (xp—1,%p) <...< k"1 (xq, x3).
Sia m > n. Allora, fissato € > 0, IN > 0 tale che:
d(xp, xm) < d(xp, Xps)+. . Fdm_1, ) < (K14 +k™2)d(x1, x,) < € Vn,m > N.
Quindi {x,} & di Cauchy, ma lo spazio & completo, quindi Ix*|x,, = x".
Ora:
Xn+1 = f(xn) = lim xp4q = lim f(xn);
n-+oo n-+oo

ma f e lipschitziana, dunque continua, percio:



Jim e = lim f) =20 = £ lim ) = F&.
Ci rimane da verificare 'unicita del punto fisso.
Supponiamo che 3%|f (X¥) = %. Allora:

d(f(x*),f()?)) < kd(x*, %) <d(x*, %),
assurdo, poiché d(f(x*), f(%)) = d(x*, %) in quanto sono punti fissi.

DEFINIZIONE 1.10: Sia (X, T) uno spazio topologico. Allora K C X si dice compatto se, preso
un ricoprimento di aperti di K, esiste un sottoricoprimento finito di K.
In altre parole:

VI U'UJ-QK,'UiETVi.

jeJ

Ufui SK,3jC1,|j| < +oo

i€l

PROPOSIZIONE 1.4: Sia (X, d) uno spazio metrico e K € X.
Allora K compatto = V{x,},en € K, X, ammette almeno un punto di accumulazione.
Dimostrazione:

Supponiamo che 3{x,} € K senza punti di accumulazione.
Poniamo A = {x,|n € N}.

Dsex ¢ A

Allora Vx € X,3U, intorno di x tale che U, N A = {{x} sex €A

in quanto x non e di

accumulazione per x,,.
Percio:

qu;K,

XEX
ma K & compatto, quindi 3] = {x4, ..., X} C X tale che:
N

[Ju, 2

i=1
Ma |'uxi N A| < 1Vi, dunque |K N A| = |A| < s, assurdo, poiché se la successione si ripetesse
allora avrebbe almeno un punto di accumulazione.

TEOREMA DI BOLZANO-WEIERSTRASS: Sia K € R" compatto.
Sia {x,,} € K una successione limitata. Allora 3{x;} € {x,,} tale che x;, — x.

COROLLARIO 1.5: K € R" & compatto per ricoprimenti < K & compatto per successioni.
TEOREMA DI HEINE-BOREL: K € R" & compatto < K é limitato e chiuso.

TEOREMA DI WEIERSTRASS: K € R" compatto, f: K — R continua.
Allora 3 maxyeg f(x) e Imin,ek f(x).



TEOREMA DI ASCOLI-ARZELA: Sia {f,} una successione di funzioni continue tale che:

e frn€(C(a b))l lle) Vn

e ¢ uniformemente limitata, cio¢ M > 0||f,,(x)| < M Vx € [a, b], Vn;

e ¢ uniformemente equicontinua, cioé¢ Vn,Ve > 0,38 > 0||x —y| <6 = |f,(x) — ()] < €.
Allora 3{f;} € {f,.} uniformemente convergente a f* (che sara dunque continua).
Dimostrazione:

PASSO 1: Mostriamo che 3{f,} € {f,.}, 3f:Q N [a, b] » R tale che f,(q) = f*(q) Vg € QN
[a, b].

Poiché Q & numerabile , poniamo Q N [a, b] = {q, .-, Gn, - }-

{£.(q1)}nen & una successione di numeri reali limitata, quindi per Bolzano-Weierstrass

3{fin} € {f} tale che f; ,(q1) > f*(q1).

Allo stesso modo, { fl,n(qz)} € una successione di numeri reali limitata, quindi EI{ fz,n} c { fl,n}

tale che f5,(q2) = f*(q2).
Ora f5,,(q1) & una sottosuccessione di f; ,(q;), che converge a f*(q,), quindi:

fon(q1) = f7(qq).

Iterando questo procedimento, si ha Vk:

{fk,n(qk+1)} ¢ limitata, quindi EI{fk+1,n} c {fk,n} tale che fri10(Gr+1) = f(Qr+1)-
Inoltre:
erin) EUimIVI<j<k+13 fiuin(q) » f(g)VI<j<k+1
Consideriamo la successione { fan} € {fu}:
fn,n(qk) - f*(Qk) Vk:
poiché {fn,n|n > k} c {fk,n}.

PASSO 2: Mostriamo che la successione {fn,n} é di Cauchy in (C([a, b)), |- ll0)-
Fissiamo € > 0 e sia § > 0 il corrispondente numero dato dall’equicontinuita.
Allora

B(x,6) 2 [a, b]
x€la,b]
& un ricoprimento di [a, b], che & compatto e quindi 3 = {y;, ..., »»-} € [a, b] tale che

UB(yl-,S) > [a,b].

Poiché Q & denso in [a, b], allora V1 < j < 7 Ix; € Q N [a, bl|x; € B(y;,8).
Dunque, Vj, Vx € B(yj,5):
|fn,n(x) - fm,m(x)| < |fn,n(x) - fn,n(xj)l + |fn,n(xj) - fm,m(xj)l + |fm,m(xj) - fm,m(x)| < 5¢

<2e& <e <2e
per valori sufficientemente grandi di n, m, in quanto per il termine centrale basta notare che la

successione f; , (xj) converge poiché x; € un razionale; per i due termini esterni basta notare
che:

|fn,n(x) - fn,n(xj)l < |fn,n(x) - fn,n(yj)l + |fn,n(yj) - fn,n(xj)l < 25)

<& <&
N yj — le < § e ho il risultato per I'equicontinuita.

in quanto |x — Y



Dunque, poiché (C([a, b]), |- ||) & completo, la successione {fn,n} converge a f*, ma poiché
Ve > 0 il valore | fan(X) = fm (x)l é stimato con 5¢ Vx € [a, b], ho che la convergenza &
uniforme:

fn,n 3 f*'

TEOREMA 1.6: In R" tutte le norme sono equivalenti, cioe 3¢y, c, > 0 tali che
crllxlla < llxllp < callxll, VX € R™

per ogni coppia di norme ||. ||, e ||. [|5-

Dimostrazione:

Sia {ey, ..., €,} la base canonica di R".

Sia ||. || una qualsiasi norma su R".

Allora Vx € R", x = };I-, x;€;, dunque:

n
Il < > ldlledl < lixlleo ) lleall = ezl
i=1

n

I
i=1
~—————
=Cy
Ora cerchiamo c;.
Notiamo che la funzione f: R™ — R tale che f(x) = |[x|| & continua, poiché se ||x — x,|| < §:

|f () = fCxod| = llxll = llxoll] < llx = x0ll < 6.

ad ” = 1, quindi poniamo y = = Iyl = 1.

Sia x € R". Allora

llxlloo l1lloo
Consideriamo f: R™ 2 K — R tale che f(x) = ||x]||, con K = {y € R"|||y||, = 1} che &
compatto; per Weierstrass, f avra un minimo, sia esso ;.

Allora:

2 c1 = [lxll = cqllx]leo.

"I
Il [l 0
Ci resta da mostrare solo che c; # 0, ma questo & evidente, poiché se ¢; = 0, allora 3y € K, cioe
Ay|llyllew = 1, tale che f(y) = ||yl = 0, ma y # 0, assurdo per definizione di norma.

Iyl = e, = |



2 CONTINUITA

DEFINIZIONE 2.1: (X,d) e (Y,d') spazi metrici. Allora f: X — Y si dice continua in un punto
Xy € X se
Ve > 0,38 > 0]d(x,x0) < 8 = d'(f(x), f(xq)) < &.

Osservazione: f: R™ — R & continua in x, € R" se

Ve> 0,36 > 0|[lx —xoll < 6= |f(x) — flxp)] <&,
dove ||. || € una qualsiasi norma di R" (poiché abbiamo visto che sono tutte equivalenti).
Se non viene specificato, per ||. || intendiamo ||. ||,.

Osservazione: f: R™ — R & continua in x, € R" se

lim (f(xo +t)— f(xo)) =0,

litll—o
o equivalentemente se

ltll = 0= fxo +1¢) = f(x) + o(D).

PROPOSIZIONE 2.1: f: R? - R tale che f(0,0) = 0 e tale che
Vp > 0,|f(pcos(f),psin(8))| < cp VO

per una certa costante ¢ non dipendente da 6, & continua in (0,0).
Dimostrazione:
Fissiamo € > 0. Sia § = E Allora:

|f (6 cos(8),6sin(0)| < ¢,
cioe

If G| < eVl <6,
da cui la tesi.

Osservazione: La proposizione precedente pud essere estesa a tutte le funzioni f: R? - R,
semplicemente aggiungendo una costante e traslando opportunamente sull’origine.

PROPOSIZIONE 2.2: Sia f: R? - R. Se esistono due “direzioni di avvicinamento” y = a;(x) e
y = a,(x) di (x,y) a (xg, yo) tali che
lim f(x, al(x)) # lim f(x, a, (x)),
XX XX
allora f non é continua in (xy, ¥o).
Dimostrazione:
La tesi segue immediatamente dal teorema di unicita del limite.



3 DIFFERENZIABILITA

DEFINIZIONE 3.1: Siano f, g: R® 2 U = R™. Diciamo che:

; f(x)
o feo(g)perx = x5 € Use hmllx—x0||—>0 | g(—i)” =0;
o f€0(g)perx— xy €Uselimye_y -0 ”%” < ¢ per una certa costante c;

o f~gperx—->xyEUsef €0(g)eg € O(f) perx = x,.

PROPOSIZIONE 3.1: Sia L: R™ - R™ e siano h € R", k € R™ tali che k = Lh + b(h), con
bWl = o(lIR]]).
Allora o(||k]]) 2 o(||k]]).
Dimostrazione:
kIl < [ILRIl + IbCROIT = [ILIIIRI + ol[RI]) < cllRl],
dove ||L|| = supjesp)|Al, dunque:

f € o(llkll) = ””fT”” < ||ﬁ| <e= feo(lhl).

DEFINIZIONE 3.2: Sia U € R" intorno di x,, f: U — R™. Allora f si dice differenziabile in x,
se
JL:R™ = R™|f(xo + h) = f(xo) + Lh + o(||R]]).

Notazione: Denoteremo la precedente applicazione lineare L come f'(x,) o come D f(x,).
Osservazione: f'(x,) puo essere pensata come matrice m X n.

PROPOSIZIONE 3.2: f: R" 2 U —» R™ differenziabile in x, = f continua in x.
Dimostrazione:

f(xo+h) = f(xo) + Lh+o(||h]])) = f(xo + h) = f(x0) + 0(1),
da cui la tesi.
[

DEFINIZIONE 3.3: U € R"™ intorno di Xy, f: U = R. Allora l'operatore lineare L = f'(x,) & tale
che 3!v € R"|Lh = (v, h).
v si dice gradiente di f in x,.

Notazione: Il gradiente di f in x, puo essere indicato con grad ( f (xo)) o con Vf(x,).

DEFINIZIONE 3.4: U € R" intorno di x, f: U = R™.
Denotiamo con {ey, ..., €, } la base canonica di R" e con {u,, ..., U,,} la base canonica di R™.
Denotiamo fj: U — R tale che f;(x) = (f(x),u;) Vx € U.
Allora definiamo derivata parziale di f; rispetto a x; = (xo, €x)
afi(x0) .. filx +tey) — fi(x)
O, fj (%0) = oxr bim t '




PROPOSIZIONE 3.3: Se f: R™ 2 U — R™ e differenziabile in x,, allora esistono tutte le sue
derivate parziali dy, fj(xo).
Dimostrazione:
fxo+h) = f(xo) + Lh + o(llhlD) = (f(xo + h), ;) = (f (o), w;) + (Lh, w;) + o([[RlD)
=fj(xo+h) =fj(x0)

Poniamo h = tey.
Allora ||h|| = |t] = O e:

fi(xo + tex) = fj(xo) + t{Ley, u;) + o(2),
cioe dy, fj(xo) = (Ley, u;), tesi.

Osservazione: Dunque la matrice che rappresenta L ha nel posto (j, k) il valore dy, fj(x,).

DEFINIZIONE 3.5: Definiamo matrice Jacobiana di f: R™® — R™ differenziabile la matrice
m X n:

Ox,f1 o Ox,fi

jF= : -
Oxfm - Ox,fm

Osservazione: Sia f: R™ 2 U — R. L’operatore L relativo a x4 € U puo essere visto come vettore,
che per l'osservazione precedente e:

Vf (o) = (04, f (60D, ) O, f(0)),

cioe:

Vf (o) = ) 3 f (x0) -

DEFINIZIONE 3.6: f:R" 2 U » R, v € R", v # 0. Definiamo derivata direzionale rispetto a v
Xo +tv) — f(x
0, (o) :lti“(}f( 0 t) f(x0)

PROPOSIZIONE 3.4: f:R™ 2 U — R differenziabile in x, € U; allora Vv # 0 30,,f (x,) e

0,f (x0) = (Vf(xo), v = ) 0y f(x0) - v

Dimostrazione:
f(xo + h) = f(xo) + (Vf(xo), k) + o(l|R]]) se [|]| - O.
Ponendo h = tv, si hache ||h|| = |t||lv]] 2 0=>t > Oe:

fGxo +tv) = f(xo) + £{Vf(x0),v) + 0(t) = (Vf(xo),v) = ltij{}f(xo + “? - f(xo)'

da cui segue immediatamente la tesi.



TEOREMA DELLA DIFFERENZIABILITA TOTALE: f:R™ 2 U — R, dove U & un intorno di
xo € R™. Se 30,,f (x) Vj Vx € U e dy;f (x) & continua Vj Vx € U, allora f ¢ differenziabile in
Xo-
Dimostrazione:
Per semplicita, consideriamon = 2 e x, = 0.
Sia h = (hy,h,) € Uesiah® = (0,h,) € U. Allora:
f() = f(0) = f(R) = f(R") + f(h") = f(0) = f(hy, hy) = £(0, hz) + (0, hy) — £(0,0).

Fissiamo h, come parametro nelle prime due funzioni; allora, posto
f(hi, ha) = f(0, ha) = @p,(hy) e £(0, k) = £(0,0) = Y(hy), poiché
¢n,(0) = 0e(0) = 0, per Lagrange si ha che:
©On,(h1) = 0y, @p,(E) - hy = 0y, f (&, hy) * hy, con [E] < |hy| e
PY(hy) = 0x,f(0,m) - hy, con || < |hy|.
Ma le due derivate parziali sono continue, percio:

0x, f(§,h2) = 0y, £(0,0) + 0(1)

axzf(ox n) = axzf(0,0) +0(1)
Dunque:

f(h) = f(0) = 0x,f(0,0)hy + 0, f(0,00h; + 0(1)hy + 0(D)h,,
=o(|[RID

poiché o(hy) < o([|h]l) e o(hz) < o(|[Al]).
Da qui ho la tesi.

LEMMA 3.5: Siano U € R" 1) VSR SWC RP, f differenziabile in x, € U, g
differenziabile in y, = f(x,) € V. Allora:
Gof)(xg) = g’(f(xo)) - ' (x0).
Dimostrazione:
Per definizione di differenziabilita abbiamo che:
f(xo+h) — f(xo) = f'(xo)h + o(||R]),
9o +k)—go) = g' o)k + o(llklD,
con ||h|| = 0, [[k]| = 0.
Poniamo k = f(xq + h) — f(xg) = f'(xg)h + o(]|h]|); allora:
el < [If e lIRI + o(lIRID < 2[1f (x)lllRIl = o(llkI) < o(llRID.
Quindi:
9(f(xo+ 1) — g(F(x0)) = 9’ o) f'(xo)h + o(llRI) + o(lIkID,
=o(||rl))

da cui la tesi.

f
Osservazione: Dunque se R SRS R, ¢ derivabile in t; e f differenziabile in ¢ (t,):

(f o @) (£) = 910, f(P)+... +010, f (9) = (@' (1), VF(@(D)).
LEMMA 3.6: U € R" convesso, f: U — R, f € C1(U), x,y € U. Allora:
If(x) = fO)I < [Sup]IIVfII |lx =yl
x’y
Dimostrazione:

10



SiaF:t— f(tx+ (1 —t)y). Allora F(1) = f(x) e F(0) = f(y).
Percio |f(x) — f()| = [F(1) — F(0)|.
Ma per Lagrange |F(1) — F(0)| < supyo 11 F', in quanto |F(1) — F(0)| = |[F'(§)|- |1 —0].
Per 'osservazione precedente, |F'(t)| = |[{(x — y,Vf(tx + (1 — t)y))|, ma per la disuguaglianza
di Cauchy-Schwarz, |(a, b)| < |al - |b], percio:
IF'@ < llx =yl - IVf(tx + (1 = D)),

da cui:

sup|F'| < [[x =yl - supl|Vf]l.

[0,1] [x.y]

| ]
COROLLARIO 3.7: U < R™ convesso, f: U — Rk, f € CY(W), x,y € U. Allora:
2
17G = FOI < sup | D [an i - llx =y
[x,y] 77
Dimostrazione:
Per il lemma precedente ho che:
2
If ) = FII* < z sup||V£i| - llx = ¥I = If (x) = FO)Il < sup z |ax,-fi lx =yl
7 [x,y] [x,y] 77
]

DEFINIZIONE 3.7: Definiamo divergenza di una funzione f: R" - R"
n
divf = (V,f)= ) 8:fix)
i=1

dove 0;f;(x) indica la derivata parziale rispetto all’i-esima coordinata della funzione f; = (f, ¢;).

DEFINIZIONE 3.8: f: R™ = R. Definiamo derivata n-esima di f rispetto all’i-esima coordinata

orf@) =0 (07 f ()
DEFINIZIONE 3.9: f:R™ — R. Definiamo operatore di Laplace (o laplaciano) di f
n

Af = ) 0Ff(x)

PROPOSIZIONE 3.6: Sia f: R" — R funzione radiale, cio¢ dipendente da ||x|| = \/x2+... +x2.
Allora:

n—1
AflxID) = £ x| + f’(IIXII)W-
Dimostrazione:
! 2 2 in
O, fUlxID) = f X;+... +xz e
2y x{+. . +xE
quindi
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62f<||x||)—axl (D . ”)—a £l — o L ﬁ"””) lf (Ilx ||>axl(|| ”)
L LA ) PO x
= £ (lxlD) ” R (D = = £l D e T D
Percio:
=nl|x||%—||x||?
n 2 " >
Af(||x||)=f"<||x||>2”’;”2+f'<||x||>2 1(':| '|'|3 = £ (Il + £l == T
i=1

Osservazione: Utilizzando la precedente proposizione, si trova che

fx) = — = Af = 0.
( ?=1xi2>

PROPOSIZIONE 3.7: div(Vf) = Af.

Dimostrazione:

Sia Vfl = (Vf, €i>.

div(Vf) = (V,9F) = Y 0i(Vf) = Y 0i(8if () = Y 9 (x) = Af.

Notazione: Indicheremo con V2f = (V,Vf) = Af.

LEMMA 3.8 (per il Teorema di Schwarz): Sia f: R? 2 U — R, con U intorno di x,, tale che

esistono Oy, f(x), Oy, f(x), Oy, Ox, f (x), 0y, 0y, f (x) e sono continue in U, allora:
axlaxzf(x) = axzaxlf(x)-

Dimostrazione:

Supponiamo per semplicita x, = 0.

Sia h = (t, s).
Allora:
f(t,S) —f(t,O) +f(t,0) —f(0,0) = f(t,S) —f(O,S) +f(0;s) —f(0,0),
@s(®) P(0) Pe(s) ®s(0)
quindi:
q)s(t) - QDS(O) = d)t(s) - 1,[),;(0).
Per Lagrange:

Ps() = 95(0) = 0,5(81) - t = (0y, f(£1,5) = O, f(§1,0) ) £ = By, 0y, f(E1,10) - -5,

con [§1] < [tl, Im| <sl.

Analogamente:

Yr(8) — P (0) = 0y, 0y, f(E2,m2) 5 8,
con [&,] < [tl, |n2| <sl.
Ma @5 (t) — ¢5(0) = P (s) — ,(0), da cui:
axzaxlf(flf 771) = axlaxzf(EZ’ 772)’
12



mat—>0,s > 0=¢,n = 0peri = 1,2, e per questo ho la tesi.

Notazioni:

¢ Denotiamo con D, j 'insieme delle funzionida A = {1, ...,k}a B = {1, ..., n}.
(Osservazione: |Dn,k| = nk).

e Denotiamo con (jy, ..., ji) € Dy x la funzione j: A — B tale che j(i) = j; € B Vi (anche con
ripetizioni).

e Siaa = (ay,..,a,) un multiindice. Allora denotiamo |a| = Y-, @; e a! = []1L, a;!.

e Siaa = (a4, ..., @,) un multiindice. Allora denotiamo:

Dpio = {j: A~ Bllj 7' (D] = a; Vi, |a| = k}.
e Siax = (xy, ..., x,) un vettore qualunque e = (a4, ..., @) un multiindice. Allora denotiamo

[+ A % . +an
X" =X T A

Esempio: Se a = (1,2), allora D, 3, = {(1,2,2),(2,1,2), (2,2,1)}.

k! k!
aleay!  al’

Osservazione: |Dn, ko | =

DEFINIZIONE 3.10: f: R" - R. Diciamo che f € C*(U) se 39;, ...9;, f in U e sono continue
V(1,1 Jk) € D

TEOREMA DI SCHWARZ: Sia f: R" 2 U — R tale che f € C*(U).
Se la| = ke (jy, .., jx), (1, .-, lg) € Dy g o> allora:

0j, . 0;,f =0y, .0, f.
Dimostrazione:
Utilizzando il LEMMA 3.8, per induzione su k si arriva alla tesi.

PROPOSIZIONE 3.9: Se (x4, ..., x,,) tale che XjX; = X¢Xj VJ, t, allora:
k!
(e +...+x)k = Z ax“.
|la|=k

Dimostrazione:
(1 + -+ xp) = z Xjy * e Xy = Z |Dn | Ty et Xy =

(J'l'--ujn)EDk,n (jl'---:jk)EDn,k,a

k!
= 2 IDpsal -2t xy™ = ax“.
(j1’---’jk)€Dn,k,a |(Z|=k

DEFINIZIONE 3.11: Definiamo (9; + 8,)f = 0,f + 0,f.

Osservazione: Per il teorema di Schwarz, la formula della PROPOSIZIONE 3.9 vale anche se gli
x; sono degli operatori derivata.

13



DEFINIZIONE 3.12: Siano a, b € R3, a = (a4, a,, as), b = (by, by, b3). Si definisce prodotto

vettoriale di a e b il vettore:
€, € é3

a X b =det (al a, a3> = (a2b3 - a3b2, a3b1 - a1b3, albz - azbl).
by by bs

DEFINIZIONE 3.13: Sia f: R® - R3. Definiamo rotore di f:
rotf =V X f = (02f3 — 03f2,03f1 — 013,01 f2 — 02f1).

Osservazione: Sia @: R" - R", f:R" - R, y = ¢(x). Allora:
n
0,1 (9()) = ) (3, ) (9() - 04, 91 ().
k=1

FORMULA DI TAYLOR (in n variabili): Sia f: R* 2 U - R, f € C*(U).
Sia x, € U. Allora Vx € U, VN < k:

IOEDY

|a|sN

PE: (v a
Flto) XX 1 o = x, ).

Dimostrazione:

Poniamo x = xy + th, con 0 < |t| < &, ||| = 1.
Sia @: (—6,6) —» R" tale che ¢(t) = x4 + th.
Sia g(t) = f(@(1)).

Per l'osservazione precedente, e per il fatto che ¢'(t) = h, si ha:

0. (9(®) = ) (04))(9(©) - 00 () = D hi(3,1) (0()) = <z hkaxkf) (p®).
k=1 k=1 k=1

Dunque:

d n
Ef(‘ﬂ(t)) = <kz=1 hkak> f(x)

Poniamo f; (x) = = f(@(®)).
Allora:

x=¢(t)

d n
%fl(fp(t)) = (kZl hkak> f1(x)

x=@(t)
Ricorsivamente, poniamo:

d n
fia(0) = f() = <z hkak>fj(x)
k=1

x=¢(t)
Allora;

g'® = <Z hk6k>f (¢®) = fi(e®)
k=1
n n 2
g"® = (Z hkak> filo®) = (Z hkak> Flo®)
k=1 k=1

14



I m ‘ haaa
g(m>(t)=<z hkak> fle®) = Z f((/)(t)),m!
k=1

a!
|la|l=m

Ora, per la formula di Taylor in una variabile, si ha che:
N

m) o). tm
g(t) = Z %+ o(tN).

m=0
Ma th = x — x5 = t™h®* = (x — x,)%, percio:

N <Z|a|=m%(!(’(()))'m!> "
FG) = F(o(®) = mzo —

= Z 07/ (xo) - (x = x0)" + o0 ((“x - x0||>N> _ 0%f (xo) - (x — x0)%
al

+o(tV) =

N
a! h +o(llx — xo ™).

lal<N |a|sN

PROPOSIZIONE 3.10: f: R™ 2 U — R" differenziabile, con Vf = 0. Allora f & costante in U.
Dimostrazione:
Siaxy, € U esiax = xy + h, con h = (hq, ..., h,), tale che x € U. Allora:

flxo+h) = f(xo) + 0y, f(xo+ &) hyt...+ 0y f(xo + &) hy = f(X0),

0 =0

con & = (&, ..., &,) tale che |&;] < |hy| Vi.

DEFINIZIONE 3.14: x, € R" si dice punto di massimo relativo per f se 35|f (x) < f(x,)
Vlx — xoll <6.
Se il segno della disuguaglianza & quello opposto si parla di minimo relativo.
PROPOSIZIONE 3.11: f:R* 2 U — R, f € C2(U). x € U punto di massimo (minimo) relativo.
Allora:
1) Vf=0;
2) Af <0(Af =0).
Dimostrazione:
Facciamo la dimostrazione solo nel caso del massimo; nell’altro caso si procede analogamente.
1) fro+h) = f(xo) + By, f(x)hy+... +8y, f (XD + o(IIRID.

Poniamo h =t - ¢;. Allora:

f(xo + tey) = f(xo)
t

= 0,,f (o) + 0(1).
Ora, se t = 0, la frazione (e dunque 9, f(x,)) &€ < 0, mentrese t = 0 ¢ = 0.
Dunque d,,f(xo) = 0 Vi = Vf = 0.

2) Procedendo come nel punto precedente, abbiamo che:

2
Flxo + te) = f(x0) = 0 f (o) £+ 0f () = + 02,

cioé:
f(xo + te;) — f(xo)

tZ

1
= S02f (o) + o (D).
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La frazione e negativa, dunque Vi, a;i f(xy) <0=>Af <0.

DEFINIZIONE 3.15: f:R®" 2 U - R, f € C?(U). Definiamo matrice Hessiana di f:
08 f 0y, 0y, f . Oy 0k f
Hf — axzc?xlf a)%-zf axz(?xnf ,

Ox, 0x,f  0x,0x, - 0z f /
cioe tale che [Hf];; = Ox;0x;f Vi, .

Osservazione: Per il teorema di Schwarz, la matrice Hessiana e sempre simmetrica.

PROPOSIZIONE 3.12: f:R* 2 U - R, f € C?(U), xo € U. Se Vf = 0 e la matrice Hessiana in
X, € definita negativa (positiva), allora x, &€ punto di massimo (minimo) relativo.
Dimostrazione:

Facciamo solo il caso del massimo.

1
flro+h) = fCxo) + 0x, f (xo) ha+... 4 O, f (o) hn + 5 Z Ox,0x,f (x0)hihy + o(|IRII?) =

~———, —
=0 =0 1<i,j<n

1
= f(xo) + §<Hf(x0)h' h) + o(||R|[?).
Ma (Hf (x9)h, h) < 0 Vh, quindi f(xy + h) — f(xp) < 0 Vh, cioe x,, & punto di massimo.

DEFINIZIONE 3.16: Sia U € R™ un aperto connesso. Allora possiamo parametrizzare la sua
frontiera U con archi A4, ..., Ay, in cui ciascun arco A; & parametrizzato da una funzione
continua ¢;: R - R", dove ¢;([0,1]) = 4;.

DEFINIZIONE 3.17: Definiamo massimo vincolato di f: R™ 2 U — R il valore

maxay f(t) = max; maxy; f(t), dove maxy; f(t) = maxeeoq] f ((pj (t)).
Analogamente definiamo il minimo vincolato.

DEFINIZIONE 3.18: Definiamo massimo assoluto di f: R™ 2 U — R il valore
max{maxy f,maxyy f}.

Osservazione: In due variabili, il vincolo é rappresentato da una equazione b(x,y) = 0.

Dunque il massimo vincolato non ¢ altro che maxpy y)=o f (%, y).

Ora, se riesco a scrivere b(x,y) = 0 © y = g(x), calcolare il massimo vincolato é semplice,
poiché max(yy)=o f (x,¥) = max f (x, g(x)), dove f (x, g(x)) ¢ una funzione di una variabile.
In generale, pero, ¢ difficile scrivere questa y = g(x), quindi mostriamo un metodo univoco per
risolvere problemi di massimo e minimo vincolato.

METODO DEI MOLTIPLICATORI DI LAGRANGE: Sia f: R" 2 U — R.
Allora x;, € U & punto di massimo (minimo) vincolato da b(x) = 0, dove b:R" 2V - R
soddisfa le ipotesi di Dini, se e solo se 31 € R tale che la Lagrangiana
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A(x, ) = f(x) — Ab(x)
ha derivate nulle rispetto a x4, ..., X,, 4, cioe:
VA(x,A) = 0.

Dimostrazione:
Per semplicita, facciamo la dimostrazione solo nel caso n = 2.
=) Per il teorema del Dini, abbiamo che b(x,y) = 0 & y = g(x) per una certa funzione

g:R- R

Dunque abbiamo che f(x,y) = f(x, g(x)) in un intorno di x,.

Ora:

05 f (%, 9(x)) = 0, f(x,¥) + 0, f(x,¥) - g'(x) = 0

dxb(x,g(x)) = 0,b(x,y) + dyb(x,y) - g'(x) = 0,
percid troviamo che il vettore v = (1, g'(x)) & ortogonale a Vf e a Vb.
Poiché Vf e Vb sono ortogonali allo stesso vettore in R?, allora sono paralleli, dunque
JA tale che Vf — AVb = 0, cioé V(f — Ab) = 0, cioe VA(x,y,1) = 0.
&) Abbiamo che b(xy,y) = 0, dunque Vf(xq,yy) = 0, cioeé che (xg,y,) € un massimo o un
minimo vincolato da b(x,y) = 0.

DEFINIZIONE 3.19: f si dice omogenea di ordine k se f(1x) = Af(x) VA € R.

PROPOSIZIONE 3.13: f: R"\{0} = R, f omogenea di ordine k e derivabile = d, f ¢ omogenea
di ordine k — 1 per ogni j.

Dimostrazione:

fQx1, e, A27) = AF (1, e, Xn) = A0y f (A, o, ) = A0y f (4, 1, X))

Dividendo per A abbiamo la tesi.

|

IDENTITA DI EULERO: Se f & omogenea di ordine k, allora:
(VfGOx) = ) x50, f() = k- fQ0).
Dimostrazione: i
f(Ax) = Akf rgx), dunque uguagliamo le derivate rispetto a A dei due membri:
fOR) = ) 00 f () 5
j=1
0; ()lk f (x))] = kA*"1f(x), dunque ponendo A = 1 si ha la tesi.
[
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4 EQUAZIONI DIFFERENZIALI

DEFINIZIONE 4.1: Q € R™*2 = R, X R"*! aperto connesso.
Definiamo equazione differenziale di ordine n > 1, F: Q1 — R continua,

F (t,u(t), ...,u(”)(t)) =0,cont €l eu(t) € C*(I), 1 < Q piccolo intervallo.
Se u(t) con tali caratteristiche soddisfa F (t, u(t), ..., u(n)(t)) = 0, diciamo che u(t) & soluzione

dell’equazione differenziale F.

DEFINIZIONE 4.2: Definiamo forma normale di un’equazione differenziale la scrittura
u™() =6 (t,u(t), s u(”_l)(t)), dove G: w = R & continua, w S R; X R aperto connesso.

PROPOSIZIONE 4.1: Si puo passare dalla forma normale di un’equazione differenziale di ordine
n,u™(t) =G (t, u(t), ..., umb (t)), a un sistema di equazioni n X n, U’ = f(t, u).

Dimostrazione:
uy (1) _
Poniamo u(t) = ( ), dove u;(t) = uU~D(t). Dunque u(t) =ujp (), j=1,..,n—1
Uy (¢)
Se j =n,un(t) = (u™ V() = 6(t,U()). Quindi:
uz.(t)
7'(t) = un:(t) = f(t,0),
G(t,u)

dove u:I —» R™, u(t) € C*(I; RM).

DEFINIZIONE 4.3: Il sistema di equazioni differenziali di ordine 1 u'(t) = f (t,U) si dice
autonomo se f non dipende da t.

o A
=1y

DEFINIZIONE 4.4: A € M(n, C). Definiamo e4 =Y,

Osservazioni: 4 € M(n, C).
o 40 =]
o 1,5 €ER = eAl+s) = gAtp4s

d
° _eAt — AeAt
dt

e In generale e41*42 = e41e42 ma l'uguaglianza vale se 4,4, = A, 4.

PROPOSIZIONE 4.2: 11 sistema di equazioni di ordine 1, u'(t) = Au, dove A: R" - R", ha per
soluzioni le u(t) = vye4t, con v, € R.

Dimostrazione:

Sia v(t) = e~ 4tu(t).

d
V() = (d—e-At)u(t) +e Aty (1) = —Ae~4tu(t) + e At W (t) = 0 = v(t) = vy =
t =Au(t)
18



= u(t) = vyelt, tesi.

DEFINIZIONE 4.5: Se ¢: I —» R", definiamo [ ¢(s)ds = ([ ¢,(s)ds, ..., [ @,(s)ds).

u (t)
LEMMA 4.3: u € C1(I; R"), I € R" intorno di t,, u(t) = ( ), u(ty) = uy,
Uyn (8)
filx]={EnIt—tol <ally —uoll <b}
u'(t) = f(tu®)

u(t) e soluzione del sistema di Cauchy {
u(to) = uot

vt e Lu(t) =uy+ ff(s,u(s))ds.

Dimostrazione:
ui(t) = fj(t, u(t)) = u;(t) —ui(ty) = ftl; u;(s)ds Vj, dunque per la definizione precedente ho

la tesi.
]

TEOREMA DI CAUCHY-LIPSCHITZ: t, € R, u, € R™.
fIx]={tIt—tol <ally —ull < b}, u(ty) = ug, f € C* ed & Lipschitziana rispetto a J,
cioe 3L > 0|[|f(t,w) — ft, VI L Lllu—v|[Vte,u,ve] =
=3AT > 0,3y(t):(t, — T, t, +T) > R" € CO((to —T,ty + T)) tale che vale
t

y© =g+ [ (5,9()ds
t

Dimostrazione:

VT < a, {y(®) € C([to — T, to + T R™)| supje—¢ol<rly(6) —uollco < b} = B.

Sia K(y) = uy + fttof(s,y(s))ds Vy € B.

Cerchiamo K in modo che K: B — B sia una contrazione: in questo modo avremmo che
Jy(t) € B tale che K(y(t)) = y(t), cioé la tesi.

Cerchiamo T > 0 per cui K: B — B.

1K) —uollco < sup IKG(®) —uoll = sup j £(5,y(s))ds

[t—to|<T [t—to|<T

< sup f”f(s y(s))ds” < sup M(t—to) =TM < b,
[t—tol=
dove M = supyeixjllf (& W, dunque basta porre T < E

Vediamo per quali T > 0, K & contrazione:
t

1K) = KkDleo = sup || [ (£(5,5(5)) = F(s.7)) ds

t—to|<T
0
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< sup f||f(s y(s)) = f(s,5())||ds < L sup Jlly(s) F(Sllds < LT|ly = 7l co-

Dunque K e contrazione se T < %
Scegliendo 0 < T < mln( ) si ha la tesi.
LEMMA DI GRONWALL: v(¢) € C([0,T]), ¢(t) € C([0,T]), o(t) = 0. Allora, se A # 0,
; t
v(t) <A+ f @(s)v(s)ds = v(t) < Aelo ¢S)ds
0
Dimostrazione:
Siaw(t) =A+ f0t<p(s)v(s)ds, dunque w(t) € C*(0,T) N C([0,T]) e v(t) < w(t).
w'(t) = e(t)v(t) < @(t)w(t). Mostriamo che w(t) < W(O)efot"’(s)ds (e avremmo la tesi, in
quanto w(0) = A e v(t) < w(t)).
Sicuramente w(0) # 0.
Sia y(£) = w(0)el P9 = (1) = 0 vt.
(W(t)> w Ox©) — X' Ow®) _ e@OwOx(®) — eOxOw®) _
x(@®) X2 () B X*() ’
poiché w'(t) < p(®)w(t) e x'(t) = ¢(t)x(t), dunque la funzione % ¢ monotona decrescente,
e quindi W((;) < W((:)))) 1=>w() <xy@) = W(O)ef ¢()As tagi.
COROLLARIO 4.4: La soluzione locale di un problema di Cauchy che soddisfa le ipotesi del
teorema di Cauchy-Lipschitz e unica.
Dimostrazione:
Se y(t) e ¥(t) soddisfano y(t) = uy + ftz f(s,y(s))ds, allora:
t
y® =50 = [ (F55() - £(5.33)) ds = lly(® - 50l =
to
t t
= ||| (s.7) = £ls.569)) as|| < . [ Iy(s) - 3las,
to tO
dunque, se v(t) = ||ly(t) = y(®)||, si hachev(t) <L ft v(s)ds = v(t) < l + ft Lv(s)ds vn.
t (t-to)
Per Gronwall, si ha che v(t) < %effoL _ vn, dunque v(t) = 0 Vt, cioe y(t) = y(t).

Esercizio: Trovare la soluzione y(t): R = R del problema di Cauchy
{y +a(t)y =b(t) .

y(to) = Yo
Dimostrazione:

Sia A(t) tale che A’(t) = a(t). Moltiplico 'equazione del problema per e
20
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e4®y" + e4Oq(t)y = e4Op(t), dunque integrando si ha:

d
=4 (yeaw)

t t
y(t)ed® — y(t,)edto) = feA(s)b(s)ds = y(t) = yeAto)=Al) 4 o—AWM) feA(S)b(s)ds,

to to
che e dunque la soluzione (unica) del problema.

TEOREMA 4.5: Dato il sistema g (xz )f Ex;]y)’ con f definita su D aperto e Lipschitziana di
0) = Yo

costante L rispetto a y, allora esiste una soluzione del sistema su (x, — a, xy + ), dove

a= rmn{ M} dove M = maxy, f.

Dimostrazione:

Sia T(y) = y, + fotf(s,y(s))ds, con T: CO([xg — a,x¢ + @]) = C°([xo — @, X + a]) (in quanto

a < % e dunque T mappa C°([x, — @, xy + a]) in se stesso).

Siay; = T(yo) = to + fotf(s, ¥o(s))ds. Allora:
t t
ly1(t) — ¥ol = ff(s,yo(s))ds < fM = Mt.
0

Sia y,(t) = yo + f f(s, yl(s))ds Allora
LM t2

Y20 = 3 (O] = f 1F(5,y0) — f(s, yDlds < L f Y1 = yolds <

In generale poniamo yy,1(t) = T(yn (t)) e dunque si pud vedere che:
Lthn
Yns1(8) = (O] £ ——.

Mostriamo che y, e di Cauchy:sen > k > 1siha

o LM
suplye(H) — (O < ) =<,
m=k |

dunque y, converge nello spazio delle funzioni continue a un punto fisso di 7, da cui la tesi.

I —
TEOREMA DI ESISTENZA DI PEANO: Dato il sistema {i (x_)f Sx;}y ). con f definita su K,
0) = Yo
(come nel teorema di Cauchy) e continua, esiste una soluzione del sistema in [x, — @, xy + ],

b
dove a = {a, E}’ dove M = maxg, , f.
Dimostrazione:
Per Stone-Weierstrass e per compattezza di K, 5, ho che 3f,, 3 f, con f,, € C*.

Considero i problemi di Cauchy {y n = fo (%, Yn)

Y (X0) = ¥o

successione di soluzioni y,, definite su [x, — a, xy + a].

e trovo (per il teorema precedente) una

Le y,, sono limitate perché a valori in [y, — b, y, + b] e anche le derivate lo sono, in quanto
Iyn’| = |fn(x'Yn(x)| <M.
Dungque y, soddisfa le ipotesi di Ascoli-Arzela e dunque El{ynk} < Wty 3 V.

Vediamo che y e effettivamente soluzione del problema iniziale.
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3G =70+ [ Fals3n(5)ds =y =0+ [ foy (5 (52) s,

Xo _)3_] X0

[y F(sy(s))ds
in quanto per convergenza uniforme si puo passare sotto il segno di integrale e poiché
fn(S, )’n(s)) 3 f(X,)_/(x)), in quanto:

|fn(x' Yn(x)) - f(x' )_/(X))l = fn(xr yn(x)) - f(x' yn(x)) + f(x' yn(x)) - f(xr }_’(x)) < Ze.

<& <& per uniforme continuita
A
PROPOSIZIONE 4.6: Se A € M(n, R) ¢ diagonalizzabile, cioe 3P|P71AP =
An
et

Allorae4 =P < )P‘l.

e'n
Dimostrazione:

A

Denotiamo C = . Allora A = PCP~1, dunque e/ = ePCP™

A

n
sepmi N (PCPDE O PCIPTY
€ - Z T Z TR
i=0 i=0 '
Ma osserviamo che:

{ o .
) (3
. -
c o An =" (ell )
e = -_— = z = .-. = '.‘ )
i1 i
=" = v k 2 e’n

tesi.

A1
Notazione: Indicheremo con J, j = A 1 il blocco di Jordan k X k relativo a A.
A
0 1
Osservazione: [ j = Al + 0 1 Denotiamo quest’ultima matrice Nj.
0

Notiamo inoltre che le matrici Al e N, commutano, dunque e/4k = e*keNk,

Osservazione: N} ha tutti gli elementi nulli tranne che per la (i — 1)-esima sovradiagonale in
cui ci sono 1. In particolare, N, = 0sei > k.
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PROPOSIZIONE 4.7: e*/4k & una matrice triangolare superiore dove negli elementi della

tA
j-esima sovradiagonale c’e te
Dimostrazione:
e
eJik = eMkeNk = < )eNk. Calcoliamo e«
o0 k-1
—Zle NJ = 1+ N o N 4 N
_j=0]| k j=O]' k 21 k (k—l)'
11 1 1
(1 V5 @)
I P
= | 1|
I 5 |
\ L)
1
Dunque:
2,tA k-1,tA
/e” Loth t°e tt" e \
| 2! (k—1)! |
et]l,k = I . . . tz.etll
. 2!
tetxl
etl

PROPOSIZIONE 4.8: Sia A € M(n, R). Allora la soluzione del problema di Cauchy

y(t) = Ay (D) |
t) = y,etd
{y(o) — ey(t) = o
Dimostrazione:
Interpretiamo il problema risolvendo prima il problema
{g (z)A—B € osservando che y(t) = y,B(t), dove B(t) & la soluzione del nuovo problema, &

soluzione del problema dell’enunciato.
Inoltre la soluzione del nuovo problema & B(t) = e%4, tesi.

Osservazione: Dunque se la matrice A é triangolabile, cioé ha il polinomio caratteristico
completamente fattorizzabile in R[¢t], allora é semplice risolvere il problema di Cauchy della
proposizione precedente.

Anche se p, ha soluzioni in C[t], si procede in modo analogo, ricordando I'uguaglianza

el® = cos(6) + i sen(8).

Ad esempio, se 4 = (_01 (1)), alloraA =P ((l) _Ol) Pl dove P = (1 —11)
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_é =( cos(t) sen(t))

a_ (1 1 (eit 0)
Dunque e _(i —i) 0 e-it —sen(t) cos(t)/

TEOREMA DI PROLUNGAMENTO: Sia f:1 X ] = R" con le stesse ipotesi del teorema di

Cauchy-Lipschitz, e sia y(t) la soluzione del problema di Cauchy associato. Allora si verifica

una ed una sola delle seguenti possibilita:

1) 3T e e Nu(t): [ty — T, to + Tax) = R™, u € C° tale che lim;,r _u(t) € 4], cioé
”“mthmax u(t) — ug || = b, e tale che u(t) & un prolungamento di y(t), cioé u(t) =
y()Vt €[ty —T,t, + Tl;

2) Jul(t) eC 0([t0 —T,ty + a)) prolungamento massimale di y(t).
Dimostrazione:

N[RN[R
~

Riscriviamo il problema di Cauchy in forma integrale:

u(t) =uy + ff(s,u(s))ds.

0
Sia S = {T,|3soluzione u(t): [ty — T,t, + T;) del problema}.

T € S per il teorema di Cauchy-Lipschitz = § # @. Sia Ty,4,, = sups T5.

SeT,, T, €S,0 <T; <T, = esistono due soluzioni, u, (t) per T; e u,(t) per T,, ma per
Gronwall u, (t) = u,(t) Vt < T;, dunque il prolungamento & unico.

Sicuramente Ty, < a; se Tuqx = @, allora verifichiamo la tesi nel caso 2).

Se Thnax < a, allora, per verificare la tesi nel caso 1), mostriamo che ||lirnt P W) — uoll = b.
Poniamo u* = lim;,r,  _u(t), che supponiamo esistere.

Se |[u* — ugy|| < b = per il teorema di Cauchy-Lipschitz esiste una soluzione locale del problema
di Cauchy nell'intervallo (Tyax — € Thnax + €) X (b — 81, b + 6,) S I X ], che per Gronwall
coincide con u(t), dunque u(t) ¢ prolungabile oltre T,,,, assurdo, poiché Ty, 4, = sups T;.

Osservazione: Abbiamo trattato il teorema di prolungamento solo per prolungamenti a destra,
ma in modo del tutto analogo si puo prolungare la soluzione a sinistra.

LEMMA DI GRONWALL 2: Siano ¢(t), a(t): [0,T) — [0, +%), ¢(t) € CL, a(t) € C° tali che
o' (t) <a®)p*(t)con0 < a < 1.

Se fota(s)ds < +o0o Vt € [0,T), allora ¢(t) < 4o Vt € [0, T).

Se [ a(s)ds < M vt € [0,T), allora ¢(¢t) < M’ vt € [0,T).

Dimostrazione:

Se Y(t) = supp<s<t <p(s) abbiamo che:

t

o) < p(0) + j A s < 9(O) + [ AP (s)ds < (0) + $(® j a(s)ds.
0 0
Vediamo che il membro piu a destra & una funzione crescente, dunque abbiamo che

P(t) < p(0) + Yo (8) f a(s)ds.
0
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Applicando la disuguaglianza di Young A' *B* < (1—a)A+aBad = Hx/fot a(s)ds e
B =y (t), si ha:
t

f a(s)ds + ayp(t),

0

a

YO < +A-a)
cioe:

WD) < %+ ] a(s)ds,

0

da cui si ottiene la tesi.

|
Esempio: Dire se la soluzione del problema di Cauchy
y'(©) =2 —y3(0)
lobale.
{y(O) = 2014 ¢ globale
Moltiplicando per y(t), si ha y'(t)y(t) = t?°M*y(t) — y*(t) < t2°1*y ().
2
Dunque, ponendo E(t) = yT(t) e notando che E'(t) = y'(t)y(t), si ha:
E'(t) < ct?°™JE(b),
dove ¢ € R" & una costante.
Per il lemma di Gronwall 2, si ha che E(t) non scoppia in un tempo limitato, dunque anche
y(t) non scoppia in un tempo limitato, dunque la soluzione ¢ globale.
PROPOSIZIONE 4.9: Sia dato il sistema
u'(t) = A(t)u(t) . 0
{u 0 . dove [A(D)]; = ay;(t) € C°(R).
Allora Vu, € R™, 3! soluzione u(t) € C*(R; R™) che & globale.
Dimostrazione:
La soluzione locale 3 ed & unica per Cauchy-Lipschitz e Gronwall. Inoltre:
[RIGIRY : ()1
) = @0 ®) = @®, Au®) < 2401,
2
dunque, se poniamo E(t) = M, per la variante 1 di Gronwall si ha che:
E(t) < E(O)ef(fZIIA(S)IIds'
ma poiché | OtllA(s) |l[ds < +oo Vt, si ha che E(t) e quindi u(t) non scoppia in un tempo finito.
Dunque per il teorema di prolungamento la soluzione e globale.
|

Osservazione: Per la proposizione precedente, il sistema
u'(t) = A(t)u(t)

{u(O) = u,

Uy = €y, ..., ey, dove {e4, ..., e,} & una base di R".

Denotiamo f;(t), ..., fn(t) le soluzioni di questi problemi, cioe f;(0) = e; e f/ = Af; Vj.

, dove [A(D)];; = a;;(t) € C°(R), ha soluzione Vu, e quindi in particolare per
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DEFINIZIONE 4.6: Definiamo matrice Wronskiana di f la matrice
f 1 f n

m-1 f<r{—1)'

1 n

DEFINIZIONE 4.7: Definiamo Wronskiano di f
W (t) := det(@(1)).

Osservazione: det(I + €A) =1+ e-tr(A) + o(g) see - 0.

LEMMA 4.10: det(e?) = et"@,
Dimostrazione:

k
. . A . . .. ,
Definendo e4 := lim;,_, (I + =) (si pud mostrare che questa definizione coincide con laltra),
k k p q

allora:
k

det(e?) = det| lim (I + é)k = lim 1+ ltr(A) = etr(4)
k—oo k k—o0 k .

LEMMA DI LIOUVILLE: W' (¢) = tr(A(£) )W (¢).
Dimostrazione:
Sia t, € R.
fi@®) = fi(to) + fi (€0) (t — to) + o(It — tol) = fj(to) + A(Eo)fj(Eo) (& — to) + (It — to) =
= (I + A(to) (t — o)) fj(to) + oIt — to]).
Poiché Vj ho questa rappresentazione, allora:
®(t) = (I + Ato)(t — o)) P (to) + o(It — to),

quindi:
W (e) = det(@(6)) = det (1 + A(to) (t — o)) D (o) + o(It — £])) =
= (1+ (t - to)tr(Ate)) ) W (o) + o(It = o).
Ma allora:
W(tz - Z/(t") = tr(A(te))W (o) + 0(1) = W' (to) = tr(A(te))W (to).

Poiché questo discorso puo essere ripetuto V¢, € R, ho la tesi.

COROLLARIO 4.11: Se ey, ..., e, € una base di R", allora W(t) # 0 Vt € R, cioe le f;(t) sono
linearmente indipendenti.
Dimostrazione:
Poiché W'(t) = tr(A(t))W(t), integrando si ha:

W(t) — W(O)ef; tr(A(s))ds'
ma poiché W (0) = det(®(0)) = det(f,(0)| ... |, (0)) = det(ey] ... |e,) = det(I) = 1e
I'esponenziale non & mai 0, allora W (t) # 0 Vt.
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u'(t) = A(®)u(t)

n
u(0) = g ,cong ER

PROPOSIZIONE 4.12: u(t) e soluzione del problema di Cauchy {

() = A f:(t
S 3Acy, ., Cplu(t) = i fi(O)+... +c, f,,(t) YVt € R, dove {fj ®) Of® ede, .., e, ¢ una
fj(o) =€
base di R™.
Dimostrazione:

L’implicazione da sinistra a destra ¢ ovvia prendendo c¢; in modo che g = ), c;e;.
Vediamo il viceversa.

Abbiamo che g = Y. ciey e la scelta dei ¢, & unica. Sia U(t) = Y, ¢ fi (t).
Vediamo che U(t) e soluzione del problema di Cauchy, poiché:

fi®) = AWF® = U'©) = ) afi®) = ). ad©fi(©) = AOU,

ma per l'unicita della soluzione globale si ha che U(t) = u(t).

PROPOSIZIONE 4.13: Tutte e sole le soluzione dell’equazione
y® +a,y® V4 +a,y=0
sono del tipo Y7 ; c;e*it, dove i c; sono costanti e i A; sono le soluzioni dell’equazione
caratteristica
y*+ a;y*+... +a, = 0.

Se una radice A ha molteplicita r, allora le soluzioni corrispondenti sono e?t, tet, ..., t"~te?t,
Dimostrazione:
Vediamo che effettivamente sono soluzioni.

Se le radici hanno tutte molteplicita 1, allora:

(e’lit)(n) + al(elit)(n_1)+...+an(e’1it) =Mt (A" + A7 M+ +a,) = 0.
Se invece A ha molteplicita 2:
n

W(te“) = nA" e + Atet =

=y® 4+ q,y® Dy ta,y = A+ a A 4. at) + (A 4 g (n — DAY 24 +ay,)
Ma il primo addendo ¢ 0, e il secondo anche perché non ¢ altro che I'espressione

y™ + a;y" 1+... +a, derivata una volta, e poiché la radice aveva molteplicitd 2, annulla anche
la derivata prima.

Analogamente se la molteplicita e .
Dungque ho trovato n soluzioni linearmente indipendenti, e per il teorema precedente (ponendo

y
yl
u= . ) so che lo spazio delle soluzioni e:
y(n_l)
S 7'1—1
Z Z cyt/e™t,
i=1 j=0

con ¢;; € R, 4; soluzioni dell’equazione caratteristica e 1 +... +7; = n.
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METODO DELLA VARIAZIONE DELLE COSTANTT: Consideriamo ’equazione differenziale
u'(t) = A®u(®) + F (o),
con A(t) matricen Xne F: R - R™.

Siau(t) = c;(O)f(O)+...+c,(t) f,,(t), dove {

Allora:
u'(t) = c1(Ofi(O+... +cn(Of (O + f{ (O (D +... +f (D cn(B) =
= (O fi®)+... +cn () f () + (DA f1 (D) +... +c, (DA f(¢).
=A(t)u(t)
Mau'(t) = A@®)u(t) + F(t) = c; () i) +... +cn (O fn(t) = F(2).
Risolvendo quest’ultimo sistema n X n, si trovano i ¢;(t), da cui, integrando, si trovano i ¢;(t).

(@) =A®f; (t)
f;(0) = ¢;

Sostituendo queste funzioni in u(t), si trova lo spazio delle soluzioni.

METODO DELLA VARIAZIONE DELLE COSTANTI PER EQUAZIONI: Consideriamo
I'equazione differenziale
y® 4 q,y® Dy ta,y = f(8).

Le soluzioni saranno del tipo S + ¥,,, dove S ¢ lo spazio delle soluzioni dell'omogenea associata e
Yp € una soluzione particolare.
Per trovare una soluzione particolare, trasformiamo ’equazione in un sistema di equazioni di
ordine 1 e applichiamo il metodo della variazione delle costanti; otteniamo il sistema:

cifit...+enfu =0

c{f1’+. tenfn=0

£+ et = £

dove fi, ..., f sono le soluzioni particolari.
Definiamo Wronskiano delle funzioni fi, ..., f,

fi f2 fa \
W(t) = det fl fz iy / !
f1(n_1) fz(n—l) fn(n—l)

Poiché le funzioni f;, ..., f, sono linearmente indipendenti, allora si puo vedere che W(t) # 0
Vt.
Dunque utilizzando la formula di Cramer, si ha che:

, w;(t)
(t) = ;
0
dove W;(t) & la matrice W (t) in cui si & sostituito all’i-esima colonna il vettore 0
f(@®)

Dunque si ha che:

7o(6) = Zﬁ(t) [ e
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DEFINIZIONE 4.8: Diciamo che z(x) ¢é sottosoluzione (soprasoluzione) dell’equazione
differenziale y' = f(x,y(x)) sez'(x) < f(x,z(x)) (z'(x) = f(x,z(x))).

,convyg < Uy =>v U Vx = xp.

! — 12 <
PROPOSIZIONE 4.14: Se {” flou) {v < f(x,v)

u(xo) = ug v(xo) = v
Dimostrazione:
Supponiamo che per assurdo 3¢ > x,|v(§) — u(é) > 0.
Per il teorema di esistenza degli zeri, ho che 3xy, ..., x, fra xy e & in cui v(x;) = u(x;).
Scelgo, fra gli x;, quello pit vicino a ¢, sia esso ¢*.
Dunque v —u > 0 Vx € (¢%,¢]. Ora:

X

vV—u < f(x,v)—flxu) = f(v’ —u') < f(f(x,v) —f(x,u)) =
& &

= v(x) —ulx) — (v(E) —u(E)) < jlf(x, u) — f(x,v)| < Lsuplu(x) —v(x)|-[&" — x|,
£

in quanto f e Lipschitziana rispetto alla seconda variabile.
Ma v(§") = u(§") = v(x) —u(x) < Lsuplu(x) —v(x)|-[§" —x|.
Poiché v — u & positiva nell’intervallo (¢*, €], allora:
lv(x) —u(x)| < Lsuplu(x) —v(x)|-[§" — x|
Scelgo un x € (&7, &] abbastanza vicino a £*, tale che L|¢* — x| < 1; allora:
sup|v(x) — u(x)| < suplu(x) — v(x)|,
da cui un assurdo.

DEFINIZIONE 4.9: Diciamo che u* € R" é punto di equilibrio per il sistema di equazioni
differenziali u’ = f(u) se f(u*) = 0.

DEFINIZIONE 4.10: u* € R™ e punto di equilibro stabile (secondo Lyapunov) del sistema
{u' =fw

u(0) = u se Ve > 036(g) > 0]|lug — u*|| <6 = Ju(t) € C°([0, +); RM)||lu(t) — u*|| < e.
= U

DEFINIZIONE 4.11: u* € R" si dice punto di stabilita asintotica se e di equilibrio stabile e

t—oo
lu(t) —u*|l — 0.

TEOREMA 4.15: Se f'(t) = A & tale che 30, > 0|V € Sp(4), Re(1) < —a, allorase u* &

punto di equilibrio del sistema {u =/ (u)’ u” & punto di stabilita asintotica.
u(0) =uo
Dimostrazione:
u'=fw=fW)+Au—-u)+o(lu—-ul) =A@ —-u") +r),

———
=0

dove r(u) € o(||lu — u*|]).
Poniamo v = u — u*. Allorav' = u'.
Dunque v' = Av+r(v+u*), conr(v +u*) € o(||v]).
Inoltre v(0) = uy — u* == vy e R(v) :==r(v + u”).
Allora abbiamo:
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{v =Av + R(v)
v(0) = v,

2
(v',v) = (” vl ) quindi facendo il prodotto scalare con I’altro membro, si ha:

2 1A
<”vZ” ) = (Av,v) + (R(v), v).
eo(|lv|l?)

Ma (Av,v) < —a,||v]|? = (4v, v) +o(Iv||?) < —00 lv]|?, dunque ponendo E(t) :=
E'(t) < —? S llv(l? = —UoE(t) = E(t) < E(0)e™ ¢,
quindi ||E(t)|| - 0, da cui |[|[v(t)]| = 0, cioé ||lu(t) — u*|| - 0.

Ivll?,

DEFINIZIONE 4.12: Definiamo integrale primo del sistema y’ = f(y) una funzione H(t) tale
che H(y(t)) = ¢ Vt, dove c € una costante.

Osservazione: Se H(t) & un integrale primo di v(t)’' = f (v(t)), allora (VH, f(v)) = 0.
Infatti H(v(t)) = ¢ = (VH,v') = 0 = (VH, f(v)) = 0.

Dunque I'integrale primo rappresenta le curve di livello delle soluzioni del problema
differenziale e aiuta a stabilire la forma delle traiettorie vicino a un punto fissato.

PROPOSIZIONE 4.16: Se u” = f(u) e g é tale che g'(u) = f(u), allora un integrale primo per

I'equazione differenziale & H(vy,v,) = = — g(vy).
Dimostrazione:
Se v(t) = (Z;Eg) - (;‘%) > H(w(D) = — fwu’ = 0.

Esempio: Studiare la stabilita in (0,0) dell’equazione u" = sin(u).
2
Secondo la precedente proposizione, si ha che un integrale primo ¢ H(v) = %2 + cos(vy).

Se v, e v, sono vicini a 0, allora

2 2
(Z (' vl
—+cosv ~1l+e=>———=c¢,
2 _.(_12 2 2

U1

~1-—-

dunque le traiettorie vicino a 0 sono delle iperboli.

Esempio: Studiare la stabilita in (0,0) dell’equazione u" = — sin(u) (equazione del pendolo).
Analogamente a prima:
v2 v: v?
72—005(7712) ~ —1+£:>?+?1= g,
~_1+_1

2
dunque le traiettorie vicino a 0 sono ellittiche (e dunque il moto & periodico).
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5 MISURA DI PEANO-JORDAN E INTEGRALE DI
RIEMANN

DEFINIZIONE 5.1: Sia Q un insieme. Definiamo algebra su Q un sottoinsieme & S P ({2) con le
seguenti proprieta:

e PEFONEF

e ABEF=>AUBANBO\AESF.

DEFINIZIONE 5.2: Un’algebra su () si dice o-algebra se & chiusa per unione numerabile, cioe

Ay oAy €F = UAl- €.
i=1

DEFINIZIONE 5.3: Sia & un’algebra su (). Definiamo misura una funzione m: & — [0, +o0] per
cui vale il principio di additivita, cioe:
A, Az €, AN Ay = 0= m(AL UA;) =m(4y) + m(A4y).

Osservazione: Dunque se Ay, ..., A, € F, Aj N A = OVi # j = m(UiL; 4;) = XLy m(4)y).
Inoltre A € B = m(A) < m(B), poiché B = AU (B\A) = m(B) = m(4A) + m(B\A) = m(4).

DEFINIZIONE 5.4: Sia & una o-algebra su (). Definiamo ¢-misura una funzione m: § — [0, +o0]
per cui vale il principio di o-additivita, cioé:

Alr ...,An, ... € %,Ai ﬂAJ = @Vl ¢] = m<UAl> = Zm(Al)
i=1 i=1

i=
DEFINIZIONE 5.5: Definiamo intervallo I = [a4, b;] X ... X [a,, b,] € R™, con a;, b; € R Vi.

Osservazione: L’insieme degli intervalli non e un’algebra, infatti ad esempio 'unione di due
rettangoli non e in generale un rettangolo.

DEFINIZIONE 5.6: Definiamo misura di I = [a,, b;] X ... X [a,, b, ] € R,

j=1

Osservazione: Dunque, se I € R", ] € R™ sono intervalli, allora m(I x J) = m(I)m(J).

DEFINIZIONE 5.7: Diciamo che A € R™ ha misura di Peano-Jordan 0 se Ve > 0 3 un
ricoprimento A © U?’zl I;, con [; € R™ intervallo Vj, tale che ij=1 m(lj) <e.

Osservazione: Un punto ha sempre misura 0.
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LEMMA 5.1: Se A € R™ ha misura 0, allora, se I € R™ & un intervallo, A X I € R™**™ ha misura
0.

Dimostrazione:
Ve >0, a{lj}j_vzl famiglia di intervalli di R" tali che 4 € U}_, I e X3, m(J;) < e.

Allora {I; x I }?’:1 ¢ una famiglia di intervalli di R™*™ tali che A x I € U}_,(I; xI) e
N

Z m(lj X I) = ZN: (m(I]) -m(I)) =m(I) -Zm(lj) <m(l)-e,

j=1
dunque ho la tesi perché m(I) < +oo.

]
COROLLARIO 5.2: Se I € R" ¢ un intervallo, allora m(dI) = 0.
Dimostrazione:
Poiché la frontiera di un intervallo & unione di segmenti, che sono a loro volta prodotti di un
punto per un intervallo, e che quindi per il lemma precedente hanno misura 0, ho la tesi.

[

Osservazione: Se m(A) = 0e B € A, alloram(B) = 0.

DEFINIZIONE 5.8: Se 14, ..., I, € R™ sono intervalli, definiamo pluriintervallo [ = U{-‘zl I;.
Osservazione: L'insieme di tutti i pluriintervalli & un’algebra.

DEFINIZIONE 5.9: 4, B € R" si dicono quasi disgiunti se m(4A N B) = 0.

Osservazione: Un pluriintervallo e unione di un numero finito di intervalli quasi disgiunti.

DEFINIZIONE 5.10: Sia I = [aq, b;] X ... X [ay, b,] S R™ un intervallo.
SiaiPk = { ap = xék) < xfk)

Ay j = [x](k)l, j(k)], conl <j<n.

<...< x(k) = bk} una partizione del k-esimo intervallo e denotiamo

Definiamo P = {A =Apj, X .. XDy lji €{1,...,n;} Vi} partizione dell’intervallo /.

PROPOSIZIONE 5.3: Sia I € R™ un intervallo, I = U%. j=11j, con gli I; quasi disgiunti.
Alloram(I) = Z?’zl m(Ij).

Dimostrazione:

Scegliamo una partizione P di [ tale che I; = Uxc I A Vj.

Quindi se A & [;, allora m(A N Ij) = 0.

Dunque m(lj) = ZAg,j m(A).

Ma poiché m(I) = Y pep A, si ha:

m(l)=Zm(A)=iz Zm(l)

AeP
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PROPOSIZIONE 5.4: Se I € R™ é un pluriintervalloe I = U?’=1 I, = U?’I:I |, con gli [; quasi
disgiunti e gli I, quasi disgiunti, allora Py m(l;) = Py m(T).
Dimostrazione:
Si procede come prima prendendo una partizione di I che contiene esattamente gli ; e gli .
|

DEFINIZIONE 5.11: Definiamo misura di un pluriintervallo come la somma delle misure degli
intervalli disgiunti che lo costituiscono.

Osservazione: Abbiamo visto che & una buona definizione.

DEFINIZIONE 5.12: A € R"™. Definiamo misura esterna di 4
m*(4) = inf m(P)

dove P e un pluriintervallo.

DEFINIZIONE 5.13: A € R". Definiamo misura interna di A

m,(A) = supm(P),
PCA

dove P e un pluriintervallo.

Osservazione: La misura esterna ¢ subadditiva, cioé se A N B = @, allora
m* (AU B) <m*(A) + m*(B).
Infatti Ve > 0, trovo P 2 A e Q 2 B pluriintervalli tali che m(4) < m(P) < m(4) +ce
m(B) <m(Q) < m(B) + «.
Ma allora P U Q 2 A U B, dunque:
m(AUB) <m(PuUQ)=m(P)+m(Q) <m(A) + m(B) < 2e.
Ma poiché ¢ & arbitrario, allora m(A U B) < m(A4) + m(B).
Analogamente la misura interna e superadditiva.

DEFINIZIONE 5.14: A < I,,, con I, intervallo di R", si dice misurabile se m*(4) = m,(4).

INSIEME DI CANTOR: Se A c R, denotiamo A + n := {a + n|a € A} e AA := {Aala € A}
Sia C, = [0,1].
. =S y(2 4L
Definiamo Cj 41 = > U (3 + 3) c Cy Z’k > 0.
Non ¢ difficile vedere che m(Cy1) = gm(Ck).

C == ﬂ Ck'
k=1

k
Osservazione: m*(C) < inf, m(Cy) = inf} (;—k) = 0em,(C) = 0, dunque C & misurabile e
m(C) = 0.

Definiamo insieme di Cantor:

33



Osservazione: C non & un pluriintervallo, poiché se C = U¥_, I, con I, = [ay, Bi], allora
C° # @, assurdo, poiché altrimenti avrebbe misura non nulla.
Dunque notiamo che i pluriintervalli non sono gli unici insiemi misurabili.

FUNZIONE DI CANTOR: Sia f,(x) = x Vx € [0,1].

Definiamo:
s 1
fi.(3x) seOSxS§
1 1 2
fk+1(x)=§<1 se§SxS§
2 2
k1+3fk(x—§) se§SxS1

Si puo vedere che f; e di Cauchy, dunque f, 3 f. Questa f, che & continua perché limite della
convergenza uniforme di funzioni continue, si chiama funzione di Cantor.

Nel seguito, I, € R" sara l'intervallo massimale in cui lavoreremo.

PROPOSIZIONE 5.5: A € I, e misurabile & Ve > 0, 313, I, pluriintervalli, I; € A € I, tali che
0 <m(l,) —m(,) <e.

Dimostrazione:

Le due implicazioni derivano direttamente dalla definizione di insieme misurabile.

PROPOSIZIONE 5.6: A € I, & misurabile © m(dA) = 0.
Dimostrazione:
=) A misurabile e ¢ > 0 = 33, I, pluriintervalli, I; € A C I, tali che 0 < m(l,) — m(l;) < &.
Per I; e I, esiste una partizione P taleche A€E P = AC ,vm(Anl,) =0.
MaseAcS L, =>AcL,v(ASL,Am(AnIL) =0).
Siaa={A€eP|Ac,Am(ANnI;) = 0};allora 0A S Upey A e dunque:
m(04) <m (U A) _ Z m(d) = m(l,) —m(ly) < ¢,
A€a A€a
da cui m(04) = 0.
&) Sia ¢ > 0. m(0A4) = 0 = 31, ..., I}, intervalli che coprono 94 e m(Uj Ij) < e.
Sia J, un intervallo che copre A. Allora ] = J, U (U j Ij) e un pluriintervallo che copre A.
Sia P una partizione tale che:
p= ] avi
AEP
ANI;=@
cioé tale che partizioni ogni intervallo /;.
Definiamo A = {A € P|[Ac U; [} e Q = {A € P|A S int(A)}.
Siano P; = Upea A e P, = Upenuvq 4; allora P,\P; = U; [; 2 04, da cui:
m(P) —m(P) = > m(l) <,
J
quindi per la proposizione precedente abbiamo la tesi.
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DEFINIZIONE 5.15: f: I, = R™ si dice assolutamente continua se V& > 0, 34 tale che
1m(l) < 6:>Z 1m(f(1)) <e.

PROPOSIZIONE 5.7: Se A ha misura O e f: A = B ¢ assolutamente continua, allora
m(f(4)) = 0.

Dimostrazione:

m (£(1;)) <

||'M2

N N
m(4) = 0= Ve > 0,35 > 0 Ulj ;A,Em(zj) <5>
j=1 j=1
(per assoluta continuita), dunque m(f(4)) = 0.

|
Osservazione: In generale se f non e assolutamente continua, la proposizione precedente non
vale.
PROPOSIZIONE 5.8: Se f € C(Iy; R), allora f & assolutamente continua.
Dimostrazione:
Sia XY, m(1;) < &, dove gli I; sono intervalli.
Sia 1 = a9, 6] x .. x [a, 5] v
Sia M = max,, f'. Allora
N
Zm (1)) < z M (1) = MY (L) < MY,
] =1 '= j:]_
da cui la tesi.
]

PROPOSIZIONE 5.9: I C I, misurabile e f: R™ — R" assolutamente continua e invertibile, con
f~! continua = f(I) & misurabile.

Dimostrazione:

Abbiamo che, se f(I) = K, f(dI) = 9K, e f~1(dK) = al.

Dunque, poiché m(dl) = 0, EI{I]-} ricoprimento di d/ tale che };; m(lj) < 4.

Ma allora m(9K) = }.;m ( f (IJ)) < & per assoluta continuita.

DEFINIZIONE 5.16: Sia f: I, — R limitata. Sia P una partizione di [y, P = {A}, coni A
intervalli.
Definiamo somma superiore di f secondo P:

S(P.f) = )" (sup £ ) m(a)

Aep XEA

e somma inferiore di f secondo P:

s(P.f) = ) (inf F)) m(®),

A€P

Osservazione: Se P e Q sono due partizioni qualsiasi di Iy, allora s(P, f) < S(Q, f).
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Dunque supp s(P, f) < infp S(P, f).

DEFINIZIONE 5.17: f: I, = R si dice integrabile secondo Riemann (f € R(,)) se
supp s(P, f) = infp S(P, f). In tale caso, si scrive che:

sups(P, f) =infS(P,f) = | f(x)dx.
P P Iy

PROPOSIZIONE 5.10: f — flo f(x)dx & un operatore lineare.

PROPOSIZIONE 5.11: Se Ve > 0 3P partizione tale che 0 < S(P, f) —s(P,f) < e = f € R(l,).
PROPOSIZIONE 5.12: f € C°(I,) = f € R(l,).

LEMMA 5.13: f: I, — R integrabile secondo Riemann = I'(f) := {(x,f(x))|x € IO} ha misura 0.
Dimostrazione:
Ve> 03P = {Aj}?]=1 tale che 0 < S(P,f) — s(P, f) < e.Siam; = miny, f, M; = max,, f.

0 < |y x [y ] = m(rr) < ) m(a; x [my, 1) = ) m(a) (4, ~m)) =
' =S(P,f)—s(P,f) <e. ] ]

|
LEMMA 5.14: f1, f2: 1o = R, f1, 2 € R(Ip), f2 < fi = {(, y)|x € Iy, fr(x) <y < fi(x)} &
misurabile.
Dimostrazione:
Segue dalla PROPOSIZIONE 5.6 e dal precedente lemma.

|

DEFINIZIONE 5.18: Un insieme del tipo {(x, y)|x € Iy, f2(x) <y < fi(x)} si dice normale.

DEFINIZIONE 5.19: K c I, compatto misurabile, f: K — R.
Sia F(x):1, » R tale che:

K

Flx) = f(x)sex €

) { 0 sexé&K

Allora f si dice integrabile secondo Riemann se F & integrabile secondo Riemann in .

Indichiamo l'integrale di f in K come [, f(x)dx := flo F(x)dx.

Notazione: Indichiamo con yk(x) la funzione caratteristica di K.

PROPOSIZIONE 5.15: K © I, & di misura 0 & [, yx(x)dx = 0.
Dimostrazione:
&) Ve, possiamo trovare una partizione P = {I;} di I, tale che S(P, xx) < «.
Sia J I'insieme delle j per cui I; N K # @;alloram(K) = Zjeim(lj) <&
=) Siano I3, ..., I quasi disgiunti che ricoprono K, ). i m(lj) < e.
Sia P una partizione di /; che contiene come elementi anche I, ..., I; allora:
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S(P, xx) = Zm(lj) <e.
J

PROPOSIZIONE 5.16: K c I, misurabile & yy(x) ¢ integrabile secondo Riemann.
Inoltre:

fhmm=mm

Ip
Dimostrazione:

=) Siano P; € K € P, pluriintervalli, m(P,) — m(P;) < €.Sia P = {Ij}jl=1 una partizione di /
tale che 3a, f < {1, ...,n} per cui P; = Ujeqlj e P, = Ujeglj, con a < B.

Ora:
s = ) (b)) m(B) = Y m(L) = m(py)
jep jea
5@¢m=ZGwmwﬂmms§}mommm
je N JeB
dacui S(P, xx) —s(P, xx) < €.

&)SiaP = {Ij};;l ¢ una partizione tale che S(P, yx) — s(P, xx) < &, siano @, § < {1, ..., n} tali
Cthea@Ij EKe]Eﬁ@I]ﬂK;E(Z)PomamoPl = UjealjePZ = U]Eﬁlj
Evidentemente P, € K C P, e:

m(e) = ) m(l) = (infx00)m(}) = s,z
I jep

m(e) = Y m(h) = )" (supe) () = 52,10
jeB jep Nl

A questo punto ¢ immediato vedere che fIO xxk(x)dx = m(K).

[

DEFINIZIONE 5.20: f: I, — R si dice semplice se Im(f) = {cy, ...,cp} e K; = {x € [h|f (x) = ¢;}
& misurabile Vi.

Osservazione: Se f & semplice, f(x) = Xj=; ¢ Xk; (x), dunque f e integrabile secondo Riemann

e:
n

j; f(x)dx = Z cjm(Kj).

J=1

TEOREMA DI FUBINI-TONELLI (Formula di riduzione): I € R™, ] C R™, f:I X] - R
integrabile secondo Riemannin I X J e g(y) = fI f(x)dx esiste ed & integrabile secondo

fmﬂmwww=£<&uwﬁﬁa
Dimostrazione:

Sia € > 0. Sia P = {I,, X J;} partizione di [ X J.
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Per definizione di estremo superiore, si hanno le relazioni Vn Vy € J,:
supf(x,y) < sup f(x,y)

X€Ely (x,¥)EIRX]t
xlrrsll,flf (xy) = (x,y)igflx}tf(x' »)
da cui:
D inf, fG)mU) <) (nf FG))m) <g0) < (iglgf(x, y)) m(1,) <
< , L,).
DAMTICILE
Ma allora:
Z (smo g(y)> m(J) < Z ( sup f(x, y)) m(I)m(Je) = S(P, f)
— \Y€Je e (x,y)EIRX ]t
Z (jnf 902 mG0) = Z (wyinf G ) mUdm0) = 5.1,
Ma
f f(x,y)dxdy —e <s(P,f) <S(P,f) <f f(x,y)dxdy + ¢
IX] IX]
e

Z (yiélfftg(y))m(/t) = fjg(y)dy < Z (;lel}:g(y)>m(lt)

portano, grazie alle precedenti disuguaglianze, a:

|| revxay-e<sens [gmay<se.n< || feyaxay+e
IX] ]

IxJ

PROPOSIZIONE 5.17: Sia K € R™"! misurabile e siano ¢4, ¢,: K — R funzioni continue tali
che p;(¥) < p,(y) Vy € K.Sia Q = {(y,x,)|y € K, 9, (y) < x,, < ¢,(y)} insieme normale.

Allora Vf:Q — Rsi ha:
ﬂﬂf(x)dx = L(J(psz(y. xn)dxn> dy.

»1 ()
Sia Iy 2 K intervallo e J, = [a, b] un intervallo per cui Q C [ X J,.
Sia F(Y;xn) = f(Y;xn) inQe F(y,xn) =0in IO X]O\‘Q'

Allora:
H;OXJOF(x) dx = fﬂf(x)dx

Dimostrazione:

b ©2(¥)
f F(y' xn)dxn = f f(y' xn)dxn
a 1)

se y € K, altrimenti ff F(y,x,)dx, = 0.
Applicando Fubini-Tonelli, si ha la tesi.
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PROPOSIZIONE 5.18: Sia A: R® — R"™ un’applicazione lineare, det(4) # 0, e sia/ € R" un
intervallo. Allora A(I) ¢ misurabile e:
m(A(I)) = |det(A)| - m(D).

Dimostrazione:
Poniamo per semplicita I = [0,1]™; altrimenti la dimostrazione ¢ analoga.
Vogliamo mostrare la tesi nel caso:

A Ay Az ln\

o 1 0 - O

A=10 0 1 =~
for o w0 /
0O 0 0 0 1
A1 # 0; infatti, data A € M (n), esistono Ej, ..., E} matrici della forma precedente (a meno di
scambi di vettori di base) taliche A = E; - ...- E}.
Dunque, se mostriamo la tesi nel caso particolare, si avrebbe:
m(A(D) =m(E; - .- Ex(1)) = |det Ey| -m(Ey « ...r Ex(D) =...=
= |det(E;)| - ...* |det(Ey)| - m(I) = |det(4)| - m(I).
Poniamo f; = Ae;; allora si pud parametrizzare A(I):
A ={c1fi+.. .+ fnl0 < ¢; < 1}
Ma
cLfit.. tenfn = (A +... Fcd e + e+ +cpe, = Cieg+... +Chen
con ¢y = A +...+epdpec,=cisei = 2.
Quindi:
A(D = {Gie,+...4Cren|0 < T < 1Vi = 2,6 € [GAg+ .. +Cidn, Ay + G+ +TiA, ]}
Per la formula di riduzione, posto I’ = [0,1]" ' c R* 1 e’ = (3,..,Cn):

m(A(D) = ; <

M+ As+. A Crdn
j dc_1> dc’ = | A,dc’ = 1, = det(A).

II

Czlz +'"+qu

PROPOSIZIONE 5.19: Sia B = By, (0,£) € R", & piccolo e f: B > R™, f € C1(B,R™),
det(]f(x)) # 0 Vx € B. Allora f(B) ¢ misurabile e:

m(f(B)) =f|det(]f(x))|dx.

Dimostrazione:

Come nella precedente dimostrazione, supponiamo che y = f(x) © y; = d(x),y; = x;se i = 2;
mostrando la tesi in questo caso particolare, si arriva facilmente al caso generale.

det(]f(O)) = d,,0(0) # 0, quindi d,,06(0) > 0 0 d,,0(0) < 0. I due casi sono analoghi, quindi
vediamo il secondo.

Ponendo x = (xq, ..., %) = (x,x) ey = V1, -, ) = (y1,y'), sihachey; = o(x) &
decrescente in tutto B (poiché ¢ é piccolo) e quindi:

fB) ={(r.y)la(e,x) <y; S o(—&x"), x|l < €}
Posto B’ = B, (0,&) € R™ 1, per la formula di riduzione si ha:

m(f(B)) = . (Ll(:’)xl)dyl) dx' = L, <£—86x10(x)dx1> dx' = — Laxla(x)dx =

- j |det(Jf ()| dx.
B
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PROPOSIZIONE 5.20 (Formula di cambiamento di variabili): Sia K € R" un compatto
misurabile e F: K — R™ una funzione C?! e invertibile tale che F~1: F(K) — K & C'. Sia
f:F(K) = R integrabile secondo Riemann. Allora:
flo)dx = f F(F(x))|det(JF (x))|dx.

K

F(K)

Osservazione: Per parametrizzare la sfera S ! = {w € R"|||w||, = 1}, si puo usare la
parametrizzazione ricorsiva:
_( cos(6,) )
w(gll ---re‘n—l) - (Sin(@l) wl )
dove w'(8y, ...,0,_1) € S™ 2. Infatti ||w]|, = \/COSZ(Ql) + sin?(0,) |[|0’|| = 1.
Poniamo 0 = (64, ..., 0,,_1).

LEMMA 5.21: I vettori v; = w(0),v, = 0, (w(@)), vy Un = 0g, (w(@)) sono ortogonali.
Dimostrazione:
Poiché (w(8), w(0)) = 1, allora agj(w(e),w(e)) = (w(0), agj(w(e))> =0.
Se 8’ = (0,, ..., 0,), analogamente a prima si ha che (w'(8"), agj (w'(@’))) = 0, e basta notare
che (g, (@ (6)), 96, (w(8))) = 0 & (w'(8"),05,('(6")) = 0.

[ ]

LEMMA 5.22: Sia | = J(r, 6, ..., 0,,_1) la matrice Jacobiana associata al cambiamento di variabili
sferiche. Allora det(J) = r™ 1sin(8,)" 2 - ...  sin(6,,_,).

Dimostrazione:
cos(6;)  —rsin(6,) 0 0 _
- (sin(el) w' rcos(f;)w’ rsin(6,)0g,w" -+ 1sin(6;)dp, ') (V1 T2 e TVn).

Poiché per il lemma precedente i vettori sono ortogonali, allora det(J), ciog il volume
dell'iperparallelepipedo con lati v4, 7v,, ..., 7V, non e altro che il prodotto delle norme di questi
vettori.

Ora ||[villy = 1, llrv,ll, =71, [lrvsll, = rsin(B,),...,llrv,ll, = rsin(8,) ...sin(6,,_,); infatti nella
k-esima colonna si mette in evidenza un fattore r sin(6;) ...sin(6,_,) e rimane un vettore di
$™~1, che ovviamente ha norma 1.

PROPOSIZIONE 5.23: Sia V,,(R) il volume della sfera n-dimensionale di raggio R. Allora:

Va(R) = i R
n()—@ ’

dove I'(x) & la funzione gamma di Eulero.

Dimostrazione:

Passando in coordinate sferiche (notiamo che in coordinate sfericheifj con1 < j <n—2
variano fra 0 e , mentre I'ultimo fra 0 e 2m):

R ,m 2T
V(R) = dx=f f f \det())|d6,,_ ...d6,dr.
sn—-1 0 Yo 0

Dunque:
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R ,m 2
V,(R) = f f f r*1sin(,)" 2% ... sin(0,,_,) dO,_; ...dO dr =
o Jo Jo

Rt 2n R" m—11 11
=.f0r -fosm(ﬁl) d91-...j; d9n_1=7,8< 5 ,§>-...-2ﬁ<§,§>,

dove B(x,y) =2 fOE sin?*71(0) cos??71(0) d6 & la funzione beta di Eulero.

Usando la nota uguaglianza:

si vede che:
S - L s LA L S
n — 2 ’ |
eGP T )

dove abbiamo usato le relazioni I'(x + 1) = xI'(x) e T G) = /7.
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6 INTEGRALI SU CURVE E SUPERFICI E FORME
DIFFERENZIALI

DEFINIZIONE 6.1: Si definisce curva y una applicazione ¢: [a,b] = R", |a|, |b| < +oo,
continua. ¢ si dice parametrizzazione di y.
Se ¢ € C*([a, b)), y si dice di classe C.

DEFINIZIONE 6.2: y € C! curva si dice regolare se ¢'(t) # 0 Vt € [a, b].

DEFINIZIONE 6.3: y curva si dice semplice (o senza autointersezione) se ¢: (a,b] - R" e
@:[a, b) » R"™ sono iniettive.

Osservazione: La parametrizzazione di y non & unica.

DEFINIZIONE 6.4: ¢: [a, b] = R" e ¢4:[a,, b;] = R" si dicono equivalenti, ¢ ~ ¢; &
Jy:[a, b] - [ay, b;] diffeomorfismo, cioé funzione C? tale che y'(t) # 0 Vt € [a, b], tale che
P=¢1°X.

DEFINIZIONE 6.5: Sia y: ¢: A > R™ una curva. Sia F = {¢@,|@, ~ ¢}.

Allora F = FY* U F~, dove F* := {@,|p; ~ @ tramite y, x'(t) = 0} (infatti se la derivata
cambiasse segno, per Weierstrass avrebbe un punto di derivata zero).

Se ¢, € F™, si dice che l'orientazione di ¢, & positiva; altrimenti & negativa.

PROPOSIZIONE 6.1: Se y: ¢4: Ay = R™ & una curva regolare e semplice, allora ¢; ~ ¢,
& @,:A; = R" e una parametrizzazione regolare, semplice e ¢,(Ay) = ¢, (A1).
Dimostrazione:
=) Ovvia.
&) Per il teorema della funzione implicita, Vt, € Ay, Ie > 0| y: {|t — ty| < €} = A, tale che
Qo(t) = (pl( )((t)); inoltre tale y & una funzione C?! ed & invertibile.
“Unendo” i vari pezzi di y, si ottiene il diffeomorfismo cercato.
[ ]

Osservazione: A meno di riscalare, la parametrizzazione di ogni curva puo avere dominio [0,1].

DEFINIZIONE 6.6: Siano y;: ¢1:[0,1] = R™, y,: ¢,:[0,1] - R™ curve tali che ¢,(1) = ¢,(0).
Definiamo somma di y; e y,:

Y=yt rae) = 1
p,(2t — 1) seES t<1

Osservazione: @1 ~ @1, P ~ P3 = Q1+ @, = 1 ~ Q5.

DEFINIZIONE 6.7: y: ¢:[0,1] » R™. Definiamo —y::[0,1] — R" tale che ¥ (t) = ¢(1 — t) Vt.
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DEFINIZIONE 6.8: y: ¢: [a, b] = R" curva. Definiamo lunghezza di y:

n-—1
L(y) = sup ; lo(tiv) — @D,

dove P:a =ty <t; <...<t,_q <t,=>b &una partizione di [a, b].
Inoltre, se L(y) < +o0, ¥ si dice rettificabile.

Osservazione: Se |a|, |b| < +o e ¢ & C! = y & rettificabile e:
b
L = [ e @l
a
Osservazione: y,,y, rettificabili = L(y; + v,) = L(y;) + L(y;) e L(—y) = L(y).

CURVA DI PEANO: La curva di Peano & una curva p: [0,1] — [0,1] X [0,1] continua e
surgettiva.

Figura 6.1:Prime iterazioni della curva di Peano
. ) . 1\ ., .
Vediamo che, iterando la curva, al passon, V(x,y) € [ X I,in B ((x, y), 2—n> c’e un pezzetto di

curva di Peano. Questo implica che, posta f,, la curva al passo nn, f,, 3 f, & continua e surgettiva.
Un modo formale per definire la curva di Peano & questo: sia C c [0,1] I'insieme di Cantor.
Prendiamo per buono il fatto che esiste un omeomorfismo ¢:C — C X C.

Sia f: C — I la funzione di Cantor; definiamo F(x,y) = (f(x),f(y)): CXC-IXxI.

Allora, presa la funzione F o ¢: C — I X I ed estesa linearmente a una funzione P:/ — [ X [ tale
che, se I\C = U, Ay, con A, = (ay, by), P(A,) ¢ il segmento che unisce (F o ¢)(a,) e

(F o ¢)(by), otteniamo una funzione continua che “riempie il quadrato”.

Osservazione: La curva di Peano é continua ma non é differenziabile in nessun punto.

PROPOSIZIONE 6.2: ¢: 1 = I X I surgettiva = ¢ non é rettificabile.

In generale, se V(x,y) € I X I, Ve > 0, 3t € [0,1] tale che |[(x,y) — ¢ (t)]| < &, allora ¢ non &
rettificabile.

Dimostrazione:

Dividendo I X I in M? quadrati di lato i, denotiamo con A(k, 1) il centro del quadrato in
posizione (k,1),1 < k,l < M.

¢ deve contenere almeno un collegamento da A(k,l) a A(k’,l'), con k' # k, I # [, che sara

1
lungo almeno —, dunque:
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L(p) = z d(A(k, D, Ak, 1)) = Z % >—(M*)=M

M
k1l k,l
k' k'
per qualunque M, da cui la tesi.

Osservazione: La curva di Peano non ¢ rettificabile.

DEFINIZIONE 6.9: y: ¢: [a, b] & R™ curva, y € C!, f: R" - R.
Definiamo integrale curvilineo di prima specie di f lungo y:

b
ff:j fle@®)lle’ @ lldt.
Y a

Osservazione: Per la formula di cambiamento di variabili, I'integrale di f lungo y non dipende
dalla parametrizzazione ¢ di y.

Osservazione: ¥;,Y, “unibili”; allora:
* f)’1+)’2f - f)’1f + f)’z f;
e [ F=LF

DEFINIZIONE 6.10: y: ¢: [a, b] - R™, ¥ € C!, F: R"® - R" continua.

b
jF :=j (Fle®), ¢'(®))d.
14 a

Osservazione: ¥;,Y, “unibili”; allora:
* f)’1+)’2f - f)’1f + f)’z f;
o« [ f=-LFf

Notazione: Visto che 'integrale dipende dall’orientazione, denoteremo con:

| F
yi

I'integrale a seconda che la parametrizzazione di y sia positiva o negativa.
Inoltre, se y & chiusa (cioé ¢ (a) = ¢(b)), useremo la notazione:

[F=¢F
Y 4
DEFINIZIONE 6.11: Definiamo 1-forma un’applicazione w: U c R" —» (R™)".
Notazione: Denotiamo dx; := ¢ € (R")" tale che e/ (¢;) = &j;.
Osservazione: {ej], ..., e;,} € una base di (R™)", drllmque, Vw 1-forma, si ha
w(x) = Z w;j(x)dx;
j=1
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per certe 1-forme w1, ..., w,.

DEFINIZIONE 6.12: Una 1-forma w: U — R si dice esatta se esiste una funzione F: R" — R tale

DEFINIZIONE 6.13: Sia y: ¢: [a, b] » R™ una curva di classe C! e sia w: U € R™® - R una 1-
forma di classe C°. Definiamo l'integrale di w su y:

.[;/a) = Zfaba)j@p(t))(p’(t)dt.

Osservazione: Date y4, Y, curve “unibili’, si ha:
w=] w+ /] w;
f)’1+)’2 fh fh ’

. f_yw = — fyw

TEOREMA 6.3: Sia w: U € R™ — R, U aperto una 1-forma di classe C 0. Allora sono fatti
equivalenti:

1) w é esatta;

2) Vy curva chiusa di classe C1, si ha:

jga):O;
Y

3) Vy.,72:[a, b] & R" curve di classe C? tali che y;(a;) = y,(a,) e y1(b;) = y,(b,), si ha:
B
Y1 Y2
Dimostrazione:

1) = 2): Sia F: U — R tale che 9;F = w; Vj. Sia y una curva chiusa parametrizzata da
@:[a, b] > R™. Allora si ha:

dF - n
(;pt(t)) = VF(¢(t))¢I(t) = z ajF(QD(t))QDI(t) — Z wj((p(t))(p'(t).
j=1

j=1
Dunque:

% _ ZJ o, (0(0)¢' (dt _f Mdt = Flo(®) - F(p(@)) = 0,

in quanto y & chiusa.
2) = 3): Y1 — Y2 € chiusa, dunque:

Ozf wsz—fa)sz:fw.
Y1—72 Y1 Y2 Y1 Y2

3) = 1): Sia x, € U. Denotiamo F(x) = fy(xo o @ dove y(x) € un qualsiasi cammino fra x; e x.

Vogliamo vedere che ax].F (x) = wj, dove w = Z’]zl w;dx;.

Scegliendo x* € U tale che [[x — x*|| < &, con € abbastanza piccolo, possiamo scrivere:

f = f 0+ f o,
¥ (x0,x) y(x0,x*) y(x*,x)

fy(xmx*) w € una costante, dunque 0y, fy(xo‘x*) w = 0 Vj. Denotiamo F*(x) = fy(x*’x) )
Denotato x = (x1,x"), x' = (X3, ..., ), x* = (x5, x*"), x*" = (x5, ..., x3).
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Sia ¢ (t) = (x; + t(x; — x{),x" —x*") un cammino; se ¢ & abbastanza piccolo affinché
B(x*, &) c U, allora, posto y(x*, x): ¢, (t) = (x* +t(x—x%),x" — x*'), abbiamo che:

no
ax1 <-fy(x*,x)w> = ax1 ]le(; “’j(‘l’l(t))(%)j(t) de | =

0, ( f 01(01(0) (1 — ) dt) =9, ( f 01 (%) + t(rs — xD,x' — x*")(y — 23) dt),
0 0

in quanto @1 (t) = (x; — x3,0,...,0).
Con il cambio di variabili s = x7 + (x; — x])t = ds = (x; — x7)dt:

X1
Ox, <.f a)) = Oy, (f w1(s,x" — x*')ds) = wy(xy,x") = w;(x),
y(x*,x) 0

in quanto 0, (foxl wi(s,x" —x*")ds) = 0y, (foxl w1 (s,x")ds), poiché x*' & fissato.
Ponendo ¢;(t) come ¢,(t), ma con la combinazione convessa al posto j-esimo,
si vede che aij*(x) = wj(x) Vj, cioe la tesi.

DEFINIZIONE 6.14: Sia w = }.7_; w;dx; una 1-forma di classe C*, si dice chiusa se:
axka)j = axja)k V], k.

DEFINIZIONE 6.15: Data w una 1-forma, y una curva chiusa, definiamo indice di avvolgimento

1
vy, ©) =§fw.
Y

Osservazione: Se w ¢ esatta, v(y, w) = 0.

Osservazione: Per il teorema di Schwarz, d,,,F = 0, F per qualsiasi funzione F, dunque w

esatta implica w chiusa.

. N . N ydx xdy
Il viceversa & falso; un controesempio puo essere W = ——— —
x2 +y2 x2 +y2

y
U = Rz\{O}, con wq = W,

= wdx + w,dy in
X

wy = —
2 x2+y2

Infatti w é chiusa:
(x*+y?)—x(2x)  x*—y?

0wy = (X2 + y2)2 T 2+ y2)? = 0ywy,
ma non & esatta, perché, posto x = cos(8), y = sin(0), y: x? + y* =1,
( )_if ydx  xdy _ifzn(_'z(e)_ 2(0)) d6 = —1
T xtiyro1 X2+ Y x% 4 y? - 2m ), sin cos™(6) -

DEFINIZIONE 6.16: Siano y,: ¢1: [a, b] = R™, ¥,: @,: [a, b] & R™ curve di classe C°, con
p1(a) = @,(a) e p1(b) = @,(b), si dicono omotope se IF: [a, b] X [0,1] = R" tale che:
o F(t,0) = ¢i(t)

o F(t,1) = ¢,(0)

o F(as)=¢i(a), F(b,s) = ¢,(b) Vs € [0,1].

F si dice omotopia fra y; e y,.
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DEFINIZIONE 6.17: U € R" si dice semplicemente connesso se ogni curva chiusa € omotopa a
un punto.

LEMMA 6.5: Siano y;: ¢1: [a, b] = R™, y,: @,: [a, b] = R™ curve omotope. Allora esiste una

successione {1, }Y: [a, b] » R™ tale che:

* Yo = @1, Py = @25

e 1y,..,¥y_1 sono lineari a tratti;

e 1;e)j,q sono linearmente omotope (cioeé sono omotope tramite una applicazione lineare)
vj=0,.. N—-1.

Osservazione: Per il lemma si puo sempre costruire un’omotopia di classe C®, in quanto
composizione di funzioni lineari e dunque C*.

TEOREMA 6.6: Se U & semplicemente connesso, w chiusa = w esatta.
Dimostrazione:
Vogliamo dimostrare che, date y, y; curve fra a e b, allora:

[o=[o
Yo Y1

Poiché U e semplicemente connesso, Y, € y; sono omotope. Sia F(t, s) una omotopia fra y, e y;.
Supponiamo che F sia di classe C? per il lemma precedente.
Poniamo y;: @s(t) = F(t,s) e I(s) = fy w. Se vedo che I'(s) = 0, ho la tesi.

I(s) = f .

w = sz a)j(F(t, S))atP}-(t, s)dt,
ma, visto che I'(s) = d; (fysa)):

Ys j=1

I'(s) = Z (j (Z 0w, (F(t, $))0sFi(t, $)0,F; (¢, s)) dt) + Zf w;(F(t, 5))%F;(¢, s)dt.
Ma w & c}]1i=usa, perc1o O, w;j (F(t s)) = 0; wk(F(t S)) scamblam(])zj con k):
I'(s) = djw (F(t s))a F (t,5)0.F; (t,s) |dt | + W; (F(t s))ats (t,s)dt.
; j Z k k t ZI Jj j
Notando che:

Z 0 (F(t,$))0,F; (£,5) =~ (wk(F(t ),

I'(s) = i ( j ’ (% (0r(F(t,9))) 0sFi (e, s)> dt) + i J ba)j(F(t, $))02F;(t, s)dt.

k=1 j=1
Accorpando le due sommatorie, notiamo che:

1’(s)=jb at(zn: (a)k(F(t,s))ast(t,S))> dtzl

si ha:

b

(0r(F(t,9))0,Fe(t, )

a

&
A

Ponendo
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n

H(t,s) = z we(F(t,5))0sFe(t, ),
k=1
si ha:
I'(s) =H(b,s) — H(a,s).
Ma F(a,s) e F(b, s) sono costanti Vs = lo sono anche Fj(a,s) e Fi(b,s) =
= 0,F,(a,s) = 0;F(b,s) = 0, da cui:
I'(s)=0—-0=0.

LEMMA 6.7 (di Jordan): Ogni curva chiusa e semplice in R? divide R? in U, e U_ aperti
connessi, cioé R?\Im(y) = U, U U_ (U indica l'unione disgiunta), con U, limitato e U_
illimitato.

LEMMA 6.8 (di Schoenflies): Sia y una curva chiusa e semplice in R?; allora U, & omeomorfo a
D = {||x|| < 1}, mentre U_ & omeomorfo a R?\D = {||x|| > 1}.

PROPOSIZIONE 6.9: Se U < R? & tale che ogni forma chiusa & esatta, allora U & semplicemente
connesso.

Dimostrazione:

Dimostriamo la contronominale; sia ¥ curva chiusa non omotopa a un punto.

Allora 3x € U, tale che x € U, altrimenti y starebbe in U,, che & semplicemente connesso
perché omeomorfo al disco e dunque sarebbe omotopa al punto.
Poniamo per semplicita x = 0.

Ora U, N U = D\{0}, dunque consideriamo in D\{0} la forma w =

X1dXy—X2dxq
B
Come abbiamo gia visto, questa forma & chiusa ma non esatta, in quanto ha indice di
avvolgimento rispetto alla circonferenza # 0.

Esempio: Calcolare fy(x + y)ds, dove y:r = /cos(2¢), —% <<
Abbiamo, in coordinate cartesiane:
{x = r cos(¢p) =+/cos(2¢) cos(p)
y = rsin(@) = +/cos(2¢) sin(p)
e dunque ds = \/x' (@)% + y'(p)2de.

Vediamo che, in generale, se y:7 = ®(¢) e p(p) = (Z?;gz))), si ha che:

VX' (@)? +y'(9)? = V@' (9)* + (9.
Si ha che (X)) = d(p)p(p) e (P(P)p(9)) = @' (@Ip(p) + D()p' (), dunque:

xX'(@)? +¥'(@)? = |9 (@)p(9) + (@)’ (@II* = 12" (@) p(@)II? + [P (@)p" (PI* =
= '(p)* + @(p)?,
dove le ultime due uguaglianze seguono da Pitagora (poiché (p(¢), p'(¢)) = 0) e dal fatto che
(@)l = 11" (@)1l = 1.

&3

2
, .. — 7 _ —sin(2<p)) __ 1 .
Dunque, tornando all’esercizio, \/x ()2 +y'(p)? = \/(—COS(Z(p) + cos(2¢) TGy da cui:
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J.(x + y)ds = J. \Vcos(2¢) (sin(p) + cos(¢)) ——— f (sin(¢) + cos(p))de = V2.

\/cos( )

Osservazione: Poiché R? = C, scriveremo dz = dx + idy e dZ = dx — idy.
Dunque, se w = f;(2)dz + f,(z)dZ e y: z: [a, b] = C, avremo che:

b
fa) = f fi(z(®)z'(©) + f2(2(D))Z' (t)dt.
y a

Esempi: Sia y: z(t) = Re%, t € [0,2r]. Allora:

dz S S _
f— = f = Rietdt = 2mi.
y Z 0 Re

jdz 2 1 Ri itdt ifZTL’ _itdt i [e—itlzn .
— = . ie == e =—=|—] =0.
y 22 )y (Re')? R J, R|—i],

DEFINIZIONE 6.18: U c C aperto. f: U — C si dice olomorfa in z, € U se esiste
, . f(zo+h) = f(z)
f'(zo) = }ll_% A :

DEFINIZIONE 6.19: f: U — C si dice olomorfa se & olomorfa in ogni punto di U.

Oppure:

Osservazione: z = x + iy, Z = x — iy.
w=f(z)dz>f=u+iv,dz=dx+idy,f €Cl >
=>w=W@+iv)(dx+idy) = (u+iv)dx + (iu — v) dy.
w1 Wy
Dunque w é chiusa & 0, (u + iv) = d,(iu —v) © |dyu = —0,v|e|d,v = d,u|, ottenute

uguagliando parte reale e immaginaria.
Queste formule prendono il nome di equazioni di Cauchy-Riemann.

PROPOSIZIONE 6.10: f olomorfa = w = f(z)dz chiusa.
Dimostrazione:

w non deve cambiarese h = € € Rose

f = u + iv, e sappiamo che il limite lim;_,

h = ie.
f(z) =ulx,y) +iv(x,y) = f(zy + i) = u(xy, yo + &) + iv(xo,yo + ¢), dunque:
lim f(zo +ie) — f(z) lli u(xp,yo +€) — f(xo'}’o) —l v(x0, Yo + €) — f (X0, ¥0) _
ie—0 i€ i -0 £ i s—>0 £
= M + ay(v(zo)) = y(v(zo)) - iay(u(zo)).
Inoltre:
lim f(zo + 5) f(zo) . ulxo+&y0) —f(xo,¥0) | ... v(xo+&y0)— f(xo,¥0) _
in B Bl S -

= 0, (u(zp)) + 0, (v(2y)).
Ma i valori devono coincidere, dunque:
ay(v(zo)) — iay(u(zo)) = 6x(u(zo)) + iax(v(zo)),
da cui si ottiene Cauchy-Riemann uguagliando parte reale e immaginaria.
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PROPOSIZIONE 6.11: Se u, v soddisfano Cauchy-Riemann = Au = Av = 0, dove

Af = (6,? + 83%) f e il laplaciano.

Dimostrazione:

Fra poco vedremo che f € C! nei complessi = f € C®, dunque supponiamo u, v € C2.
Oyu = 0yv = 07u = Oy, u = Oyyu = —05u, da cui dfu = 0.

Analogamente per v.

Osservazione: f(z) olomorfa = @ e olomorfa in C\{0}, in quanto rapporto di funzioni

olomorfe con denominatore mai nullo.
Dunque, se y; e ¥, sono curve (con orientazione oraria) che circondano 0, y; e ¥, sono omotope

fh@dz = fh]%z)dz.

e quindi:

PROPOSIZIONE 6.12: f: U — C olomorfa. Allora:
1 z
14

2mi z
Dimostrazione:
Notiamo innanzitutto che I'integrale non dipende da y; dunque poniamo y,: z(p) = ce'? e
calcoliamo l'integrale rispetto a questa curva.

Per Taylor, f(z) = f(0) + f'(0)z + o(|z|) = @ = @ + £'(0) + o(1).
Inoltre dz = eie'?d¢p, dunque:

o 0 ' 21

Z

in quanto 0(ee'?) = 0(e) poiché e'® & limitato.
Ma il valore dell’integrale non cambia Ve, dunque, se € — 0,
f(2) .
——dz = f(0) - 2mi.
z
Ye
|

Osservazione: Se f non e olomorfa in z, # 0, con un calcolo analogo al precedente si vede che:

_ 1 f@@
f(ZO)_Z_m' 774

dz.

PROPOSIZIONE 6.13: f: U — C olomorfa = f € C*(U).
Dimostrazione:

Per la proposizione precedente, f(z,) = % fy ; (? dz, ma 3f'(z,), dunque applicando
]

ricorsivamente che f%*(z,) e z — z, sono C*, si vede che Vk, 3f ¥+D(z,).
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Osservazione: In particolare:

fO(y =L L@,

2mi ), (z — zp)**1

PROPOSIZIONE 6.14: f olomorfa in U = B(z,, R). Allora la serie di Taylor:

" (9}
F@ = Flao) + F (ao) 2~ 7) + Ll (2 — ). }Sf 70 (4 2y

converge in U e la convergenza & uniforme in B(zy, R — €) Ve > 0.

Dimostrazione:

v: (@) = zy + Re™. f(z) & limitata, dunque |f(z)| < cVz € B(zg,R) e |z — zy| = R — ¢ <R,
quindi:

|f(k)(z )|: k! f f© dq| < ZHM:]{LL
0 2mi ), ({ — zp)k+1 - 27‘[ Rk+1 " RK
Percio:
19 (z0) R—g)f
o= M < g R = ()
da cui la serie di Taylor converge per la serie geometrica.
dx
Esempio: Calcolare f o (LrxD)?"
Slaf(Z) =m! - C. (1+Z2)2 = (Z+i)2(Z—i)2.
Integriamo su y come in figura:
I(z)
i
R(z)
1
fy (1+122)2 dz = , ((ZZ;?)Z dz, dunque, se f(z) = —)2, questa & olomorfa dentro y perché il punto
di singolarita e all’esterno; quindi:
1
z—1)2 e
EZ n 32 dz = 2mif'(—i).
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-2 bis

Ma f'(z) = ((z—li)z) = - (z—zi)3 = 2mif'(—i) = 2mi =5 =3
Ora notiamo che y = U a, dove a & I'arco di circonferenza, parametrizzato da a: z(¢) = Re'?,
conm < ¢ < 2m = |z| = RVz € a; dunque:

TR R-w

1
———dz<——0
fa (1+ 2z2)2 R4
Da questo segue che:

f 1 d R—oo T
z —=
7 (1+ z2)2 2
uindi, poiché l'orientazione & opposta, si trova che:
Qu p PP

foo 1 di = .['_oo 1 dx = ( 77.')_77.'
LA+ T A 2T\ T Y

TEOREMA DELLA FUNZIONE INVERSA: Sia F: R" o [ - R™, F € C'(I), I intervallo aperto,
det(Jf(xo)) #0,xp €I > 3UC,x0 €U, IG:F(U) > U, G € CY(F(W)) taliche Fo G = id e
vy € F(U), G'(y) = F'(x)™1, dove y = F(x).

Dimostrazione:

Innanzitutto notiamo che, se F; e F, soddisfano la tesi, la soddisfa anche F; o F,.

Dunque, data F qualunque, la scomponiamo in componenti:
( V1 =%

F=Fo..0F,doveF; = Jyj = fj(%) + 7(0), con r(x): R* > R, f;: R > R.

Yn = Xn
Vediamo che possiamo supporre f; = id e (x) = o(|[x]|): poniamo y, = F(xo) e y = F(x), e
sia A una matrice n X n invertibile; allora:
y =F(x) @ A(y —yo) = A(F(x) = F(xo)),
dunque, cambiando le variabili ¥ = x — x,, = A(y — ¥), e ponendo ®(X) = A(F (xg + %) —
F(xy)) = A(JF (x¢)%) + |IZ]|, i ha:
y=F(x) &y =oX).
Scegliendo A = JF(x,) ™%, che esiste, poiché la matrice JF (x,) ha determinante non nullo, si ha
finalmente:
y=Fx)ey=x+I|x.
A questo punto basta notare che, per il teorema della funzione inversa per una variabile, ogni
funzione F; soddisfa la tesi, da cui, per 'osservazione iniziale, segue la tesi.

TEOREMA DELLA FUNZIONE IMPLICITA: I ¢ R" aperto, xo €1 ,] C RK aperto, Uy € J/,
F:lx]—>K,FeC'(x]), rk(0.F(xoup)) =n.

AlloraaW =K; X J; € K X J,conyy = F(xg,up) € Kj, up € J;, IUC [,LAG:W > I,

G € C*(W) tale che V(y,u) € W,3lx = G(y,u) € Uly = F(x,u), e 3,G(y,u) = (0,F (x, u))_1

DEFINIZIONE 6.20: Definiamo superficie X uno spazio di Hausdorff tale che Vx € Z,

3% o U, 3 x intorno di x, 3¢,: U, =» W, € R™ omeomorfismo, detto carta locale.
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DEFINIZIONE 6.21: L’insieme F = {¢y: U, = W} } di carte locali si dice atlante per X se
valgono le seguenti proprieta:
o UplU,2Z%
e le carte sono coerenti, cioe Vj, k tale che UpnUg # @, esiste un diffeomorfismo
Xji: 7 H(U; 0 Ux) = 9 (U N Uy) tale che @ = @ © xjp.
In questo caso, X si dice superficie regolare.

Osservazione: Se X & compatto, si puo scegliere un atlante finito.

DEFINIZIONE 6.22: Una carta locale ¢,: I, = U, si dice regolare se ¢, € C* e rk(Jp,) &
massimo.

DEFINIZIONE 6.23: Due carte regolari ¢,: U = W, ¢,: U = W, si dicono equivalenti se esiste
un diffeomorfismo y: W; = W, tale che ¢, = y © ¢;.

In particolare, se det(Jy) > 0, si dice che ¢4, ¢, hanno la stessa orientazione, altrimenti si dice
che hanno orientazione opposta.

DEFINIZIONE 6.24: Sia (X, F), £ € R" una superficie regolare di dimensione 2. Allora
sappiamo che Vx, € Z, esiste un piccolo intorno di 0, I, = {x € R?|||x||, < 1} tale che

@:I; — Uy, € un omeomorfismo e ¢ (0) = x,.

Allora i due vettori 7; = 0,,¢(0,0) e T, = d,,¢(0,0) definiscono un piano, detto piano tangente
alla superficie (ed e appunto tangente).

DEFINIZIONE 6.25: Sia (Z, F) una superficie in R". Si dice che F = {¢y: U, = W} & un atlante
localmente finito se Vx, € X esiste un intorno /;, 3 X, che interseca un numero finito di W,.

PROPOSIZIONE 6.15: Ogni superficie regolare ammette un atlante localmente finito.

DEFINIZIONE 6.26: Sia (Z, F) una superficie in R", F = {¢y: U, = W,}.
Si dice che una funzione f:% — R & di classe C¥ se lo & la funzione f o @,: U, » R Vk.

DEFINIZIONE 6.27: Sia (Z, F) una superficie in R", F = {¢@y: U, = W,}.

Un insieme {f;} di funzioni, f;: £ - R V/, si dice partizione dell'unita di classe C* se:
fj € Ck Yj;

supp(f;) < W; Vj;

Vx, € X esiste solo un numero finito di f; tali che fj(x,) # 0;

% fj(x) = 1Vx € X (e la somma & ben definita per la condizione precedente).

PROPOSIZIONE 6.16: Ogni superficie regolare (X ¢ R, F = {¢@,: U, = W, }), @, € C" Vk,
ammette una partizione dell’'unita di classe C".
Dimostrazione:

e—ﬁ se x| <1

Denotiamo : R —» R* tale che y(x) = { selx| > 1

Osserviamo che ¥ € C*(R).
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Ogni aperto W, contiene un aperto D (xy, &) tale che Uy D(xy, 6) = Z & un ricoprimento di Z

(localmente finito perché possiamo supporre F localmente finito).
gk (x)
G(x)

Ma allora, denotate g, (x) = ¢ (”x;—xk”) e normalizzate, cioé f; (x) = , dove
k

G(x) = Yk gk (x), abbiamo che {f;} & una partizione dell’'unita.

DEFINIZIONE 6.28: Sia (X, F) una superficie in R", F = {@: U, = W, }.
I si dice orientabile se Vj # k, il diffeomorfismo y j: <pj_1(Wj N Wk) - (p,zl(Wj N Wk) mantiene
lorientazione.

Osservazione: Se £ = {x € R3|f(x) = 0}, dove f:R® > R & una funzione di classe C? tale che
Vf(x) # 0 Vx € X, allora per il teorema della funzione implicita la superficie é regolare e, posta

Vf(x)
N:Z23x - N(x) = —”vf(;”,

La mappa N si chiama mappa di Gauss e il versore N (x) si dice versore normale esterno a x

la tripla (1'1, T, N (x)) definisce un’orientazione univoca Vx.

rispetto a X.

Si puo mostrare il seguente risultato:

TEOREMA 6.17: Una superficie e orientabile < la mappa di Gauss e continua.
DEFINIZIONE 6.29: Una superficie si dice con bordo (o con frontiera) se 0Z # Q.
Useremo il seguente teorema:

TEOREMA 6.18: Sia ¢: I — X la parametrizzazione di una superficie. Allora ¢|s;: 9] — 0Z.

Osservazione: Se un aperto W c X superficie in R" ¢ omeomorfo a un aperto I ¢ R™, allora W
& omeomorfo a un aperto di R™~. In altre parole, il bordo di una superficie m-dimensionale &
una superficie (m — 1)-dimensionale.

PROPOSIZIONE 6.19: £ c R3 superficie 2-dimensionale orientabile = 9% orientabile.
Dimostrazione:

X orientabile = la mappa di Gauss & ben definita su ogni punto di X, dunque in particolare su
ogni punto di 0X. 0Z & una superficie di dimensione 1, dunque possiamo prendere una
parametrizzazione ¢: I — ¥ in modo che ¢|g,,=¢}: (—¢, &) — 0%; allora, in ogni punto x, € 0%,

Ou Oy Oy )
i versori N(x) = N(¢p(up)) = | LACATPLUAC VN () = | L9 (u1,0)

—2—— - definiscono
|au1¢(uo)/\au2¢’(uo)” |au1<P(u1.0)||

l'orientazione di 0X.

DEFINIZIONE 6.30: Sia L¥(R™) I'insieme di tutte le applicazioni k-lineari.
Definiamo A¥(R™) c L*(R™) I'insieme di tutte le applicazioni k-lineari antisimmetriche, cioé
a € A¥(R™) & tale che a: (RMK - R™, a(vy, .., vy, e, Vjy oo, Vg ) = —@(V1, e, Vjy v, Vi oon, V).
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Osservazione: Per la formula di polarizzazione:
alu+v,u+v)—alu—v,u—v)
> :

a(u,v) + a(v,u) =

DEFINIZIONE 6.31: Siano a; € A*¥1(R"), a, € A*2(R™). Definiamo prodotto tensore fra a; e
a, a; ® a, € L¥11k2(R™) tale che:
(0(1 ® az)(vl, ey vkl, Wq, ) sz) = al(vl, ey vkl)az(wl, ey sz).

DEFINIZIONE 6.32: Sia « € L*(R™). Definiamo antisimmetrizzazione di a I'applicazione
antisimmetrica A(a) € A¥(R™) tale che:
1
A@ @y, - i) =35 z sgn(@)a(Vy(1), - Vi) )-

OESk

DEFINIZIONE 6.33: Siano a; € A*¥1(R"), a, € A*2(R"). Definiamo prodotto esterno di a;, a,
lapplicazione a; A ay = A(a; ® a,) € A¥1tkz(R™).

Osservazione: Avevamo definito le 1-forme come uno spazio vettoriale con base i dx; € AY(R™M).
Definiamo ora le 2-forme.

DEFINIZIONE 6.34: Definiamo 2-forma una applicazione a: x - a(x) € A%(R"), spazio che &
generato da:
B ={dxj Adx, € A2 (RM)|1<j <k <n}.

Osservazione: B € una base perché, per definizione di applicazione antisimmetrica, si ha che
dx; Ndx, = —dx, ANdxj edx; Adx; =0 Vj, k.
Inoltre si puo verificare che:
0 sed{jk}+{ih}
(dxj A dxk)(ei, ep) =<3 1 se(j,k)=C(,h).
-1 se (j, k) = (hi)
Dunque in generale, se @ € A*(R™), si ha:
a(x) = Z a;j, (x)dx; A dxy,
1<j<ksn
dove @ (x) € C*(R™).

Osservazione: Possiamo definire una 0-forma come una generica funzione 8: R" > U — R;
dunque, se U = X superficie, e : R* D [ X | - ¥ & una parametrizzazione della superficie, si ha
che la parametrizzazione della O-forma diventa:

9" (O)w) = 0(p(w).

Analogamente, se w € una 1-forma, la parametrizzazione diventa:

P @ = Y w(p)pjdu

J

DEFINIZIONE 6.35: Sia a(x): R™® D ¥ — R, con X superficie, una 2-forma. Sia ¢: R? D [ X | —
¥ una parametrizzazione di X. Definiamo pull-back la funzione ¢*: A%(R™) - A%*(R™) tale che
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@O E Y aulp() 97 (dg) ) Mg (dr) @),
1<j<ksn
dove: ]

@*(dx;) (x) = dx;(9(x))pj (x)dx.

LEMMA 6.21: a = dx; Adx, € A*(R™), p:R* DX ] - R" = (01 (uy, up), ey o (g, uy)).
Allora:

¢*(a) = det(Vo;, Vo) du;j A du.
Dimostrazione:

Per definizione, ¢*(a) = (p*(dxj) A @*(dxy), dunque:

0@= D ((Ouy95) diti A (duy o) dit) = D ((0uy, 0 - Oy, 01) dut, s, ).

ky€{j k} kq€{j .k}
kz€{j.k} ko€{j k}
Posto a;, = 0y, pp, € posto A = (ai,h), si ha subito:
@*(a) = det(4) du; A duy,
in quanto du; A du, = —duy, Adu; e duj Adu; = 0.

Osservazione: Per il lemma precedente, in generale si ha:

¢ (a) = Z @k ((p(u)) det(V(pj,V(pk) du; A duy.

1sj<ksn

DEFINIZIONE 6.36: Sia (Z,T = {gok: R? o I, — Wk}) una superficie in R" senza bordi
parametrizzata da un atlante in R2.
Sia @ = Y1<icj<n @;jdx; A dxj una 2-forma, e sia { (x)} una partizione dell'unita, tale che

supp (i) < W.
Allora definiamo l'integrale della 2-forma « sulla superficie X:

L azy f o1 (@) W (p(w).

k &k

PROPOSIZIONE 6.22: Sia F = {¢: R? D I, - X} un atlante di £ composto da una sola carta, e
sia G = {: R? D J, - X} un altro atlante equivalente al primo, cioé 3y: I, — J, un
diffeomorfismo tale che y: I, 3 u — v € J.. Allora, se a & una 2-forma:
[ o @w = | v@e,
Ig

Je
cioé l'integrale non dipende dalla parametrizzazione della superficie.

(Osservazione: Il ragionamento puo essere esteso a qualsiasi atlante).
Dimostrazione:
Innanzitutto notiamo che:

2
0 p(X) = ) - 0y 1000,
k=1
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da cui:
Vi =Jx V.
Quindi:
det(Vy @1, Vyp,) = det(x - By, Jx - Bp,) = det(Jx) det(%yy, B1hs).
Ora, per la formula di cambiamento di variabili:

fkwa)(u): > [ ) (@, ) vy ndv, =

1<j<ksn Je

_ Z f iy (lp(x(u))) det(V, 1, V, i) det(Jx) dug A dus,,
1<j<k=<n Ie
da cui: ]

@@= ) | @pa) et T du ndi; = | 9" @00

1<j<ksn”'e €

TEOREMA DI STOKES (per 1-forme su superfici con bordo): @ 1-forma, £ c R3 orientabile,
regolare e connessa. Allora vale:
f da = f a.
b ax

(Supponiamo che X sia parametrizzata da una sola carta; se il numero di carte & maggiore basta
applicare questo ragionamento a ciascuna carta.)

Siaxy€0Xeq@:l; ={u€eR?||ullo <&u, <0}->ZNW.

a = Y3, a(x)dx;, a;(x) € C*, supp (aj(x)) c WVvj.

Allora:

Dimostrazione:

3 3
0'(da) = 9" D de(0dxi Ay | = D 8iey(0(w)depi(w) A oy () =
ij=1 ij=1
3
= > [ 2y(0@w)- Z Oug, 91Dy, @5kt A ) |
ij=1 kykz=1
Ora, per la formula della derivata del prodotto:

Z ai“j(<ﬂ(u))auk1<ﬂi = Oy, ai(pw)),

dunque:
¢ (da) = Z Z Buklaj(<p(u))6uk2<pjduk1 A duy,.
J kika
Con questo:
fda —f *(da) = Z Z ff ik, a]((p(u))auk @jdug, A duy,.
J kiks

Integrando per parti, si ha (in quanto ¢ & definitain I7):

0 re 0 £
f f Oy, @0, @jdus Adu, = —f f @0y, 0y, @jduq Aduy,
—_ed_¢ —eJ-¢

mentre:
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0 £ 0 £
f f Oy, @0y, @jdu; Adu, = —f f Oy, @0y, @jdus Adu, =

—&EVv—=£ —&Ev—=£
£ 0 re&
= —J. aj(q)(ul, 0))6u1<pj(u1, 0)du, +f f @;0y,0,, @;jduy A du,.
—& —&EV—=£

Per il teorema di Schwarz, i due integrali doppi si semplificano, da cui:
&
[or@ar == [ (s, 00)0u,;ur, 00
) — J—&
J

Ora, se si pone P(u;) = ¢(uy,0), abbiamo:
3 & 3 &
= * = 2 d P = i au i d .
| a=] @ JZ | @b Jz [IETICCD L RORE

A questo punto basta cambiare 1'orientazione di 1, ed abbiamo la tesi.

TEOREMA DI STOKES (per 2-forme su superfici con bordo): U aperto connesso limitato con
oU = X, U ..U Z, Z; connesso, regolare, orientabile Vi.

B = B1(x)dx; Adxs — B (x)dxy Adxz + B3(x)dxy A dxy;

dB = (0,1 + 0,0, + 03f3)dx, Adx, Adxsz = div(f)dx, A dx, A dx; (in quanto gli altri
elementi sono 0 e il + nasce dal cambiamento da dx, A dx; A dx; a x; Adx, Adxs3).

Allora:
J dp = B.
U U

La dimostrazione e piuttosto noiosa, e ricalca esattamente la precedente; dunque la evitiamo.

Dimostrazione:

TEOREMA DI STOKES (forma alternativa): Sia @ = Y3, 4;(x)dx;.
Dunque da = Y Fjxdx; A dxy, dove Fj, = 0;A; — 0xA;, cioe Y. x Fjy =V X A = rot(4).

Allora:
fda = ff(N,rot(A))dS,
p> p>
4 Oy \ . . .
dove N = —222212% 4 4] versore normale uscente alla superficie.
10w, 9x0u, 0|
Dimostrazione:
(p*(da) = Z le’kzdukl A dukz,
k1.k;
dove:
Gk1.k2 = Z ain(?ukl (pjaukz Q;.
Lj
Dunque:

¢*(da) = (G12 — Gz1)duy A dus,.
Se aul(p =a= (alraZJ a3) € auz(p =b= (blbe'bS)’

Gy — Gy = Z d;A; (aibj — ajbi) = det(rot(A),a, b) = (rot(4),a X b),
i,Jj

da cui:
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@*(da) = (rot(A), 0y, @ X 0y, @)du; Adu, =
aul(p X auz(p

— A ,
R T

) ||6u1(p X Ouch”dul Aduy,
=ds

da cui la tesi.

Osservazione: Dunque possiamo enunciare il teorema di Stokes come:
f(rot(A), N)dS = J (A, T)dS,
z oz
dove T e il vettore tangente alla superficie.

TEOREMA DI GAUSS-GREEN: w = Fydx, Adx; — F,dx; Adxz + F3dxy Adx,.

Allora, se N & come prima il versore normale esterno, si ha:
j div(F)dx = j (N, F)dS.
U au

Dimostrazione:
E un corollario della precedente proposizione.
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7 MISURA E INTEGRALE DI LEBESGUE

DEFINIZIONE 7.1: (X, T) spazio topologico. Si definisce algebra di Borel B(X) la piu piccola o-
algebra che contiene T'.

Osservazione: B(X) = {U;2; U; U U2, Fj |U; aperti, F; chiusi}.
Sia (Q, F), con F € P () un’algebra.

DEFINIZIONE 7.2: Si definisce misura esterna un’applicazione ¢: P (1) — [0, +o0] tale che:
L. (@) =0;

2. ACB€EQ= ¢(A) < ¢(B) (monotonia);

3, {Aj}jzl'_._'m c P, (Ui 4)) < 2725 0(4;) (subadditivitd).

TEOREMA 7.1 (di Caratheodory): ¢: P(2) — [0, +00] misura esterna. Allora
M={EePQ)pA) =p(ANE)+p(ANE°) VA € P(Q)}
€ una o-algebra e ¢|, € una misura o-additiva.
Dimostrazione:
Notiamo innanzitutto che la disuguaglianza ¢(4) < (A N E) + (A N E€) vale sempre per
subadditivita della misura esterna; & inoltre evidente che E € M = E€ € M.
Mostriamo che E;,E, € M = E; UE, € M, cioé:
@A) = (AN (B UE)) + ¢(AN (Ey U Ey)®) VA € P(Q).
Osserviamo che vale la relazione insiemistica:
AN(E;UE,))=(ANE)U(ANE,NEY);
inoltre E, € M, quindi vale:
P(ANED) =@(ANEf NE) +9(ANET NEY),
in quanto A N Ef € P(Q).
Ma
p(A) = p(ANEy) + p(ANED),
percio:
P(A) =p(ANE) +9(ANE{NE) + 9(ANEf NES) = (AN (E,VE,)) + @(ANEf NEY)
per la relazione insiemistica precedente e per subadditivita.
Vediamo ora il caso numerabile.
Sia E4, E,, ... € M; vogliamo dimostrare che:

pA) =@ An<UEi> + ¢ An(UEl) VA € P(Q).

i=1 i=1
Definiamo E; = E;, E; = E,\E1,....E = E,\(U;<pE),... Ovviamente E = UFS E; = UIS E,.
Abbiamo che:

@A) = p(ANEy) + ¢(ANET)

<p(AnEf)=<p<AnEan2 + (AN E{NES)
=E;
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l

re((16) - An(m)%)W(M(ﬁﬂ)%)

Sostituendo ricorsivamente come prima, si ottiene:

(p(A)=r§<p(AﬂE)+<p An(ﬁEf) > An(UE) + ¢ An(ﬁEﬁ) .

i=1 i=1 i=1

i=1
per subadditivita.

L’ultima somma converge perché a termini positivi; prendendo il limite per n — +oo, la
disuguaglianza rimane e dunque:

(A =¢ An(UE) + ¢ An(ﬁEf) = An([jEl) + ¢ An([jEi)

i=1 i=1 i=1 i=1

Cc

Infine, per vedere che ¢|, € una misura og-additiva, basta notare che, se U; disgiunti:

o) o{ () ) () ) =00+ o)

i=1 i=1 i=1 i=2
dunque

da cui:

e l’altra inclusione deriva dalla subadditivita.
]

PROPOSIZIONE 7.2: Se F e un’algebrasu Q, e u: F — [0, +o0] & tale che u(@) = 0, allora, posta
@(A) = infacy;g; X; y(Ej), @ € una misura esterna.
E;€F
Dimostrazione:
E facile vedere che A € B = ¢(A) < ¢(B), poiché ogni ricoprimento di B é ricoprimento anche

di 4. Vediamo che vale la subadditivita, cioé:
400

0 (U Sn> < i o(S).

Fissiamo € > 0. Esistono ricoprimenti del tipo:

&
S, C U Ay, Ay €EF, @(S) = Z u(Aq) — >
i i

- &
seelJaw,  awer 0G0 2 ) ) -5
i i

Ma S = U,S, = U, U; 4y, dunque:
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o)< ) ) ) S ) (060 +57) = ) 0(S) +e Ve >0,

da cui la tesi.

DEFINIZIONE 7.3: £, algebra su Q, my: X, = [0, +0] si dice premisura se, dati Eq, E,, ... € £,
disgiunti tali che E = U; Ej € £y, mo(E) = X;mo(E;).

PROPOSIZIONE 7.3: my: £y — [0, +0] premisura, ¢(S) = infscy;£; X mo(E;).
Ej€X,
Allora VE € Xy, my(E) = @(E).
Dimostrazione:
La disuguaglianza my(E) = ¢@(E) si ottiene considerando E come ricoprimento di se stesso.
Vediamo l'altra. Sia E € U; E; un ricoprimento di E.
Denotiamo E; = Ey NE, E; = (B, NEY) NE,...E, = (E;\(Up<n Ex)) NE.
Ovviamente E = U, E,,.
Per definizione di premisura, my(E) = X, mo(E,), ma @(E) + € = ¥, mo(Ey), e E,, € Ep,
quindi:

my(E) = Zmo(ﬂ) < ZmO(En) <@(E)+e Ve>0,

da cui la tesi.

TEOREMA 7.4: La misura di Peano-Jordan (€, X, m;) é una premisura.
Dimostrazione:

Sia I = UjZ, I; € Zo, con I; € ¥, disgiunti.

Visto che my(I) = mo(U, Ij) = )i mg (Ij), per monotonia si ha la disuguaglianza:

my(l) = Z mo(lj).

Vediamo I’altra disuguaglianza. Sia € > 0.
Si “ingrassano” gli I; in modo da avere I, 2 [, m(E) = m(lj) + 2—81

P

Visto che U?‘;li; 2 [ e ] & compatto, estraiamo un ricoprimento finito 7;, o, I, dil per cui:

mo(I) < m, (Lmj E) = imo(i;) = imo(lji) +e< imo(ll-) + &.

=1
|

DEFINIZIONE 7.4: Presa la misura di Peano-Jordan (R", X,, m,), costruiamo la misura esterna
@ tale che:

o) = dnf, > mo(E).
EjEfF J

A questo punto, il teorema di Caratheodory ci assicura che 3 misura (R", X, m) tale che

Eee pA)=9p(ANE)+ @(ANE®) VA S R". Tale misura si chiama misura di Lebesgue.
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DEFINIZIONE 7.5: (4, X4, 1) misura esterna qualunque, (0", X", m") misura derivante da
Caratheodory. E € Q" si dice mq-misurabile se E € X", cioe ¢ (4) = p(ANE)+ (AN
E) VA € Q.

In particolare, E € R" si dice misurabile secondo Lebesgue se E € X.

PROPOSIZIONE 7.5: Ogni aperto U © R" e unione numerabile di intervalli chiusi quasi
disgiunti.

Dimostrazione:

Denotiamo con W, = {Qi(o)|i = (ig, r) in)} I'insieme degli ipercubi Ql.(o) di lato 1 di vertici interi
con primo vertice in i = (iy, ..., i) € Z™.

Analogamente, denotiamo con W), = {Qi(k)|i = (iy, ) in)} I'insieme degli ipercubi Qi(o) di lato
1 .. s . . D . . 1. \"
& di vertici interi con primo vertice in [ = (ig, e, iy) € (z_k Z) .

Se a, = {Qi(k) cuU Ql-(k) Z Q](-l) VI<k, VQ](-I) € al} e @ = Uy ay, e facile vedere che:

U= U Q™.

Qi(k)ea

LEMMA 7.6: VK € R" compatto, 3U 2 K aperto tale che ¢(U\K) < ¢.
Dimostrazione:
VU 2 K limitato, la precedente proposizione ci assicura che 3I; intervalli chiusi quasi disgiunti

tali che:
j=1

Sappiamo che ¢(I) = Y., ¢(I;) ¢ limitato, in quanto U & limitato, dunque Ve 3N = N(¢) tale
che:

o)

z (p(lj) <e.

i=N+1
SeU' = U\ U?’=1 I,U'2Ke UK © Uj>n [j. Da questo:

p(UNK) < ) my(h) <
J>N
per subadditivita, monotonia di ¢ e my(I) = ¢ (I) VI pluriintervallo.

TEOREMA 7.7: Ogni compatto K S R" & misurabile secondo Lebesgue.

Dimostrazione:

Ci basta verificare che ¢(4) = p(ANK) + p(AN K ) VA € R".

Ve > 0, si puo prendere un ricoprimento di 4, UjZ, [; 2 A tale che § (I]) < £ Vj, con § diametro
dell’intervallo; dunque si ha:

Pp(A) +e=> z mo(1;).
Jj
Per il lemma, 3U 2 K aperto tale che d(U¢,K) < ge @(U\K) = p(K°\U®) < e.
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Definiamo J; = {j|1j NK = (Z)} ef, = {j|1j NK # (Z)}; notiamo che:

AanUI-, AnUCQUIj.

J€EJ2 JEI
Dunque:
P(A) +¢&> Z mo(I;) = Z mo(L;) + z mo(;) = (ANK) + (AN U®),
JEJ1UJ, J€1 JEJ2

ma@ANU)+e=@ANU )+ @(K\U®) = p(ANK NU) + (AN K\U®) =

PANK NU)+9(ANK NU) = p(ANKC),da cui:
pA)+e=p(ANK)+p(ANKS) —¢,

cioeé la tesi.

PROPOSIZIONE 7.8: Sia {Kj}jeN una famiglia di compatti tali che K; € K;,; Vj = 1.
AlloraK = U;K; € Ze:

m(K) = jl_l){poo m(K;).
Dimostrazione:
Se I?] =K\K;_1Vj=2e K, = K, alloraK = U; I?] € X in quanto I?J € X e X & una o-algebra;
inoltre:

m(K) =m U K | =m(Ky) + Z (m(K]) - m(l(j_l)) = lim m(K;).

jo+oo
j j=22

COROLLARIO 7.9: B(R™) € X (cioe i boreliani sono misurabili secondo Lebesgue).
Dimostrazione:

Basta ricordare che i boreliani sono (ad esempio) generati dai chiusi, e i precedenti risultati ci
assicurano che i chiusi sono misurabili.

TEOREMA 7.10: S € R" & misurabile secondo Lebesgue < Ve > 0 3K compatto e U aperto,
K € S € U tali che m(U\K) < e.
Dimostrazione:
=) Se S € X, 3 un ricoprimento U = U; I; 2 S tale che m(U\S) < %
Inoltre sia I = Uy [y 2 U\S un ricoprimento di U\S tale che m(]\(U\S)) < 2; se K = U\I,
K & compatto e m(U\K) = m(U\(U\D)) = m(U n 1) < m(I) = m(I\(U\S)) +
+m(In (U\S)) <§+§= E.
&) Basta verificare che p(4) = (AN S) + (AN S°) VA € R™.
Ve>0,312A4,1, SANS, I, € AN S tali che p(I\A) < &, p((ANS\I,) <&,
(p((A n S)\Iz) < e.Mal 2 I, UI, per costruzione, dunque m(I) = m(l;) + m(l,).
Allora:
pA)+e=pANS)—e+p(ANS)—c ©p(A)+3e=p(ANS)+ p(ANS°)
Ve > 0, da cui la tesi.
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Nel seguito sia (4, X;, m;) un generico spazio di misura.

DEFINIZIONE 7.6: Una funzione f:(; — R si dice misurabile se f _1((1:, +00]) € misurabile
vt € R.

Osservazione: Visto che B(R) ¢ una o-algebra, affinché f sia misurabile basta che sia misurabile
ogni immagine inversa di un boreliano.

PROPOSIZIONE 7.11: Siano f, g: Q; — R funzioni misurabili. Allora:

1. c¢f é misurabile Vc # 0.

2. f 4+ g é misurabile.

3. se F:R? - R & continua, F ( f(x), g(x)) ¢ misurabile.

4. se {fj}jeN ¢ una successione di funzioni misurabili, S(x) = sup; fj(x) e s(x) = inf; f;(x)
sono misurabili.

Dimostrazione:

1. {f(x) >t} = {cf(x) > ct}, dunquef ~((t, +=0]) € £; & (cf)"((ct, +x]) € 2.

2. Basta scrivere I'insieme {(f £ g)(x) > t} come unione quasi disgiunta di quadrati Q;; = I; X
Lie(f+£g) H((t,+]) €2y & fAU) €2 Ag™ () € T Vi, .

3. Analoga alla precedente notando che {F(x,y) > t} & un aperto di R?.

4. {SC) >t =N {fi(x) > t}efs(x) >t} = U,{fi(x) > t}.

PROPOSIZIONE 7.12: Ogni funzione continua é misurabile.
Dimostrazione:
f continua = f"l((t, +00]) é aperto in (4, dunque sta in B(Q,) € X;.

DEFINIZIONE 7.7: Una funzione s: ; = R si dice semplice se s({2;) & un insieme finito
{ei, ..., e,} e ogni insieme E; = {f(x) = e;} & misurabile.

Osservazione: Ogni funzione semplice si puo scrivere come:
r

i=1
dove gli E; = {f (x) = e;} sono disgiunti.

DEFINIZIONE 7.8: Sia P({)) una proprieta. Si dice che P & vera quasi ovunque se & vera
Vx € Q\F, con m(F) = 0.

PROPOSIZIONE 7.13: Sia f: 1y —» R & misurabile, f > 0 quasi ovunque. Esiste una successione
crescente Sy (x) di funzioni semplici, s, (x) = 0 quasi ovunque tali che s, (x) 7 f(x) quasi
ovunque.

Dimostrazione:

SiaF € Q,,m(F) =0.SiaA = Q;\F & tale che f(x) = 0Vx € A.

Definiamo:
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k2k i1
sk(x) = kxg, + ZTXE,CJ'

i=1

dove:
i—1 1
Ek:{XEAlf(X)Zk}, Ek,i:{xEA|f(x)E(2—k'F>}'
Grazie alla stima:
If (%) — s (x)| < 27F vx € A\E,,

si ha che sy (x) approssima f(x) “bene” fuori da Ej,.
Visto che Ey 2 E; 2 -+, si ha che:

hm Ek—ﬂEk— = {x € A|f (x) = oo},

dunque s, (x) 7 f(x) in A\E e si(x) f o = f(x)inE.

COROLLARIO 7.14: Sia f: Q; — R & misurabile. Esiste una successione crescente s, (x) di
funzioni semplici, sj (x) tali che s (x) = f(x) quasi ovunque.
Dimostrazione:
Se f*(x) = max(f(x),0) e f~(x) = —min(f(x),0), f = f* —f~ e f*, f~ sono positive quasi
ovunque, dunque si ha la tesi per la proposizione precedente.

[

DEFINIZIONE 7.9: Sia s(x) = X, ¢;xg, funzione semplice. Se E € Q; & misurabile, si definisce

integrale di s su E:
n

Ls(x)dml(x) = Z cim,(E; N E).

i=1

LEMMA 7.15: Sia s(x) = X[, ¢;xg, semplice, e siano S; € S, € -+ € Q; tali che Uy Sy = Q.
Allora:
lim j s(x)dm,(x) = f s(x)dmq(x).
koo Sk Q4
Dimostrazione:
Basta notare che Sy N E; 7 E;, quindi per o-additivita:
111—{23 my(Sk N E;) = my(Ey).

Dalla definizione di integrale:
n

fim [ sGadm, ) = Jim 3 com(Bin50 =) eoma(B) = [ sdm o)

i=1 !
n

DEFINIZIONE 7.10: Sia f: Q, — R misurabile, f(x) > 0 quasi ovunque. Si definisce integrale di
f su E € Q, misurabile:

f f()dm () = sup { f sG)dm, (x)
E E

0<s(x)<f(x),s(x) semplice}.
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Se f:Q; - R & misurabile e [ f*(x)dm;(x) < +oo Vv [ f~(x)dmy(x) < +oo, si definisce
integrale di f su E:

f £ GO dmy (x) = f FH@)dmy (x) - f £~ ()dm, ().
E E E

Osservazione: L'integrale ¢ lineare e m(E) = 0 = fE f(x)dm,(x) = 0.

DEFINIZIONE 7.11: Una funzione misurabile f: (; — R si dice sommabile se
Jofr()dmy(x) < 400 A [ f7(x)dmy(x) < +oo.
Lo spazio L} (Q,m,) & lo spazio delle funzioni sommabili.

TEOREMA 7.16 (Beppo Levi): Sia f}, una successione crescente quasi ovunque di funzioni
misurabili positive quasi ovunque, tali che f (x) = f(x). Allora:

[ feiame » [ reamco,
Q Q
cioe:
i [ fecodm = | im (2) dmi 0

Dimostrazione:
La successione fj, € crescente quasi ovunque, dunque, se f(x) = limy fi (x) = supy fi (x):

lim fﬂlmx)dml(x) < fﬂlf(x)dml(x).

Vediamo la disuguaglianza opposta. Sia 0 < s(x) < f(x) semplice.
Sia ¢ € (0,1) e poniamo Ej, = {x|f(x) = cs(x)} Vk. Banalmente E;, € Ey,; e Ug Ex = Q;.
Dunque:
fedm (@) 2 | futdm @) = ¢ [ sCdm 6o,
Q4 Ex E

k

f sCOdmy () - [ s@dm, (),

k Q
quindi, Ve > 0, 3N = N(¢) tale che:

fu(0)dmy (x) = ¢ j sGo)dm, () — e,

Q Q

Da questo segue che:

Ill_g)lo Jﬂlfk(x)dml(x) >c JQ s(x)dm(x) — ¢

1

V0 < s(x) < f(x) semplice, Ve > 0, Vc € (0,1), cioe:
tim [ fiGodm @) 2 [ adm 6o,
*® Q4 Q4

TEOREMA 7.17 (Fatou): Sia fi, (x) una successione di funzioni misurabili positive quasi
ovunque. Allora:

j liminf f; (x) dm,(x) < lim inff fie (x)dm4 (x).
Q, ko= koo Ja,
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Dimostrazione:
Poniamo gy (x) = inf;sy f;(x). gi & crescente, quindi per Beppo Levi:

J. liminf fi (x) dm,(x) = lim f Ir(x)dmy(x) < lim inff fi(x)dm,(x) =
Q k—oo k—oo Q, k—o izk Q,

= liminf | fi(x)dm,(x).
k—oo Q,

TEOREMA 7.18 (della convergenza dominata di Lebesgue): Sia f; (x) una successione di
funzioni sommabili, tali che 3g(x) sommabile tale che g(x) = |fi(x)| Vk quasi ovunque.
Allora, se f(x) = limy_,o fi (x):

fe()dmy(x) > | f(x)dm,(x),

Qq Qq
cioe:

lim j fr()dm,(x) = j lim f, (x) dm,(x).
k—oo -Ql -Ql k—o0
Dimostrazione:

Sicuramente 2g(x) = |fi,(x) — f(x)| Vk quasi ovunque. Se hy(x) = 2g(x) — |fi. (x) = f(x)|,
lim infy, Lo | fi () — f(x)| = limy 0| fir (x) — f(x)| = 0, dunque applicando Fatou si ha che:

f lim inf hy, (x) dm,(x) < lim inff hy (x)dm (x),
Q, k—o0 k—oo Q
cioe:

2 [ g@ydam, o < tipint | 2900 = 1) - F@Ddm )
Q, k= Jq,

=2 gGodm,G) = limsup [ 1fC) - FGldm (o),
Q

1 k—oo Q4

da cui:

limsup [ [fi(x) — f(x)|dm,(x) <0,
Qq

k—oo

ma |fi(x) — f(x)| = 0, quindi:
lim f @) dm () = [ FG)dm (o).
Q Q

TEOREMA 7.19 (di Egorov): Sia {f; } una successione di funzioni misurabili tali che f;, = f q.o.
in Q,. Allora, V6§ > 0, 3B taleche m(B) < d e fi, 3 f in Q;\B.
Dimostrazione:
Ve > 0, Vk € N, sia:

By = {x € Q|3j > k tale che |f;(x) — f(x)| = €}.
Evidentemente, fissato € > 0,siha By 2 By 2 - € N By = F, con m(F;) = 0, quindi,
V6,Vs AN = N(6, s) tale che m(BN‘Z—s) < §275. Posto:

B(5) = U By,
S

si ham(B(8)) < § e f; converge uniformemente a f in Q,\B(8).
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LEMMA 7.20: Se f & una funzione non negativa quasi ovunque, sommabile e:

fx)dmy(x) =0,

Qq
allora f(x) = 0 q.o.
Dimostrazione:
Vk € N, sia:
1
E, = {x € Q|f (%) ZE};

visto che l'integrale ¢ 0 e la funzione ¢ non negativa q.0., si deve avere m,(Ey) = 0 Vk.
Ma:

el >0 =| JE = m{r@ > =) mE) =0
k k

TEOREMA 7.21: f integrabile secondo Riemann = f integrabile secondo Lebesgue.
Dimostrazione:

L’integrabilita secondo Riemann ci assicura che esistono funzioni semplici s, (x) e S,,(x) tali che
sp(x) < f(x) < S,(x) Vn (s, e S, non sono altro che I'inf e il sup di f secondo particolari

partizioni dell'intervallo di integrazione).
Si ha:
sp(x) 7 f-(x) < f(x)

e:

Sn() N fi(x) = f(x),
e f_(x), f; (x) stanno in L' per il teorema di convergenza dominata di Lebesgue.
A questo punto basta notare che per l'integrabilita secondo Riemann:

Jﬂf_ (0)dx = Jﬂf(x)dx = fﬂﬂ(x)dx,

e con il lemma precedente segue che f_(x) = f(x) = f,(x) q.o.

DEFINIZIONE 7.12: Data f misurabile, e 1 < p < o, si definisce norma LP di f il numero:
1

Iflle = ( IfI”dx)p.
Q4

Definiamo inoltre spazio LP(€,):

LP(Q,) = SN < +°°}/~’

dove f ~ gse f = g q.o.
DEFINIZIONE 7.13: Data f misurabile, si definisce norma L® di f il numero:
|fll,o = esssup f :=inf{a € R|f(x) <aq.o.}.
Q4

Analogamente, si definisce spazio L (Q):

Lo, = Sl < +ooly

dove f ~ gse f = g q.o.
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Osservazione: Ripercorrendo la dimostrazione che ogni funzione misurabile & limite di una
successione crescente di funzioni semplici, si vede che il sottospazio di LP (),) delle funzioni
semplici & denso in LP (Q,).

LEMMA 7.22 (disuguaglianza di Minkowski): ||. || ,» soddisfa la disuguaglianza triangolare, cioé
If +gllee < [Ifllee + llglle.

Dimostrazione:
Per densita delle funzioni semplici, basta mostrare che vale per quelle; ma vale per la
disuguaglianza di Minkowski discreta (capitolo 1) V1 < p < o5 il caso p = oo & banale.

|

Osservazione: Dunque ||. || » € una norma V1 < p < oo; inoltre L” ({),) & uno spazio vettoriale di
dimensione infinita su R.

LEMMA 7.23: Sia {gy }x una successione di funzioni in LP tali che Y7 ||gkll» < .
Allora 3f € LP tale che:
n
Z 9k = f
k=1

quasi ovunque.
Dimostrazione:
Poniamo h, = Yi-4lgk| e h = X719kl
h,, 7 h, dunque per Beppo Levi:
1 n—-oo Ql
Per la disuguaglianza di Minkowski:

n [ore]
Meallir < > llgidlir < ) i gillir = M.
k=1 k=1

Dunque h € LP e ||h||;» < M. Inoltre la successione },;_; g ¢ assolutamente convergente quasi
ovunque puntualmente, dunque converge a f € L? con |f| < h.
Ma allora:

f h?dm, = lim | hbdm,.
Q

n p

f_zgk

n b
< |f|+Z|gk|> <@wret,
k=1 k=1

quindi per il teorema di convergenza dominata di Lebesgue si ha:

n
lim [ |f =) g0
n—-oo
4 k=1

14
dﬂhr= Q

cioé Y p-1 9k = f in LP.

PROPOSIZIONE 7.24: Ogni successione di Cauchy {f;} in LP, 1 < p < oo ha limite q.o. in LP.
Dimostrazione:

Vediamo primail caso 1 < p < oo.

Visto che la successione e di Cauchy, sia { fkn} C {fx} una sottosuccessione tale che:
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||fkn+1 o fkn”Lp <27
inoltre poniamo:

n-—1
In = Zlfkiﬂ _fkil'
i=1
Sicuramente la successione {g,} cresce, e per Beppo Levi
[1im g.|| = timllgalle < +eo,
n—oo LP n—-oo

dunque, se g = lim, o, gn, g € LP.
Ma allora per il lemma precedente la successione:

n—-1
Z(fkm ~fir) = fin = fia

converge a un elemento f € LP.

Ma poiché la successione iniziale era di Cauchy, e ha una sottosuccessione convergente a f €
LP, anche I'intera successione deve convergere a f.

Se invece p = oo, e {f;} & di Cauchy in L*, allora Vm € N 3n € N tale che:

1
|fj(x) — fk(x)| < — Vi, k =n,VYx € Q1\N; xm,

dove N; ., ha misura nulla. Se:

N= Mm

j,k,meN
m;(N) = 0 e Vx € Q;\N, la successione di numeri reali {f;(x)} & di Cauchy in R.
Dunque possiamo definire il limite puntuale:

fG) = Jim ()

Vx € (Q,\N. In questo spazio si ha:

1
i) — F0)| < — Vi>n
per un certo n = n(m). Ma allora f(x) € L” e f;, = f q.o.

PROPOSIZIONE 7.25: Se f;, — f in LP, allora:
If = fill.e = 0.

Dimostrazione:
Per la disuguaglianza triangolare, Vh, g € L? si ha:
IAlle = llglle < llh = gllow

lgllr = lIRllr < llg = hllr = IR = gllLp,
dunque:

Al = llgllel < IR — gll.p.
Seh = f,eg=f,sihalatesi.

Osservazione: Se {f;} & di Cauchy in L?, 3f; - f q.0. e fi & dominata, cioe | fnkl < |gl, con
g ELP.
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COROLLARIO 7.26: V1 < p < oo, (LP(Q4), |- l|») & uno spazio di Banach.

PROPOSIZIONE 7.27 (disuguaglianza di Hélder): Se p,q € R U {c0} tali che % + 3 =1,f€elP,

g € L%, allorafgelle
If gl < lIfllellgllLe.

Dimostrazione:
Se f, g sono funzioni semplici, la tesi segue banalmente dal caso discreto.
Ma le funzioni semplici sono dense in L?, dunque segue la tesi per densita.

Osservazione: La disuguaglianza |[fgl|,;: < K||f|l:llgll2 & falsa VK € R.
Infatti, se g = Xp(x,)> M1 = dx misura di Lebesgue, e la disuguaglianza fosse vera per K fissato,

fB Il = fﬂ|f|x3<xo,r><x)dx <K ( jﬂlfldx> ( jﬂ)(s(xo,r)dx)

=m(B(xo,7))
fB(xo ~If1d x
m(B(xO,r)) B <.[ |f|dx>

ma se f & continua, il primo termine tende a |f(x,)|, e in generale la disuguaglianza:

suplf] < K f Ifldx
Q Q

si avrebbe:

dunque:

e falsa VK € R.

PROPOSIZIONE 7.28 (disuguaglianza di Holder generalizzata): Siano 1 < p, q,r < oo tali che

1-1 + 1. Allora;
P q

T

Ifgllr < NIfllerllgllLa.

Dimostrazione:

Applichiamo Hélder a g e g, alle funzioni |f|" e |g|":

([irriar) < (| ) | g1
(/ |f|r|g|r)% <(| Iflp)% (/ |g|q)%

PROPOSIZIONE 7.29 (disuguaglianza di interpolazione): Siano 1 < p, q,r < oo tali che
1= % + 1;—9, con 0 € [0,1]. Allora:

cioe:

r

0 -0
If e < IFNER N F Il

Dimostrazione:
La tesi € equivalente a:

72



(1) s_flﬂp jlfw B

Osserviamo che |f|" = |f|9T|f|(1 o)r @ qe)r = é + —5—, dunque applicando
or (1- 9)7"

Holder:
f|f|9r|f|(1_9)r < ”fBr” p ”f(l 9)r”

(1 9)r
cioé la tesi.

PROPOSIZIONE 7.30: Siano {f,}, {g.} successioni tali che f,, - f in LP, g,, = g in L4, con
1= %+ é. Allora f,g, — fg in L.

Dimostrazione:

f|fngn gl = j|fngn —gfut 9fa—fgl < j|fngn — gful + 19f, - fgl

= ]Ifnllgn —gl+t1gllfn = fl < Wfallr lgn — gllia + I = fllp llglla = O,

-0 -0 <o

in quanto f,, e limitata perché di Cauchy.

Osservazione: La palla B;p(0,7) = {f € LP|||f||,» < r} non & compatta.

1
Infatti sia f,, = nEX(Ol)Q lfull.» = 1 Vn, e se per assurdo 3f,, — g, si avrebbe che ||g||,» = 1.
Ma f;,, & di Cauchy, dunque Elfnkh — g = 0 q.0., assurdo perché ||0]|,» = 0 # 1.

TEOREMA 7.31 (di Lusin): Sia f € L'(K, dx), dove K € R" & un compatto e dx & la misura di
Lebesgue. Allora, Ve > 0, 3g: K — R continua tale che:
f(x) = g(x) Vx € K\F,
con F chiuso e m(F) < ¢.
Dimostrazione:
Notiamo che basta dimostrare il teorema per f = 0.
Vediamo innanzitutto il caso f = yg, E € K; visto che E & misurabile, 3C € E € U, C
compatto, U aperto tali che m(U\K) < ¢. Sia:
d(x,U°)
95 = 3600 + dx U
Se Fg = U\C, f(x) = gg(x) Vx € K\Fg e m(Fg) < e.

Seinvece f =s = YF ¢, XE, funzione semplice, il ragionamento ¢ del tutto analogo:
k

909 = 6 g, ()
i=1
da la tesi insieme a F = U; Fg, (basta scegliere Fg, con m(FEi) < %).

Passiamo ora al caso generico. Se f € L' (K, dx), 3{s;} successione di funzioni semplici tali che
sk = f in L', Per queste, 3g, € C°(K) tale che g (x) = si(x) Vx € K\Fy, m(F;,) < 27,
Per la successione {g,}, gx = g € L' q.0., dunque per il teorema di Egorov IF', m(F') < gtale
che g, 3 gin K\F'.
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Ma allora, se:

F=F'uU UFk,
k=1

m(F) <eeg(x) = f(x) Vx € K\F.

Osservazione: Se f € L*(R™), si ha:
lim f(x)dx = 0.
n=>% Jix|zn
Infatti, se f, = X|x|2nf si ha che f;, = 0 puntualmente q.o0. ed & dominata da |f(x)|, quindi per
il teorema di Lebesgue:
f(x)dx = | f,dx — 0.
Rn

|x|zn

TEOREMA 7.32: Lo spazio delle funzioni continue a supporto compatto & denso in LP (R")
V1 < p < o, cioé Ve > 0, Vf € LP(R™) 3g € C°(K) tale che:

|f(x) = g(x)[Pdx <e.
Rn

Dimostrazione:
Fissiamo & > 0. Esiste una funzione semplice s(x) a supporto compatto tale che:
[f (%) = s()|Pdx <,
R"
in quanto le funzioni semplici sono dense in L? e scegliendo un compatto abbastanza grande si
ha la stima voluta.
Sia R > 0 tale che B(0,R) 2 supp(s); 3C tale che m(B(O,R)) < CR™.
Applicando Lusin, si trova una funzione g: B(0,R + 1) — R tale che:
s(x) =g(x)vx € B(O,R + 1)\F
em(F) < m.
Se p(x) € C”(R™) tale che p(x) =0se|x| =R+ 1e@(x) =1se|x| <R, allora la funzione:
G(x) = p(x)g(x)
e tale che:

f |s(x) — G(x)|Pdx < e.
[Rn

Applicando la disuguaglianza triangolare, si ha la tesi.

Osservazione: C°(K) non & denso in L* (R™).

Infatti, se f = 1 € L*(R"), e g € C°(K), sicuramente:
suplg — 1| = 1,
Rn

in quanto per |x| > N, con N abbastanza grande, g(x) = 0e f(x) = 1.
Dunque una costante non si approssima con funzioni continue a supporto compatto.
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DEFINIZIONE 7.14: Siano (4,2, m;) e (,,Z,,m;) due spazi di misura. Allora, se my: Q; X
0, - Oy emy:Qy X Q, -, sono le proiezioni canoniche, si definisce la o-algebra X su 4 X (),
come la piu piccola o-algebra che rende misurabili ; e 7,.

DEFINIZIONE 7.15: Nella stessa situazione della definizione precedente, si definisce:

n
20 :{UEiXFi

i=1

E;€3, F € 22}.

Osservazione: Sicuramente X, € un’algebra (ma non una o-algebra), X, € X e:

n
20 :{UEiXFi

i=1

E; € £, disgiunti, F; € X, disgiunti},

infatti basta notare che:

(Ey xF)) U (E; X F,) = (E1 X (F1\F2)) U ((51 UE,) X (Fn Fz)) U (Ez X (Fz\F1))’
e si puo ripetere il ragionamento per gli E;.

DEFINIZIONE 7.16: Se U; E; X F; e disgiunta, si definisce:
my (U E; X Fi) = Z my (E;)m,(F).
i i

PROPOSIZIONE 7.33: Se Q = Q; X Q,, my € una premisura in (£, X,).

Dimostrazione:

Sia E X F = U{2, E; X F;, dove l'unione ¢ disgiunta. Dobbiamo verificare che my(E X F) =
Yiz1Mo(E; X Fy), cioé my (E)m,(F) = Y72, mq (Ep)m, (Fy).

Se:

n n
$n= ) X COXR ) = ) Xeoxr,(69),
i=1 i=1

si ha:

f%ww—memmm

E facile vedere che Y- , Xe, () xr,(¥) = X (x) xr(y) e, fissando y come parametro, si ha che la
funzione:

Iny(x) = 2 X, () xr,(y) - Z Xe, () xr,(¥) = gy (x)

soddisfa le ipotesi del teorema di convergenza dominata, dunque:
n n

> mE0) = [ 3 15010 0) > [ 2:000:0) = m @),

Applicando di nuovo Lebesgue:

iml(Ei)mz(Fi) = L(Li){gi(x))(pi(y) dx> dy - mel(E))(F(y)dy = m, (E)m, (F).
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Osservazione: Dunque possiamo definire la misura esterna:

p'A)= sup {Zmlwomz(m}
ACU;E;{XF; -
disgiunta L

VA C€ Q.
Definiamo X = Z; @ X, come:
AEL S 0" (S) = " (SNA) + ¢ (SN A°) VS S Q.
Definiamo inoltre m = m; ® m,: X — [0, =] tale che:
m(4) = ¢*(4).

Osserviamo infine che ¥ appena costruito coincide con X costruito precedentemente.

LEMMA 7.34: Sia A € Q. Allora, Vx € Q4, si ha:

. (A) ={y € Q,|(x,y) € A} E X,
eVy € Q,:

my,(4) = {x € Q|(x,y) € A} € L;.
Dimostrazione:
Consideriamo l'insieme:

£={Acq|n,(4) €z, m,(A) €X, Vx €Qy,Vy € Qy}.

Banalmente ogni insieme del tipo E X F,con E € £;, F € I, stain .
Inoltre ¥ & una g-algebra, in quanto:

s (U Ai> - @, @0 = @w),

i i
e analogamente per y.

Ma X & la pit1 piccola g-algebra che contiene gli E X F, dunque £ 2 Z.

PROPOSIZIONE 7.35: Sia f: 0 — R Z-misurabile. Allora le funzioni f,: Q; - Re f,: Q; > R
ottenute fissando una variabile sono rispettivamente X, e X;-misurabili.
Dimostrazione:
Basta applicare il lemma precedente, in quanto:
£ (6 o0]) = my (F2((8, o0]) )

e analogamente per f,.

DEFINIZIONE 7.17: Un insieme @ # J S P () si dice m-sistema se & chiuso per intersezione
finita.

DEFINIZIONE 7.18: Un insieme M € P(Q) si dice A-sistema (o classe monotona) se:
e () EM;

o ABEM,ACB=B\AEM;

o [AJEM, A, C A= U A, €M

LEMMA 7.36 (di Dynkin): Se J & un m-sistema, allora:
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a(J) = A(J),

dove o((J) ¢ la piu piccola o-algebra che contiene J e A(J) ¢ la piu piccola classe monotona che
contiene /J.
Dimostrazione:
Per la definizione di classe monotona, si ha A(J) S d(J). Dunque basta vedere che A(J) & una
o-algebra.
Vediamo che A(J) ¢ stabile sotto intersezione finita.
Fissato D € A(J), sia:

Dp ={Q € P(V|Q N D € AD}-
Dico che Dj & una classe monotona.
Sicuramente () € D, in quanto QA N D = D € A(J).
Inoltre, se Q € Dp:

c

Q°ND =Q°uUuD)ND=(@nND)nND = (Q_n_[})u Qj e A(J),
EAD) EA)
cioé Q¢ € Dp. Infine, la chiusura per unione numerabile di catene ¢ ovvia.
Visto che J e chiuso per intersezione finita, si ha J € D; VG € J. Ma D;; € una classe
monotona, dunque A(J) € D; VG € J. Quindi:
DeAd),GeJ=>DNnGeAJ)=J S Dyp=>AJ) € Dp,
cioé A((J) ¢ stabile sotto intersezione finita.
Vediamo che A(J) e una o-algebra, cioe che e chiuso rispetto all'unione numerabile.
Se {Dj} é un insieme di elementi di A(J), poniamo:
b, = )\ U D;.
i<j

Visto che A((J) ¢ stabile sotto intersezione finita, 5] eEAJ) V), ei D~] sono a due a due disgiunti.

Onjzf_]b]e/l(g).
j=1 j=1

Da questo:

DEFINIZIONE 7.19: Uno spazio di misura (£, £, m) si dice o-finito se esiste una catena
numerabile di insiemi E; € E, C - tali che:

UEL:Q
i

e m(E;) < oo Vi.

LEMMA 7.37:Sia (Q = Q; X Q,,2 =%, ® ,,m = m; @ m,) uno spazio di misura prodotto,
con £ e ), o-finiti.

Se § € () é misurabile, allora:

1. o(x)= mz(nx(S)): Q; - R & m;-misurabile;

2. Y(x) =my (ny(S)) : Q, - R & m,-misurabile;

3. vale I'uguaglianza:

my @ ma(s) = |

Q4

m, (T[x (S))dml = fnz my (”y(s)) dm,.
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Dimostrazione:
Definiamo:
F = {A algebra|VS € A, valgono 1.,2.,3.}.

F # @, poiché X, € F; inoltre un maggiorante per una catena ordinata (con 'ordinamento ) e
I'unione.
Per Zorn, sia M € F un elemento massimale.
Se mostriamo che M é una classe monotona, avremmo la tesi, perché avremmo che ¢(M) =
A(M) = M sarebbe una o-algebra che contiene X, e dunque avremmo M 2 X.
Sicuramente () € M.
Notiamo che S € M,A € M,S € A = A\S € M, in quanto la differenza di due funzioni
misurabili & misurabile e I'integrale ¢ lineare.
Ci rimane da vedere che S; €S, €M =S =U2,S; EM.
Per ipotesi, abbiamo che, posto ¢, (x) = m, (TL’x (Sk)) eYr(x) =my (ny (Sk)), esse sono
rispettivamente m, e m, misurabili e:
my @ my(Sy) = fﬂ m; (T[x(Sk))dml = fﬂ my (T[y(Sk)) dm,.

1 2
Osserviamo che m,(Sy) 7 1, (S) e m,, (S) 7 m,,(S), dunque:

o) 7 9(x) e Pr(x) 7 P(x).
Applicando Beppo Levi, si ha che ¢(x) e Y (x) sono misurabili e:

im [ oGam = [ o@aim e tim [ yeim, = | yeoam,

Q,
dunque:

my @ my(S) = Jim m, & m,(Sy) = f

p(x)dmy = [ P(x)dms,.
Q Q,

TEOREMA 7.38 (di Fubini-Tonelli): Sia f: Q = Q; X Q, - R U {co} sommabile q.0., Q; e Q, o-
finiti. Allora la funzione y - f(x,y) & m,-sommabile, la funzione x - | a, f(x,y)dm, é my-

sommabile e vale I'uguaglianza:

] £ G y)d(m, @ my) = j ( f(x.y)dmz)dml.
Q1%x0p Q; \VQ,

Dimostrazione:
Innanzitutto possiamo considerare solo f > 0, poiché altrimenti si scompone f = f+ + f~.
Visto che:

ff(x: y)d(m; @ m;) = sup {f s(x,y)d(m; @ my) [0 < s(x,y) < f(x,y) semplice}
Q Q

e per il lemma precedente il teorema vale per le funzioni semplici, possiamo scegliere una
successione {s;} di funzioni semplici, s 7 f, e applicare il teorema di Beppo Levi due volte per
ottenere:

J feedims @m = pim | ey @ mo) = Jim | ( J, sece i, ) am, =

= Ll (LZ (Ill_r)glo sk (x, }’)) dmz) dm, = fnl ( sz(x, y)dm2> dm,.
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DEFINIZIONE 7.20: Date f, g: R" = R si definisce convoluzione di f e g:
frg) = flx—=y)gydy.
Rn

Osservazione: Le funzioni L a supporto compatto sono dense in LP. Infatti basta considerare

fn = f * X(=nn) € per Lebesgue:
ffn - .[-fl

PROPOSIZIONE 7.39: Siano f, g: R" - R, f € L}(R™) g € C}(R"), g, Dg(x) € L®(R™), allora
frxgx)eCt (R e:

Di(f +9G0) = | D(FG=yam)dy =1 + (D)

in quanto f, 7~ f € LP.

Dimostrazione:
Vediamolo innanzitutto per f € C°(K), K € R™ compatto. Si ha (per commutativita di *):

f*g(x+t€;)_f*g(x)—f*(Dig(x)) =
_ f<9(x+tei—J;)_g(x_y)—Dig(x—y)>f()’)dY =
K

1 td
SL?<L %g(x—y+aei)da>—Dig(x—3’)‘|f(Y)|d}’S

1 t
s]-jWQMx—y+wo—wa—ymw|ﬂwu%
K t 0

ma vedremo che, visto che Dg é limitata, Ve > 0, 3§ > 0 tale che:

1 t
[t]| <6 = ?f |D;g(x —y + ge;) — D;g(x —y)|do| < te
0

e dunque:

f*g(x+te;)—f*g(x)—f*(Dig(X))

in quanto una funzione continua su un compatto e limitata.
Se invece f & generica, costruiamo una successione {f}} di funzioni continue a supporto

compatto tale che f, — f; per queste vale D;(fi, * g(x)) = fi * (D;g(x)) e:
(ot g =1 0@ = | (=) = £ =1)g0)dy < lighe=lfy = fll
Rn

Vx € R", dunque:

szvwwwﬁo
K

Wfaxg—f*gllie < |lfa = Fll2llgllie
(e analogamente per D;g). Da questo segue che:

faxg3f*xg e  Di(fu*xg)3f*Dyg,
da cui la tesi.

COROLLARIO 7.40: Siano f € L}(R"), g € C*(R™), g,Dg € L*(R™). Allora f = g(x) €
C*(R™).
Dimostrazione:
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Basta applicare reiteratamente la precedente proposizione.

PROPOSIZIONE 7.41: Lo spazio C”(K), K € R™ compatto, & denso in LP(R™) V1 < p < co.
Dimostrazione:

Ve > 0,3f, € LP(K) N C°(K) tale che K, = supp(f,) € R™ & compatto e ||f — f;||,»p < € per
densita delle funzioni continue a supporto compatto e delle funzioni L” a supporto compatto in
LP,

Sia P(x) € C*(K), supp(¥) = (—1,1)", fRn Y(x)dx = 1; tale  si dice partizione dell’unita.
Se h.(x) = f; x(x), si ha:

RIS

zZ

y) crlif

b= | fGe=yw

r

13

RCRDUOLEIAO)
dunque:

r—0
hr (%) = fe(x) — 0.
Inoltre h, € C* Vr per il corollario precedente.

PROPOSIZIONE 7.42: Sia f € L'Y(R") e g € LP(R™), 1 < p < oo,
Allora f * g(x) € LP(R") e:
If *gllee < lIfll2llgllLe.
Dimostrazione:
Per p = oo & gia stato visto. Se 1 < p < oo, per densita delle funzioni C*(K) in LP(R"), basta
mostrare la tesi per funzioni regolari a supporto compatto.

Vx € R" si ha:
If =gl = < | IfGx=»lllglrdy
LP R™

per la disuguaglianza triangolare; portando fuori dall’integrale il termine costante ||g(y)||.» si

fx—y)g(y)dy
]Rn

ha la tesi.
||

PROPOSIZIONE 7.43 (disuguaglianza di Young): Siano 1 < p,p;,p, < o taliche 1 + % = pi +
1
pi; siano inoltre f € LP1(R™) e g € LP2(R™). Allora f * g € LP(R") e:
2

If * glle < MIf llpallgllLe-.
Dimostrazione:
Se p = oo 'enunciato & quello della disuguaglianza di Hoélder; se invece p = 1, allorap; = p, =
1 e la tesi segue per Fubini-Tonelli.
Se 1 < p < oo, posto p; talechei+i,= les= pl(l—l),sihachespé =p,e(l—-5s)p=
[ D2
p1; applicando Holder:

D2
|f * g(0)|P? < ( If (x —y)l‘s“lg(y)ldy) <
Rn

P2

’ 3
< | If(x—y)|49P2|g(y)|P2dy - < If (x — y)IS”Zdy) =
R" R
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= (11972 x |g|P2(2)) - £ IH:.
L'integrale |f|(1~9)P2 « | g|P2(x) & finito, poiché |g|P2 € L e |f|(1=9P2 € LI%, dunque
|f|A=9P2 + | g|P2(x) € L%. Si ha:
If = gllys = IlIf g|p2||L% < |[If|@=9P2 « |g|p2”L%' IfII0: <
< |||f|(1_s)p2||]ﬂ;';2 MglP2ll - IF IR = ||f||ﬁ;s)p2 Nglfs, - IF 1P

= 115, - lgli3.,

da cui la tesi.

PROPOSIZIONE 7.44 (disuguaglianza di Markov): Se f € LP(R"), VA > 0 3C < 1 tale che:
Pm{|f ()| > 2} < ClIf Il
Dimostrazione:
Abbiamo le disuguaglianze:
plr@l> =2  dy<|
{f ()>2} {If(1>2}
(per C = 1 é sempre vera, ma in generale C < 1).

If)IPdy < C | IfDIPdy = ClIfll}»
[Rn

LEMMA 7.45 (del ricoprimento di Vitali): Sia {B,} € R? un ricoprimento finito di palle del
compatto K € R®. Allora esiste un sottoinsieme {Bnk} € {B,} tale che le palle B, sono

U B, < U 3By,
n k

disgiunte e:

dove AB(x,r) = B(x, Ar).

Dimostrazione:

Supponiamo n > 0. Sia By, la palla di raggio massimo. Supponiamo induttivamente di aver gia
scelto By, , ..., an; se in {B,} c’¢ qualche palla disgiunta da U{=1 By, sia an+ , la palla fra queste
di raggio massimo altrimenti j = m e I'induzione termina.

Dico che, se X = U=, 3By, , B, € X Vh.Se h € {ny, ..., n,,} ¢ evidente; altrimenti 3k tale che
By, N By, # @ e il raggio di By, ¢ maggiore di quello di Bj,; ma allora, per la disuguaglianza

triangolare, si ha:
By, € 3B,, € X.

DEFINIZIONE 7.21: Data f € LP(R"), si definisce funzione massimale di Hardy-Littlewood:
1
M X) = su f x—vy)ldy ),
() sup <m ) Brlf( ¥l y)

dove B, = B(x,r).

PROPOSIZIONE 7.46: Data f € L*(R™) a supporto compatto, YVt > 0 3C = C(n) tale che:
C
m{AMP > t}) < - lIflla-
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Dimostrazione:
Per definizione, Vx € R™ abbiamo che, se |[M(f)(x)| > t:
If (x = y)ldy >t - m(B,),
By
per una certa B, = B,.(x).
Detto K = supp(f), sia {B;} I'insieme delle palle in K con tale propriet; sia {By} S {By} un
sottoricoprimento finito.

Per il lemma del ricoprimento di Vitali, siano {th} C {B;} palle disgiunte tali che U, By, S
Uj BBh].; allora:
34 34
m@MANE! > D <34 m(By) < [ If-lay <> [ Ifee-»ldy,
U R™

t
j iPh,

TEOREMA 7.47 (di Lebesgue del valor medio): Sia f € L'(R"). Allora:
lim (m B(xlr)|f(y)|d}’> = f(x).

Dimostrazione:

Visto che 'enunciato ha una forma locale, possiamo assumere che supp(f) € B(x, §) per un

certo 6 > 0.

Poniamo, Va > 0:

lim sup

1
—o <m(B(x, T')) B(x'r)lf(y) _f(X)ldy> > a}'

La tesi equivale a mostrare che m(E,) = 0 Va > 0. Fissiamo a.

Ea={xERn

Sia € > 0; per densita delle funzioni continue a supporto compatto, sia g € C O(B (x,8)) tale che:

If =gl <e.
Posto B = B(x, 1), riscriviamo la disuguaglianza:

—1 dy <

(B)Llf(y)—f(x)l y =
<Lf|f()— ld +—1 fl ) —g)|d ((x)—f(x))
=m® ), y)—g(y)lay m(B)Bgy g y+(9 .

Visto che g e continua, abbiamo che il secondo termine & < ¢; per la disuguaglianza di Markov:

1
m({lg(x) = F@)| > a}) < —IIf = gll,z <§

e per la proposizione precedente:
(n) C(n)

1 C
m<{ WLI}‘()}) - g(y)ldy‘ > a}) < Tnllf —gllp <

Dunque, scelto € abbastanza piccolo, si ha m(E,) = 0.

E.

DEFINIZIONE 7.22: Una funzione f: R — R si dice assolutamente continua se Ve > 0 3§ > 0
tale che, presa comunque una successione di intervalli (x, V), si ha che:

D k-1 <= ) If6u) - fOl <=
k k
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Osservazione: Ogni funzione assolutamente continua e uniformemente continua (e dunque
continua) e a variazione limitata; inoltre ogni funzione Lipschitziana & assolutamente continua.

Osservazione: La funzione di Cantor non ¢é assolutamente continua.

TEOREMA 7.48 (del calcolo integrale secondo Lebesgue): Le seguenti condizioni sono

equivalenti:
1. f e assolutamente continua;
2. flelle:

fe) =@+ | o

3. 3g € L'([a, b)) tale che: ’
Fe) =@+ | gyt

Vx € [a, b]. ’
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8 SERIE DI FOURIER

Nel seguito considereremo LP(T), con T compatto; in particolare spesso considereremo T =
(0,2m).

Osservazione: Negli spazi LP (T) valgono le inclusioni:
L°(T) < LP(T) < L(T)
se ¢ < p < oo. Infatti per Holder:
Iflle = 11f - Ul < Nfllsalltllr = Ym(T) - lIf L,
+

ﬁ_lb—*

1
dove - =
p

Q|-

DEFINIZIONE 8.1: Definiamo polinomio trigonometrico:
N

Pu() = ) e

k=—N
dove t € (0,2m), a; € C.

DEFINIZIONE 8.2: In L!(0,27), definiamo il prodotto scalare (interno):

21

(f,g) = fo F(OgDr.

Dunque segue la definizione della norma per f € L*(0,2m):

1
2T 2
Wl =V{f.f)= (f f(t)f(t)dt) :
0
Osservazione: Questa definizione di norma coincide con la definizione di || - || ;2

PROPOSIZIONE 8.1: L'insieme {Le““} & ortonormale in L2(0,27).
KEZ

\2m
Dimostrazione:
Abbiamo:
1 . 1 . 1 (%7
ikt ihty — _— L(k—h)tdt=5 )
(_'_Zne ,—,—Zne ) ZHJO e hk

Osservazione: I polinomi trigonometrici sono densi nello spazio €°(0,27); questo segue
immediatamente da Stone-Weierstrass con il cambio di variabili x = e'* (poiché in (0,27) esiste
una determinazione unica e continua del logaritmo).

Osservazione: In analogia con i numeri complessi, si ha che Py(t) € RVt € (0,2n) @ a_j, =
ay. Inoltre, in questo caso, Py(t) = 0Vt € (0,2m) & Py(t) = Qu(t)Qn(1).
DEFINIZIONE 8.3: Data f € L'(0,2m), definiamo k-esimo coefficiente di Fourier:

N 1 . 1 (2" .
k) = — , ikt :_f _lktdt.
fo =5 o(fet) =5 | fe
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Definiamo serie di Fourier:

F(f) =) fe
KEL
e N-esima somma parziale:

Pus® = ) flei.
k=—N

PROPOSIZIONE 8.2 (disuguaglianza di Bessel): f € L?(0,27). Allora vale la disuguaglianza:
A 2 1
K" <—=IIfl>
PG

k€EZ
Dimostrazione:

Per definizione di norma:

If = Pusll” = IFIZ = F, Pug) = Pup £ + [|Pu s ]|

Inoltre:
-N

(F.Pug) = {f, Z Flyeitty = Z Ff ) = 2 2 FUOf () = 2 Z HGTE

k_

Pus.f) = z flke™, £) = 2m Z FUOf (0 = 2 2 NG
k=—N

P sl* =2 Z FUOF (e, eih) = 2m Z FUOF 18 = 2 Z FU0OF () =

h,k=— h,k=—
—N

A o2
WIGTR
k=-N
A questo punto:

-N -N
A A 1
0<If = Pugll’ = A2 =2 Y 1fGOI" = ) Ff < IfI
k=—N k=—N
Ma questo vale VN € N, dunque:

D IFG = sup Z Pl < 51

k€Z

DEFINIZIONE 8.4: Definiamo grado di un polinomio trigonometrico:
deg(Py) = rI\rllgN)f{aN #0Va_y # 0}

PROPOSIZIONE 8.3: Sia Py 'insieme dei polinomi trigonometrici di grado N. Allora, se
f € L?(0,2m):

If = Pusll = ,inf 1If = Qull-
Dimostrazione:

Sia Qy € Py, Qn = XN__y axe' . Con conti simili a quelli della precedente dimostrazione, si
ottiene:
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N

If = Quli? = IFI% + 2 ) (=7 U0T = Fdax + lal?).

k=-N
Sottraendo a questa I'uguaglianza:
-N
I = Pugll” = 12 =2 > |fC0)f”
k=-N
si ottiene:
-N
If = @l = If = Puygll” = 2m > [F00 - ail* 2 0.
k=—N

COROLLARIO 8.4: Se f € L?(0,2m), la serie:
Dol e 2@,

kEL
cioe converge la serie dei quadrati.

COROLLARIO 8.5 (lemma di Riemann-Lebesgue): Se f € L*(0,2m), si ha:
lim f(k) =o0.

DEFINIZIONE 8.5: Definiamo nucleo di Dirichlet:
N

Dy(t) = Z ekt € Py
k=—N
vt € [0,27].

PROPOSIZIONE 8.6: VN € N, abbiamo le seguenti identita:

(sin((w+3)¢)

Dy(t) = — 7 set € (0,2m)
Sin (7)
2N +1 set =0,2m

2T
J Dy (t)dt = 2m.
0

Dimostrazione:
Sia t € (0,2m). In questo caso, g = e'* # 1, dunque:

1 1 1 .
N 2N+1 _q N+1 _ ,—N qi (qN+§ — q‘N‘f) Sin ((
— k _ ,-Nd _4a q " B
Du(®) = T=9 T T g—1 7 i/ 1\
k=—N q2 (qz —q 2)

in quanto e’ — e~ = 2isin(t). Il caso t = 0,27 & banale. Inoltre:

27T N 27T ]
f Dy(t)dt = Z J ettdt = 2m,
0 k=N 0

. 2w
in quanto [, e™* = 8y - 2m.
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PROPOSIZIONE 8.7: Abbiamo 'uguaglianza Vt € [0,2r]:
1 21
Pus(© =5 | F5IDu(e = 5)ds.
TJo

Dimostrazione:

2 (t)_i A(k) ikt _ i(fzn () —iksd> ikt_ii <f2n () ik(t—s)d>_
N.f _k=_ f(k)e't = / f(s)e s|e _anz_N i f(s)e s|=

TL’
2 7\] 1 21T
= — f f(s)( Z lk“—@) ds = o f f(s)Dy(t — s)ds.

PROPOSIZIONE 8.8: Abbiamo l'uguaglianza q.o per t € [0,27]:
1 21
F© =5 | FODNE—)ds

Dimostrazione:

1 om 2T t-2m
E-fo f(®)Dy(t —s)ds = %7?-]; Dy(t —s)ds = _@ Dy ($)dé =

F©) [ £(©) (7" e
—-L2 [ owas =52

) Dy (§)dg = £(2).

COROLLARIO 8.9: Abbiamo l'uguaglianza q.o per t € [0,27]:
1 21
f@®) = Pup®) =5—| (f(®) = f(s))Dn(t = s)ds.
0

Osservazione: L'ipotesi f € L'(0,27) non basta per assicurare la convergenza puntuale Py ¢ = f.
Vale pero il seguente teorema:

TEOREMA 8.10: Se f: R — C & una funzione 2m-periodica e localmente Holderiana (con
a € (0,1)), allora:

Py s(t) = f (1)
TEOREMA 8.11: Lo spazio delle funzioni 2r-periodiche e C™ & denso in LP(0,21), con
2<p<oo.
Dimostrazione:

Sia f € LP(0,2m). Definiamo:

1
©o(X) = € %X (0,+0)-
Evidentemente ¢ € C*; sia o(x) = @o(x)@o(1 — x). Si ha Py (x) € C* e supp(Po(x)) =
[0,1]. Se ¢ = [ Yo (x)dx, poniamo:
1 1 1
P(x) = Z_CIIJO (EX +§);
si vede che Y € C%, supp(y) = [-1,1] efl Y =1.
vn € N, definiamo ,,(x) = ny(nx); si vede che supp(Y,,) = [—1 1] e:

nn
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1
f ﬁl Pn(x) = 1.

Definiamo infine £, (x) = f * ¥, (x); per teoremi gia visti si ha che f, € C*(0,2m) N LP(0,27).
0<Ilfy = fllw = ‘ | Zf(t — P()ds — £(2)

LP

- f " (e - p(ns)nds — £(© f Y(0)do
_= -1

LP
Ponendo ns = a:

0<fu = fllr = ‘ | 11f(t D)y -1 | 11¢<a>da

[{r=R-ro)vore] <[ J=-rol, woe

Visto che f € LP, per il teorema di Lebesgue si ha che:

£ (e-3) sl , ~o.

LP

Visto che:
1

Y(o)do <2 sup ]Illl(x)l < 4o

-1 x€[-1,1
perché P(x) € C™.
Per il teorema dei carabinieri si ha che:

fn_f_)o-

LEMMA 8.12: Sia {ej} un sistema ortonormale di vettori in uno spazio di Hilbert H, e sia ¢; una
successione convergente, {c;} € ¢2.

Allora 3! f € H tale che ¢; = (f, ¢;) VJ, dove (-) & un prodotto interno in H.

Dimostrazione:

La successione S,, = Z}l:l cje; & di Cauchy in H:

n n
ISn=Smllh = D lgel’ = > lol’ <e
j=m+1 j=m+1

perché ¢; converge. Allora S, — f e f soddisfa la tesi.

COROLLARIO 8.13: f(x) = Yyez cxe™ ™ converge in L?(0,27) se {¢;} € ¢2.
PROPOSIZIONE 8.14: Sia {ej} un sistema ortonormale in H di Hilbert. Allora le seguenti
affermazioni sono equivalenti:
1) Vf € H,3!{c;} € £? tale che:

f = z Cjej.
JEL

2) Vf € H, vale l'identita di Parseval:
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1 = lol,

JEN
dove ¢; = (f, ¢;).
3) se f € H étale che (f,e;) = 0V, allora f = 0.
Dimostrazione:
1) = 2): ovvia perché gli {ej} sono ortonormali.
2) = 3): ovvia per definizione di norma.
3) = 1): f = Yjencje; va bene; inoltre se (g, e;) = (f,e;) Vj,siha f = g.

DEFINIZIONE 8.6: Un sistema ortonormale {ej} di H si dice completo se (f, ej) = (0 v/, allora
f =0perognif €H.

PROPOSIZIONE 8.15: {\/% elkx } in L2(0,2m) & un sistema ortonormale completo.
Dimostrazione:
Supponiamo che f € L?(0,27) sia tale che:
. 1 (%" )
fk) = > f(x)e ¥ *dx = 0 Vk.
0

Sia g € C*, 2m-periodica; si ha che:

909 =) §)e;
ke
converge puntualmente e, integrando due volte per parti

1 21
A — —ikx
500 =5 | " getrdx

si ha:
1 21 " 1 21 " 1 21 "
. —ikx dy = ’ —tkX dy = — " —le,
2nf0 glx)e™dx Znikfo g'(x)e™Hdx 27Tk2f0 9" (x)eMdx
dunque:
C
19001 <5

per una certa 0 < € < .
Ma allora:
909 = §H)e

KEL
converge uniformemente in L?(0,27). Ma:

2n 21 ] N
Fege =y f(x)e‘”"‘dx> 500 =21 ) f1OG0) =0,
0 kez 0 ke
in quanto f (k) = 0 Vk € Z, dunque per densita delle funzioni 27-periodiche e C® in L*(0,27),

si trova {g j} €EC”, {g j} 2m-periodiche tali che g; - f, per cui vale:
<f'gj) =0 Vj,
cioe ||f]|l = 0,dacui f = 0.

COROLLARIO 8.16 (identita di Parseval): Valgono le identita:
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1 (2" A
7| 1F@ras= |l

k€Z

1 21 - . —
3| r@aa = 2. f05
Dimostrazione:

La prima & un’immediata conseguenza delle ultime due proposizioni; la seconda segue dalla
formula di polarizzazione:

1 2n _ 1 o
Efo f(t)g(t)dtﬂ“gfo fDg(t)dt =
1 o 1 on 1 2n
=32}, 10+ 9@~ [ i OFa -7 [ g

COROLLARIO 8.17: Se f € L?(0,2m), si ha:
lim [If = Pyl =0,

cioé Py r converge in normaa f.
N,f
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