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Introduzione

Questi appunti nascono durante il primo semestre dell’anno accademico 2015/2016, periodo nel
quale io ho seguito il corso dei professori Frigerio e Martelli; seguono fedelmente le lezioni tenute
in classe, ma in alcuni casi ho cercato di rendere piu chiare alcune importanti dimostrazioni
che per motivi di tempo erano state solo accennate a lezione.

I libri di riferimento sono principalmente due: “Differential Geometry of Curves and Surfaces”
di Do Carmo per la parte su curve e superfici e “Topology from the differentiable viewpoint”
di Milnor per la parte generale sulle n-varieta.

Alcuni argomenti trattati nel terzo capitolo sono stati solo accennati o visti in casi particolari,
come ad esempio la caratteristica di Eulero; per una trattazione pii completa consiglio il libro
di Milnor.

Infine desidero ringraziare tutti coloro che mi hanno aiutato a correggere i (tantissimi) errori che
erano presenti qua dentro, sperando di averne corretti il maggior numero possibile; in partico-
lare ringrazio Michele Giordano che si é anche occupato di risistemare alcune parti poco chiare
della trattazione. Come sempre, qualunque segnalazione (di errori o possibili miglioramenti) é
benvenuta (la mia mail é mezzedimi@mail. dm.unipi.it).

Questi appunti si trovano sulla mia pagina web http://poisson.phc.unipi.it/ mezzedimi/.

Giacomo Mezzedimi



1 Curve in R3

1.1 Curve regolari e PLA

Nel seguito considereremo lo spazio euclideo n-dimensionale R™ dotato del prodotto scalare
standard (-,-) che induce la norma euclidea ||.]|.

Definizione 1.1.1. U C R* aperto. f: U — R" é C* se la derivata %
1 Y

multiindice (aq,...,qx) eVi=1,...,n.

Se invece X C R* é un sottoinsieme qualsiasi, f : X — R" é O se Vp € X U, > p aperto di

R¥ e F : U, — R" tale che F é C*™ e Fjy nx = fiu,nx-

esiste per ogni

D’ora in poi ogni funzione considerata (se non diversamente specificato) sara C'°.

Definizione 1.1.2. Sia I C R un intervallo (eventualmente illimitato). Una curva é una
funzione C* o : I — R3.

Il supporto di « ¢ la sua immagine a(7).

La velocita di a é la funzione o' : I — R? data da o/(t).

Esempio (elica circolare). oo : R — R?, a(t) = (acost,asint, bt) con a,c > 0eb e R é detta

elica circolare.

—
]

Figura 1: Il supporto di un’elica circolare

La sua velocitd é o/(t) = (—%sint, 2 cos £, ?), il cui modulo é ||a/(t)]| = /% + % ¢ costante,
mai nullo. Se imponiamo che ¢? = a? + b?, allora la curva é PLA.
Esempio (cuspide). a : R — R? «(t) = (¢2,t3,0) (dunque é una curva piana, e supponiamo

che il suo supporto giaccia nel piano z = 0 di R?) é la cuspide.

4,,

Figura 2: Il supporto della cuspide nel piano z =0

o/ (t) = (2t,3t%,0) e dunque ||/(t)|| = V4t2 + 9t* = |t]v/4 + 9¢% si annulla in ¢ = 0 (e inoltre la
velocitd tende a 0 avvicinandosi all’origine).



Definizione 1.1.3. « si dice regolare se o/(t) # 0 Vt € I; si dice parametrizzata per
lunghezza d’arco (PLA) se ||&/(t)|| =1Vt € I.

Definizione 1.1.4. « curva generica. Si definisce lunghezza di « il numero:

L(a) = /IHo/(t)Hdt € [0, +00].

Osservazione. Sia I = [a,b]. Data una partizione Q :a =1, <t; < ... <t =0bdi I, pongo:

la(0) = Y. laltisr) - ot

l(a) = Sl(lzp lo(a).

Allora si pué mostrare che L(a) = I(«).

Osservazione. L’elica é regolare, ed é facile calcolare la lunghezza di sue porzioni.

La cuspide non é regolare, e calcolare la lunghezza di sue porzioni é un po’ piu faticoso.
Esempio (spirale logaritmica). o : R — R2?, a(t) = (ae® cost,ae’sint), cona > 0e b < 0 é
detta spirale logaritmica. Si ha che:

)

Q
“

(o)

Figura 3: Il supporto della spirale logaritmica nel piano z = 0

o/ (t) = (abe” cost — ae’ sint, abe™ sint + ae® cost) — (0,0)

quando ¢t — co. Pero, abbastanza sorprendentemente, la lunghezza di o>, € finita:

Laguto}) :/ /()] < M/ e < 4o0.
to

to

Definizione 1.1.5. Una mappa ¢ : X — Y fra sottoinsiemi di spazi euclidei si dice diffeo-
morfismo se é C* e invertibile con inversa C*°.

Definizione 1.1.6. 3 : J — R? si dice riparametrizzazione di o : I — R3se 3 : J — I
diffeomorfismo crescente fra intervalli tale che 5 = a o 1.

Osservazione. Se v : J — I é un diffeomorfismo, allora 1) o ¢! = id e dunque, derivando:
o) () ) =1

In particolare ¢’ e (¢~1)" non sono mai nulli.



Teorema 1.1.1. o : I — R? € regolare <= ammette una riparametrizzazione 3 = a o 1) per
lunghezza d’arco.

Dimostrazione. <) p'(t) = o/(¢(t)) - ' (t) e f'(t) # 0 Vt € J, ma allora o/ (¢(t)) # 0Vt € J
e per surgettivitd di ¢ si ha che o/(u) # 0 Vu € I.
(Osserviamo che questa implicazione rimane vera anche per ¢ qualsiasi)

=) Sia «a regolare. Poniamo per semplicitd I = [a, b] (altrimenti al posto di a nella dimostra-
zione si scelga un qualsiasi tg € I).

Poniamo:
l: [a,b] — R

to— 1) = [ o/ (w)|du = Licjay)
percié l(a) =0 e l'(t) = ||&/(t)]] > 0, perché « é regolare.
Ma allora [ ¢ un diffeomorfismo sulla sua immagine J = [0, L(«)]; pongo ¢y = 17! : J — I.
Se f =« o, si ha:

18/ () =l (w(s)) - 0/ (5)]] = ||’ () - (1) (5| = [la’ (o)) —l,(ﬁ(s» H -
, 1
- ‘ W) E) H -

Osservazione. E facile riparametrizzare per lunghezza d’arco 1’elica.
Fare la stessa cosa per la cuspide ristretta a (0, +00) o [1,2] é molto pid difficile.

Esempio (cicloide). « : [0,27] — R3, a(t) = (t — sint, 1 — cost, 0) é la cicloide.
o/ (t) = (1 — cost,sint,0) e quindi [|o/(¢)]| = /2 —2cost = 24/ = 2sin L (senza il segno

perché sin £ > 0 se ¢ € [0, 27]); osserviamo che o/ (t) =0 <= ¢ =0, 2.
Dunque « é regolare su (0, 27).

N TNV

-8 -6 -4 =2 2 4 6 8
92|

Figura 4: Il supporto della cicloide (in blu) nel piano z = 0

Cerchiamo di riparametrizzare o per lunghezza d’arco; si ha:

t t " ¢
l(t):/ Ho/(u)Hdu:/ 2sin —du = 4 — 4 cos —,
0 0 2 2

dunque L(a) = 8.
Inoltre 1 : [0,27] — [0, 8], e se ¢ = !, esplicitamente:

t t S S
— _ = —_ = —_ — = 1——
4 4c032 § <= 0082 1 1 S’ 2arccos< 4),

cioé se 1(s) = 2arccos (1 — ), allora f = ao¢p é PLA.



1.2 Versore tangente, versore normale e curvatura di una curva

/
Definizione 1.2.1. « regolare. Il versore tangente ad « al tempo s é t(s) = %, cioé ¢ il
versore tangente ad « orientato nel suo verso di percorrenza.
Osservazione. Se o é PLA, il versore tangente é semplicemente la sua velocité.

Osservazione. Se (1 e o sono due riparametrizzazioni per lunghezza d’arco di «, allora 85 = 310
1 per un certo diffeomorfismo 1, ma prendendo le norme delle derivate si ha che [|¢'(t)|| = 1, cioé
Y(t) =t + ¢ (poiché accettiamo solo riparametrizzazioni crescenti) e dunque fy(t) = 51 (t + ¢).

Esempio (trattrice). a : (0,m) — R?, a(t) = (sint, cost+log tan L) ¢ detta trattrice. Si calcola

3,,

Figura 5: Il supporto della trattrice (in blu) nel piano z = 0

, 111 1
a'(t) = (cost,—sint + - ————+ | = | cost, —sint + — |,

2 tan 0052 L sint

dunque « é regolare in (0, %) e (%, 7T), ma non é PLA perché:

1 1
& (¢ \/0082t+51nt—2+ — :\/_ 5~ — 1 =|cott].
sin” ¢ sin”t
Si ha quindi, per s € (% 7T)
H(s) = a'(s) sint b sint+ 1 (—sint 9
s = cost,—sint + — | = (—sint, — cost),
la/(s)]| ~  cost sint

mentre, se s € (0,%), in modo analogo t(s) = (sin(s), cos(s)).

Il nome trattrice deriva dal fatto che il segmento tangente alla curva in ogni punto che raggiunge
'asse y (in rosso nella figura) ha sempre lunghezza 1; questo pud essere verificato semplicemente
osservando che l'ascissa del punto a(s) £t(s) (a seconda che s > 7 o s < 7) é sempre 0.

Definizione 1.2.2. Sia o : I — R?® PLA. Definiamo curvatura di « in s k(s) = |[t/(s)|| =

la” ()]
Se a é regolare e = awo 1) é PLA, allora k,(u) := kg (¢~ (u)).

Osservazione. Grazie all’osservazione precedente, é una buona definizione; inoltre k é invariante
per riparametrizzazioni (cioé non cambia nei punti corrispondenti).
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Proposizione 1.2.1. a : [ — R3. Allora k(t) =0 <= il supporto di o é contenuto in una
retta.

Dimostrazione. <) Sicuramente «(t) = pg + f(t)vg, in quanto il supporto di o é contenuto

in una retta; inoltre possiamo supporre senza perdita di generalité che ||vo|| = 1 e che «
é PLA (altrimenti riparametrizzo e ipotesi e tesi sono invarianti per riparametrizzazioni).
Ma allora 1 = [la’()]| = [[f"(t)voll = [[f'@I - [lvoll = [lF'(®)I], da cui f'(t) = £1 Vit e

dunque f’ = +1 per continuité.
Quindi, a meno di cambiare vy con —vy, a(t) = py + tvy, da cui &’(t) =0 e k = 0.

=) Come prima, posso supporre &« PLA. k=0 = o”" =0 = o = vy é costante.
Ma allora, preso ty € I, a(t) = a(ty) + ftl; o/ (s)ds = a(ty) + (t — to)vo, da cui la tesi.
[

Dimostriamo ora un lemma di algebra lineare, che ci servira spesso in futuro.

Lemma 1.2.2. Sia b: R" x R™ — R* bilineare. Allorab é C*® e, sea; : I — R", ag : [ — R™
sono C*°, wvale la relazione:

d

Eb(al (1), as(t)) = b(o/l(t), as(t)) + blaq(t), O/Q(t))

Dimostrazione. Visto che la tesi é una relazione vettoriale, basta mostrarla componente per
componente (e dunque di pud supporre senza perdita di generalitd che k = 1).
Sappiamo che esiste una matrice A = (a;;) € M(n, m) tale che:

b(v,w) = Z V@i W;.
1,]

Se denoto con v;(t) (risp. w;(t)) la i-esima (risp. j-esima) componente di a(t) (risp. as(t)),
derivando la precedente relazione si ha:

d

ab(al(t% ay(t)) = Zz; ((n)jaij(az); + (ar)iaij(az)}),
da cui la tesi riordinando i termini della somma. O

Definizione 1.2.3. Siaa : I — R3 una curva PLA. Vt € [ tale che k(t) # 0 (o equivalentemente
(t

a(t) # 0), si definisce versore normale a « in ¢ il versore n(t) = ||Z;;(t§||'

Se a é regolare e k,(t) # 0 V¢, allora si definisce n,(t) = ng(s), dove 8 é una riparametrizzazione
_ _t'(u)

RGOl
Osservazione. Le due definizioni sono equivalenti, perché ¢(u) é esattamente la velocita di una
riparametrizzazione PLA di «.

PLA di « tale che 5(s) corrisponde a «a(t); equivalentemente, si pone n, ()

Osservazione. Nel caso di un flesso, non si pud definire il versore normale con continuitd: nel

Figura 6: Il versore normale vicino a un flesso
punto segnato, il versore normale non é definito; prima e dopo il punto, il versore cambia verso.

7



Osservazione. n é veramente normale alla curva, cioé n(u)Lt(u) Yu € I. Infatti, derivando
entrambi 1 membri dell’'uguaglianza (t(u),t(u)) = 1, si ottiene:

2(t'(u), t(u)) =0, cioé  2k(u){n(u),t(u)) =0,
dunque n(u)Lt(u) in quanto k(u) # 0 (altrimenti non si potrebbe definire n(u)).
Definizione 1.2.4. Una curva regolare o : I — R? si dice biregolare se k(t) # 0 Vt € 1.

Osservazione. Le relazioni t' =k -n (se a é PLA) e tLn hanno senso solo per curve biregolari.

1.3 Orientazione di spazi vettoriali e prodotto vettore in R"

Definizione 1.3.1. Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione n < 4+o00. Due basi £, %, di V si
dicono equivalenti (si scrive % ~ %,) se la matrice del cambio di base My, 4, (id) € GL(n,R)
ha determinante positivo.

Osservazione. 1. ~ éunarelazione di equivalenza (perché vale la formula di Binet det (AB) =

det (A) - det (B)).

2. Esistono esattamente 2 classi di equivalenza. Infatti ne esistono almeno due perché se
PBy = {v1,...,v,} é base di V, By = {—v1,vq,...,0,} é tale che B £ HBy; d’altronde,
sempre per Binet, se B, « By e By & B3, allora By ~ HBs (in quanto la matrice del
cambio di base ha determinante prodotto di due numeri negativi).

Definizione 1.3.2. Un’orientazione su V ¢ la scelta di una di queste due classi di equivalenza.

Definizione 1.3.3. Sia V' uno spazio vettoriale orientato. Una base 4 di V si dice positiva
se appartiene alla classe di equivalenza scelta, altrimenti si dice negativa.

Proposizione 1.3.1. Siano V,W spazi vettoriali orientati e sia f:V — W un isomorfismo.
Allora sono fatti equivalenti:

1. 3%, base positiva di V tale che f(%1) € base positiva di W.

2. NA, base positiva di V', la base f(%B) € positiva in W.

3. 3 basi positive By di V e By di W tali che My, 2,(f) ha determinante positivo.

4. VB, base positiva di V e By base positiva di W, My, 4,(f) ha determinante positivo.

Dimostrazione. Tutte le implicazioni sono banali osservando che ogni base di V' si pu6 ottenere
come immagine della base %, data tramite una matrice (del cambio di base) con determinante
positivo. 0

Definizione 1.3.4. Se f verifica una di queste condizioni, si dice che f preserva l’orienta-
zione (o che é positiva).

Esempio. La base canonica induce 'orientazione standard di R”, per la quale A : R® — R" é
positiva <= det (A) > 0.

Proposizione 1.3.2. Siano vy,...,v,_1 € R*. Allora:
1. Fw € R", denotato w = vy A ... Nv,_1, tale che det (vq,...,v,_1,2) = (w, x) Yo € R™.

2. A A (R = R ¢ multilineare alterna (cioé vy A ... A U1y = (—1)®@y; A
... Nv,_1 Yo € S, _1); in particolare é C*™.
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3. vy AN...Nv,_1 =0 <= iwv; sono linearmente dipendenti.

4. Se vi,...,v,_1 sono linearmente indipendenti, allora vy, ..., v,_1,v1 A ... Nv,_1 € una
base positiva di R™.

b A AU, ly; Vi=1,...,n—1.
Dimostrazione. 1. La mappa:

R* — R
x > det(vy,...,0,_1,T)

é lineare, dunque per il teorema di rappresentazione di Riesz, é rappresentata da un unico
funzionale della forma = — (w, z).

2. Si ha l'uguaglianza fra funzionali:
det (avy + B, ve,. .., vy_1,0) = adet (vy,...,v,_1,0) + Bdet (v}, ...,V 1,0).
Questo mostra la multilinearitd. Mostrare 1’alternanza é analogo.

3. Se i v; sono dipendenti, det (vy,...,v,_1,2) = 0 Vo € R", dunque det (vq,...,0,_1,9)
¢ la mappa nulla, che quindi per unicita del funzionale é rappresentata dal funzionale
vl/\.../\vn_l = 0.

Viceversa, se i v; sono indipendenti, li completo a una base vy,...,v, di R, e quin-
di det (vq,...,v,) # 0, da cui il funzionale v; A ... A v,_; che rappresenta la mappa
det (v1,...,v,_1,9) non é 0.

4. Per definizione si ha:

det (v1, ..., Vp_1, V1 Ao AUp1) = (VA AV, VLA AUp_1) = [JU1 AL .. Avp_1]|? > 0.

5. <U1 VANPIIAN U?’L—17Ui> = det (1)1, .. 7UTL—17Ui) =0.

Definizione 1.3.5. v; A ... Av,_1 € R" si dice prodotto vettore di vy,...,v, 1.

Osservazione. In R3, possiamo scrivere una formula esplicita per il prodotto vettore:

V1 W1 I
det | ve wy my | = z1(vows — wavs) — wa(viws — wyv3) + 23(ViWe — Wyvy) =
U3 W3 I3
Ty VW3 — W23
= < Ty |, | 13 — W1V3 >
xs3 V1W2 — W1V2

dunque:
VW3 — WaV3
VAW = | Vvws — W13
V1Wy — W1Vy

Corollario 1.3.3. In R? wvale la relazione:

(v, w)?
o Awl? = o]l (1 _ o w
R

9



Dimostrazione. Con un calcolo diretto si ottiene:

2 2,2 2,2 2,2 2,2 2,2 2,2
|v A w||* = vaws + wivs — 20wavsws + ViWE + Wiv; — 201w V3W3 + VWS + WiV5 — 201 U2WiWo

e:
vl |lw]]* — (v, w)? = (V3 4+ v5 + v3)(w? + w5 + w3) — (viw; + vaws + vaws)? =
= v%w% + v%w% + v%w% + vgwg + vgw% + vgwg — 201 VW W — 201 W1 V3W3 — 2V9WoU3W3,
da cui la tesi. 0

Corollario 1.3.4. Se e1,es € R3 sono ortonormali, allora {e1,ea,€1 A e3} € una base orto-
normale positiva di R® (anzi, e; A es é l'unico completamento di ey,es a base ortonormale
positiva).

Proposizione 1.3.5. Siano v, w € R3.
1. Se A € SO(3), allora A(v Aw) = Av A Aw.
2. Se A € O(3)\SO(3), allora A(v Nw) = —Av A Aw.

Dimostrazione. 1. Costruiamo le due forme bilineari:
p: R3xR3 — R P RPxRP — R
(v,w) — A(vAw) (v,w) — AvAAw

Vogliamo vedere che ¢ = 1; per farlo, basta vederlo sui vettori della base canonica (poiché
sono bilineari).
Per definizione si ha:

0 sel1 =7
ei,ej) = Ale; Nej) =
90( ? .]) ( ? .]) {A(iek) Sei#]’
dove {e;, e;, tey} é una base ortonormale positiva di R®.
Allo stesso modo:
0 sei=73
¢(€i, €j> = Aei N A@j = { . .
Vij seiF ]
dove {Ae;, Ae;,v;;} é una base ortonormale di R?.
Ma {Ae;, Aej, A(£ex)} é una base ortonormale positiva di R?, e per 1'unicitd del comple-
tamento di due vettori ortonormali a una base ortonormale positiva, si ha necessariamente
v;; = A(xey), cioé la tesi.

2. Analogo al punto precedente, con I'unica differenza che A questa volta porta basi orto-
normali positive in basi ortonormali negative.

]

Osservazione. Sia v = v(s) una funzione vettoriale. Allora:

div||  d B 1 d (V)
& = a (V) = g ) = S
=2(v’,v)

Proposizione 1.3.6. o : I — R3 regolare, 3 : J — R? una sua riparametrizzazione PLA.
Indichiamo con s = s(t) et = t(s) i diffeomorfismi tali che a(t) = ((s). Allora:

10



2t @0 (0) |
2% Ta @TF

0=

Dimostrazione. L |8 (s)]| = ||/ (t(s))]| = 1, dunque:
_[|d @@ | || it @1
o s B CCF IRty

2. Direttamente:

&t d fdt\ _d [ 1 1 L)y
0s? cw(%> (m<»0 e e T W

___j__,ﬁd, e (®.a"(0)
= e s OO = e

3. Per quanto visto, si ha:

_ da()\|| _ || d (dtda@®\| _||d (@) \| _
Falt) = w2H\%<dsM—thsﬁ>H\@(W@0
I T T N (I RPN It S
Ok =@ || Terom!™ O = —amr @
_ 1 o <||01 ((t))”’ /(t» o L 1 o o _ <O/I(t)v O/(t)> o
=@ |9 T eor @) = Teop 1O = e @”

Affermo ora (e mi basterebbe per giungere alla tesi), che Vv, w € R3, vale la relazione:

Per (bi)linearita di entrambi i membri, mi basta mostrarlo per vettori unitari, dunque

wAwuzhmm

devo vedere che Vv, w € R3 tali che ||v| = |Jw]| = 1 vale:
[0 Awl] = [lw = (w, v)v].
Si ha:
|w— (w, v)v||* = (w—(w, v)v,w—(w,v)v) = (W, w) —2(w, v)*+{(w,v)*{(v,v) = 1—(w,v)?

ma in una precedente proposizione abbiamo visto che, per vettori unitari:

lv Awl* =1 = (w,v)*.

Corollario 1.3.7. Sia a: I — R?, con a(t) = (z(t),y(t)). Allora:
|2y +2"y/|
(@) + (v')?)
Se inoltre f : I — R € tale che o(t) = (¢, f(t)), allora:
o
L+ ()22

11
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4 -2 2 4
Figura 7: Il supporto della catenaria

Esempio (catenaria).  : R — R?, «a(t) = (¢, cosht) é detta catenaria. Il nome deriva dal fatto
che questa é la forma che assume una corda inestensibile fissata agli estremi; con le formule
appena ottenute si ha:

|(cosht)”| B cosh ¢ cosh ¢ 1

(14 ((cosht))?))? (1 +sinh?f)3  cosh®t  cosh’t’
Proposizione 1.3.8. Sia a : [a,b] — R? definita in coordinate polari (p,0) da p = p(0). Allora:

1. L(a) = [ \/0* + (0)%d6;

2 k= 2(,0’)27pp”tp2'
((p")2+p%)2

Dimostrazione. Dalle relazioni x = pcosf e y = psin@ si ricava:

' = p'cosf — psind
y' = p'sinf + pcosf

e dunque [[o/]|? = (¢)? + p?.

Per la formula della curvatura, deriviamo ancora:
" = p"cosh —2p' sinf — pcosh = (p” — p) cos — 2p' sin 6
y" = p’sin@ + 2p cos — psin€ = (p” — p)sin@ + 2p’ cos

e giungiamo alla tesi applicando la formula del corollario precedente. O

Esempio (cardioide). La curva in R? parametrizzata in coordinate polari da p() = 1 — cos@
per 6 € [0,27], é detta cardioide. Grazie alle formule appena ottenute, calcoliamo la sua
lunghezza e la sua curvatura.

27 2 2
0
L(a) = Vsin? 0 + 1 4 cos? 6 — 2 cos fdf = \/2(1—C089>d9:2/ Sin§d9:8.
0 0 0
Inoltre:
b 2sin*# — (1 — cosf) cosf + (1 —cosf)?  2—3cosf+1 3(1—cos) 3sin” 2 3
(sin? 0 4 cos2 0 + 1 — cos )2 (4sin g)% 8sin® ¢ 4sin®¢  4sind

12



0.5

Figura 8: Il supporto della cardioide

1.4 Versore binormale e torsione di una curva

Sia « : I — R? biregolare e PLA. In ogni istante u € I abbiamo definito il versore tangente
t(u), la curvatura k(u), e il versore normale n(u), legati dalle relazioni:

t'(u) = k(u) - n(u), t(u) Ln(u).
Segue quindi in modo molto naturale la seguente definizione:

Definizione 1.4.1. Il versore binormale di o PLA e biregolare al tempo u é il versore
b(u) = t(u) A n(u).

Per costruzione, {t(u),n(u),b(u)} é una base ortonormale di R3, detta triedro di Frenet di
a all'istante u.

Osservazione. Continuiamo ad assumere « : I — R?® PLA e biregolare. Si ha:

V=>(An) =t An+tAn =(k-n)An+tAn =tAn
=0
dunque ' (u) Lt(u) Yu € 1.
Inoltre, come gid visto per t(u), b'(u) Lb(u) Vu € I (basta derivare 'uguaglianza (b(u), b(u)) = 1.
Dunque b’ é ortogonale a due vettori di una base ortonormale, e percié é un multiplo del terzo
vettore: V'(u) = 7(u)n(u) Yu € I per un certo 7(u) € R dipendente dall’istante .

Definizione 1.4.2. Nelle notazioni dell’osservazione precedente, il numero 7(u) si chiama
torsione di « al tempo u.

Osservazione. Sfruttando 'uguaglianza V' (u) = 7(u) - n(u), si ottiene:

(O (), n(u)) = (7(u) - n(u), n(u)) = 7(u){n(u),n(w)) = 7(u).

In particolare, 7(u) é C™.

Esempio. Sia o : R — R3 D'elica circolare (con ¢ = a? + b? e dunque « é PLA). Calcoliamo

curvatura e torsione di «.
a s a S

1 .
o' (s :<——cos— — sin — O)
() 2 et )

dunque k(s) = || (s)|| = %.

Invece: .
n(s) () = (— cosi—siniO) ,
c c

13



quindi con facili calcoli si ricava che:

b(s) =1t(s) An(s) = (l—) Sinf, —lzcosf, 2) = b(s)= (ﬁ cosf,%sinf,()) .

c ¢ c c c c? c c c

Ma visto che &’ e n hanno versi opposti, si ottiene:

r(s) = —F(s)]) = — 2.

2
In conclusione, I’elica ha curvatura e torsione costanti.

Osservazione. Dati due numeri 7 € R e k € R*, esiste sempre un’elica circolare con curvatura
(costante) k e torsione (costante) 7

Infatti questo equivale a risolvere il sistema:

= g2 4 B2
k=%
r=—2
e cioé:
9 1
=
k2 4+ 712
(dunque a = kc? e b = —7¢?). Quindi con tutte le eliche circolari realizzo tutte le possibili

curvature e torsioni costanti.

Teorema 1.4.1. o : I — R? biregolare. « € piana (cioé ha supporto contenuto in un piano)
— 7=0.

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che, per entrambe le implicazioni, possiamo supporre

o PLA.

=) Se « ¢ piana, Jug, ||vg]| = 1, tale che (a(s),vy) = a costante. Derivando due volte si
ottiene:

(Hs),v0) =0 K(s)(n(s), vo) =0,

#0
dunque v, € Span (£(s), n(s))" Vs. Ma allora b(s) = %v, Vs, in quanto hanno la stessa
norma.
Per continuitd b(s) = vy 0 b(s) = —vg Vs; in ogni caso 0'(s) = 0 e dunque 7 = 0.

<) SeT =0, =0, cioé b(s) = by Vs, con by costante.
La funzione s — («a(s), by) ha derivata (t(s), bo) = (t(s),b(s)) = 0, quindi {(a(s),by) = a €
R costante, da cui il supporto di a é contenuto in {z | (x,by) = a}.

O

Concludiamo la sezione con una formula esplicita per la torsione di una curva regolare generica,
che non dimostriamo:

Proposizione 1.4.2. o : I — R3 regolare. Allora:

<(O/ /\O//),O/”> B det (O/ | o ’ a///)
HO/ /\a//HZ - HO/ A Oé"H2

T =
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1.5 Piano e cerchio osculatore

Data una curva « biregolare e PLA, ci proponiamo di trovare il piano e la circonferenza che
meglio approssimano la curva a un dato istante s.

Se H C R3 ¢ un piano affine di equazione {z | (x,v5) = a}, con |Jvy|| = 1, pongo Vy € R3:

d(yv H) - <y7 U0> - a.

Osserviamo che d non é altro che la distanza “con segno” fra y e H; infatti, se H fosse un piano
vettoriale, si avrebbe, come in figura, che d(y, H) = (y,vo) = |ly||||vo|| siné, con € I'angolo fra

Figura 9: La distanza (in rosso) di un punto da un piano vettoriale

vy e ¥y, che é esattamente la formula della distanza fra y e il piano H (se il piano fosse affine,
basta aggiungere la costante a).

Osservazione. ¥so € I, A'H,, C R? tale che la funzione s — d(a(sg), H,,) abbia uno zero di
ordine > 3 in sq (cioé in cui si annullano derivata prima e seconda).
Tale piano si chiama piano osculatore in sy ed é parametrizzato da:

a(so) + Span (t(so), n(s0))-

Dimostrazione. Calcoliamo le derivate di f(s) = d(a(s), H), dove H = {x | {z,v) = a}.

f(s) =A(a(s),v0) —a = f(s0) = (as0),v0) — a
f(s) = (t(s),vo) = f'(s0) = (t(s0), vo)
f7(s) = k(s)(n(s),v0) = f"(s0) = k(s0)(n(s0),v0)

Dunque f(so) = f'(s0) = f"(s0) =0 <= a = {a(so), o), vo = £b(sp) (in quanto é unitario e
ortogonale a t e n).

Quindi il piano é unico e in particolare ha giacitura e punto iniziale voluto (in quanto (y, vg) =
+(y,b(sp)) =0 <= y € Span (t(s9),n(s0))). O

3

Proposizione 1.5.1. 3! circonferenza v : R — R3 PLA tale che v(0) = «(0), 7/(0) = o/(0)
+/(0) = o(0).

Tale circonferenza si chiama cerchio osculatore, giace sul piano osculatore, ha centro in
C =a(0)+ % e ha raggio r = ﬁ (detto raggio di curvatura di « in0).
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Figura 10: Piano e cerchio osculatore dell’elica circolare all’istante 0

Dimostrazione. Un generico cerchio di raggio R con centro p é parametrizzato da ~(t) =
p+ viRcos £ + vaRsin £, dove vy, vy sono versori ortonormali.

V'(t) = —vising +vpcos 5 = (0) = v,
Y'(t) = —%cos —%sing = 7(0)=-4.
Dunque:
p+ nhR= CX(O)
ve = o (0) = ¢(0)
—% = a"(0) = k(0)n(0)
ma nell’ultima equazione v; e n(0) sono versori e k(0), R > 0, da cui n(0) = —v; e R = ﬁ.
Inoltre si ottiene p = a(0)—v1 R = 04(0)—1-% e vy = t(0), che sta ad indicare che la circonferenza
giace sul piano osculatore. O]

1.6 Formule di Frenet e congruenza fra curve

Teorema 1.6.1. Sia « biregolare e PLA. Allora valgono le sequenti formule di Frenet:

t=k-n
n=—-k-t—7-b
V=1-n

Dimostrazione. t' e b/ sono gid noti. b, t,n é una base ortonormale positiva, dunque n = bAt e
percio:
n=bUANt+bAt = (mn)ANt+bA (kn) = —7b— kt.
O
Osservazione (Interpretazione del segno della torsione). Se a é biregolare, il piano osculatore
in ogni punto di o divide R? in due semispazi, ed ha senso distinguere il semispazio “positivo”

(quello verso cui punta il binormale) da quello negativo (verso —by).

I1 segno della torsione dice se « sta passando dal semispazio negativo a quello positivo (segno
—) o viceversa.
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Dimostrazione. Sia a : I — R3 biregolare PLA, 0 € I. Sviluppando con Taylor si ha:

a(s) = a(0) +a(0)s + “//2(0) s+ a”’6(0) s° +o(s?) =
_ a(0) + £(0)s + k(0)2n(0>82 L K (0)n(0) ~ k(0) téO) —HOTOBO) 5 4 52y

(in quanto " = kn = o = k'n + kn' = k'n + k(—kt — 70).
Dunque:

a(s) = a(0) + £(0) (3 - M) +n(0) (’“@52 + k'<0>83)1+b(0) (-W) + o(s?).

6 2 6 6

(.

Vv
sta sul piano osculatore

Quindi, se H ¢ il piano osculatore, la distanza con segno da H, posta positiva nel verso di b, é
d(a(s), H) = =k 4 o(s?).
Poiché k > 0, passo dal negativo al positivo <= 7 < 0. O

Esercizio. o : I — R? biregolare e PLA, k' # 0. Posto R = % il raggio di curvatura e T' = %,
allora a(I) é contenuto in una superficie sferica <= R*+ (R)*T? ¢ costante.

Dimostrazione. =) Movimenti rigidi non cambiano la curvatura, dunque a meno di traslare

posso supporre che la sfera abbia centro in 0.

|a(s)]|> = R?, dunque derivando si ha che (o, a’) = 0, cioé («,t) = 0; derivando ancora
si ottiene che (¢,t) + (a, kn) = 0, cioé k({a,n) = —1.

Derivando ancora una volta 1'ultima relazione, ed usando che (o, n) = —%, otteniamo:

/

E'{ca,n) + k{a/,n) +k{a,n') =0 = —% + k{a, =kt — 7b) = 0 =

—0
k' ) K
= —— —k*{a,t) —k7{a,b) = 0 = (o, b) = ———.
k —— k2T

=0

Dunque, scomponendo « in componenti, si ha o = 0t + (—%) n+ (—%) b= —Rn+R'Tb,
e prendendo la norma quadra si giunge a R? + (R')?T? = costante.

Voglio mostrare che § = o+ Rn — R'Tb é il centro. Si calcola:

f'=d +Rn+Rn — (RT)b— RTV =d + R'n+ R(—kt —7b) — (R'T)'b — R't(tn) =
— o — Rkt — (RT) + Rr)b=a' —t — <(R’T)’ + ;) b=0,
in quanto R? + (R')*T? = costante = 2RR' + 2R'T(R'T) =0= R+ T(R'T) = 0.
Ma allora f = a+Rn—R'Tb, cioé o = f+(—Rn+R'Tb), con [ costante e || — Rn+ R'Tb||
costante, cioé la tesi.
0

Osservazione. f:R? — R3 é un’isometria (cioé preserva le distanze) <= 34 € O(3), b € R3
tale che f(x) = Az + b Vz € R3.

Definizione 1.6.1. a;,as : I — R3 PLA e biregolari si dicono congruenti se 3f € Isom™ (R?)
tale che ay(s) = f(ay(s)) Vs € I, dove f € Isom™ (R?) se f é un’isometria e la sua parte lineare
ha determinante positivo.
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Proposizione 1.6.2. Se oy, ay sono PLA, biregolari e congruenti tramite f(x) = Ax+b, allora
ki = ko, 11 =72 e A porta (t1,n1,b1) e (t2,n9,bs).

Dimostrazione. Per definizione, as(s) = Aai(s) 4+ b, quindi a4(s) = Aaj(s), da cui ty = Aty.

Inoltre derivando ancora, kono = k1 Any, ma ny e Any sono versori, dunque ky = ko € ng = Anjy.
Infine by = t9 A ng = Aty A Any = A(t; Any) = Aby, da cui by = Ab] e cioé Tang = 11 Ang, ma
Ng = Anl, qu111d1 T = To. ]

Teorema 1.6.3 (fondamentale delle curve). Siano date funzioni k: I — R*, 7: 1 = R C*.
Allora 3o : I — R3 biregolare e PLA tale che k e T siano curvatura e torsione di «; inoltre tale
a € unica a meno di congruenza.

Dimostrazione. 1l triedro di Frenet, nelle incognite ¢;, 7i;, b; (dove 7 indica 1'i-esima coordinata),
i =1,2,3, verifica il sistema:

t' =kn
n' = —kt —7b
V¥ =1n

E un sistema lineare del primo ordine di 9 equazioni in 9 incognite, che ha dunque una soluzione
definita in I, unica se fissiamo le condizioni iniziali £(0),n(0), b(0), 0 € I°. )
Vediamo che, data ¢(0),7(0),b(0) terna ortonormale positiva, la terna t(s),n(s),b(s) rimane

ortonormale positiva. o _ _
Siano g1 = <taaa g2 = <ﬁaﬁ>7 g3 = <b7 b>7 g4 = <t7ﬁ‘>7 g5 = < ab>a g6 = <77La b>

(g) = 2, 1) = 2k(n, t) = 2k

gh =2(0',n) = —2k(n,t) — 27(b,n) = 2kgy — 27gs

gh = 2(b'b) = 27(n,b) = 27gs

gy = (t'.n) + (t.7') = k(n,n) — k{t, &) — 7(t,b) = kg — kg1 — 795

gk = (f,b) + (£,0) = k(n,b) + 7(t,n) = kge + Tga

(96 = (7, b) + (0, V') = —k(t,0) — 7(b,b) + 7(R, n) = —kg5 — 795 + g2

Sempre per il teorema di Cauchy-Lipschitz, questo sistema con le condizioni iniziali volute ha
un’unica soluzione; visto che g; =1Vi =1,2,3 e g; = 0 Vj = 4,5,6 lo risolve, deduciamo che
t,7n,b é una terna ortonormale in ogni punto. Per continuitd del determinante, é anche sempre
positiva, essendolo in 0.

Definiamo ora v : [ — R3:

Verifichiamo che 7 funziona, cioé k, = k e 7, = 7 (infatti sicuramente é PLA e, se valgono
queste uguaglianze, anche biregolare). Indico con ¢,n,b il triedro di Frenet di .

Innanzitutto v/(s) = t(s), dunque v é PLA e t(s) = #(s) Vs € I.

Segue che kn =t =t = kyn, ma k, k, > 0 e n, 7 sono versori, quindi k =k, e n = f.

Infine b=t An =t An=b (poiché abbiamo visto che £, 7, b é una base ortonormale positiva),
dunque 7,n = b = b =1, da cui 7 = 7,.

Passiamo ora all’unicitd: siano 71,72 PLA che realizzano k, 7. Allora sicuramente 3A € SO(3),
v € R3 tali che Ay,(0) +v = 72(0), At1(0) = 2(0), Any(0) = ny(0), Aby(0) = by(0) (infatti
esiste una tale A che porta la prima base nella seconda, e poi sposto A;(0) su 12(0) con v).
Dunque, a meno di congruenza, posso supporre che 7, (0) = 72(0), t1(0) = t2(0), n1(0) = n2(0),
b1(0) = b2(0) (poiché le congruenze non cambiano curvatura e torsione).
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Ora t1,n1, by e tg, no, by soddisfano il solito sistema di equazioni con le stesse condizioni iniziali;
per unicita della soluzione, in particolare t;(s) = t2(s) Vs € I, per cui:

() = (0) + / "ty () = 75(0) + / () = ().

1.7 Massimi, minimi e vertici di curve planari

Sia « : [a,b] — R? regolare e PLA. Sicuramente esiste ¢y € [a,b] in cui ||| ha un massimo
(minimo) locale.

Proposizione 1.7.1. t, é punto di massimo (risp. minimo) locale per ||a|| <= |k(ty)| > |aéo)|
(risp. <).
Dimostrazione. ||a||* ha un massimo locale in ¢, <=
(@, @) (to) =0 J{c/, ) (to) =0
({, ))"(t) <0 [ (o, @))'(to) <0
= (a,t)(to) <0 = (a(to) l(to)) + (alto), '(to)) = 1+ k(to)(alto), n(to)) = 1 —

k(to)|la(to 5[| <0 k(to) 2 13 é i (in quanto af(te) Lt(ty) e dunque a(to) = ||oz(t0)||n(t0).)[.]

Definizione 1.7.1. « : [a,b] — R? si dice chiusa se a(a) = a(b); allo stesso modo, a : R — R?
si dice chiusa se 3T > 0 periodo tale che a(s + kT) = a(s) Vk € Z e Vs € R.

Definizione 1.7.2. Consideriamo un convesso compatto C' in R?, e sia a : [0, M) — R? una
curva che parametrizza 0C tale che a(0) = a(M).

Diciamo che s € I é un vertice per « se k/'(s) = 0, cioé se in s la curvatura ha un punto di
massimo o di minimo locale.

Definizione 1.7.3. Una curva si dice semplice se il suo supporto non ha autointersezioni.

Osservazione. Nelle ipotesi della precedente definizione, ogni curva chiusa ha un numero pari
di vertici, in quanto la curvatura é continua e la curva é chiusa.

Teorema 1.7.2. Una curva chiusa, semplice e bordo di un convesso compatto ha almeno 4
vertic.

Dimostrazione. Sia a: [0, M) — R? una parametrizzazione biunivoca della curva. Supponiamo
per assurdo che abbia solamente due vertici, sg e sq; sia r la retta per sg e s; e p € r un punto.
Sicuramente r divide la curva in due parti, di cui una con k' sempre positiva e una con k'
sempre negativa; sia dunque v un vettore da p ortogonale a r che punta verso il semipiano con
kK > 0.

Consideriamo la funzione f(s) = (a(s) — p,v) (non é altro che il prodotto scalare fra il vettore
m e il vettore ¥); dunque f é positiva <= cosf > 0, dove 6 é I'angolo fra ]w e U, cioé
<= k' > 0, per come abbiamo puntato v.

Ma allora la funzione g(s) = f(s) - k¥'(s) é sempre > 0. Si calcola:

/ F(s)K (s)ds = [F(s)k(s)Y — / F(s)k(s)ds = — / (0 (3), )k (s)ds =
0 T 0 0

= [ s = [ e eds = ([ s, ) = a0l =0,

dunque per quanto visto f(s)k'(s) = 0, cioé o la curva é contenuta nella retta r (e dunque ha
infiniti vertici) oppure &’(s) = 0 per infiniti s € [0, M), entrambi assurdi. O
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Osservazione. Se la curva non é semplice, in generale il teorema precedente é falso; un contro-
esempio pud essere il seguente:

Figura 11: Curva con due soli vertici

in quanto i due punti segnati in rosso nella figura sono gli unici vertici della curva.
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2 Superfici in R?

2.1 Geometria e topologia differenziale in R"
Sia X C R" qualsiasi, p € X.

Definizione 2.1.1. Il cono tangente a p € X ¢ Cp(X) = {v € R* | Iy : [0,e) —
X tale che v(0) = p e 7/(0) = v}.

Definizione 2.1.2. Lo spazio tangente a X in p é T,,(X) = Span(C,(X)).

Esempi. e Se X é un aperto di R”, allora C,(X) = T,(X) = R™
Infatti, Vp € X, Yo € R", la curva () = p + tv ha supporto in X per t € [0,¢) e
7(0) =v.

o Se X ={(x1,...,2,) | 21 >0} e p=0, allora C,,(X) = X.
Infatti, se v : [0,e) — X é tale che v(0) =0 e v, (t) > 0Vt (dove v = (71,...,7)), allora
71(0) > 0 e dunque C,(X) C X. Il viceversa é analogo al punto precedente.

e 7,(Q) = {0} = C,(Q) ¥p € Q, in quanto Q é totalmente sconnesso e dunque le curve su
di esso sono costanti.

Richiamiamo brevemente alcune definizioni e teoremi sul calcolo differenziale in pit variabili,
che non dimostreremo:

Definizione 2.1.3. Sia U C R" un aperto, f : U — R™. Allora Vp € U, il differenziale di f
in p é I'unica applicazione lineare df, : R" — R™ tale che:

flp+v) = f(p) +dfp(v) +o([[v]]).
Osservazione. Valgono le seguenti proprieta:
1. Yo € R, dfy(v) = lim,_,o {&H0-1@),
2. f:R* = R™ g:R™— R" allora d(go f), = dgsp) © dfy.
3. Sey: I —R" +(xg) = dys(1) (segue immediatamente da 1)).

4. Se v:[0,e) = R"™ é una curva con y(0) = p e 7/(0) = v, allora df,(v) = (f o)'(0).
Ifatti (f 6)/(0) = df,(dro(1) = dfy(v).

5.S5e f=(f1,---, fm), fi : R" = R, allora Yv € R™

of of1

oz CTt Oz
dfp(v) = v

Ofm Ofm

o1 CTt Oz

dove la matrice é detta matrice Jacobiana.

Teorema 2.1.1 (di invertibilita locale). Sia U C R™ aperto, f : U — R™. Se df, : R — R"
¢ invertibile, allora 3V C U aperto, p € V tale che f(V) CR™ é aperto e f:V — f(V) é un
diffeomorfismo.

Osservazione. La nozione di funzione C*° che abbiamo dato per sottoinsiemi qualsiasi estende
quella per aperti.
Inoltre composizione di funzioni C'*° é C'*°.
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Definizione 2.1.4. X C R” é una varieta di dimensione £ se é localmente diffeomorfa a aperti
di R¥, cioé Vp € X 3V}, 2 p aperto di X diffeomorfo a un aperto 2 di R* tramite ¢ : V,, — Q.
¢ si chiama carta locale, mentre p~! parametrizzazione locale.

Un atlante per X ¢ un insieme di carte i cui domini ricoprono X.

Esempio. S* C R™ ¢ una n-varietd (cioé una varietd di dimensione n). Per mostrarlo, sia
p=(p1,---,Pns1) € S"; sicuramente Ji tale che p; # 0. Supponiamo che p; > 0 (altrimenti é
analogo). Pongo V, = S" N {x; > 0}.

La proiezione sul disco equatoriale:

“x Vo — D"={yeR" ||yl <1}
($17...,$n+1> — ($1,...,$i’...,xn+1)

¢ C*° in quanto restrizione di una proiezione (e dunque C*).
Inoltre, posta:

(I D" — Vo

(yla--'>yn) — (yla'-'>\/1_2?:1yj7"'ayn+l>

1

é immediato vedere che ¢ = ™ e ¥ é C* in quanto ha dominio in un aperto e tutte le sue

coordinate sono C.

Teorema 2.1.2. X CR" di dimensione k, p € X. Allora Cy(X) = T,(X) ha dimensione k e,
se p: Q2 =V C X € una parametrizzazione intorno a p, allora T,(x) = dp,-1(,) (RF).

Dimostrazione. Basta mostrare che Cp(X) = dipy-1(,) (R).

C) veCy(X)=Fy:[0,e) = X tale che y(0) = p e 7/(0) = v. Posso supporre ([0,¢)) CV
(altrimenti restringo [0, €)) e prendere 7 : [0,&) — € tale che ¥ = ¢! 0, che é C°.
A questo punto basta notare che:

dpy-1)(7(0)) = (0 7)'(0) =~'(0) = v.

D) Dato v € R, y(t) = ¢ (p) + tv sta in Q per t € [0,¢).
dpy-1() (V) = dpy-14)(7'(0)) = (¢ 07)'(0) € Cp(X) per definizione, in quanto ¢ o~y é una
curva C* a valori in X.

]

Sia ora f : X — Y, con X,Y non necessariamente varieta. Vp € X, pongo df, : Cp(X) —
Crp)(Y) definendo df,(v'(0)) = (f 07)'(0) ¥y : [0,¢) = X.

Teorema 2.1.3. df, é ben definito e, se F' € un’estensione locale di f intorno a p, df, =

dFpc,(xy-

In particolare, df, definisce una mappa lineare dfy, : T,(X) — Ty (Y).

Dimostrazione. Basta dimostrare che df, = dFP|Cp(X)7 poiché in questo caso df, sarebbe ben
definito (in quanto restrizione di una funzione ben definita), e si estenderebbe a T,(X) per
linearitd di dF, (che é definito su tutto R™) a valori in T, (Y) per definizione.

Ma questo ¢ facile, perché la definizione di df, che ho dato coincide con quella di dF}, in
Cp(X). ]

Estendiamo dunque le osservazioni fatte anche a sottoinsiemi qualsiasi di R"; sia appunto
X C R" un sottoinsieme.
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Osservazione. 1. Se U C X aperto, allora C,(U) = Cp(X) e T,(U) = T,(X).

2. [ X =Y, 9:Y = Z pe X =dgof),=dgspodf, (infatti basta estendere f, g a F, G,
e a meno di restringere, GoF' estende go f, e per quanto gia visto d(GoF'), = dG ppodF,).

3. f: X — X identitd = df, = idg, ) Vp € X.

4. Se f: X — Y ¢ diffeomorfismo, allora df, é un isomorfismo di spazi vettoriali Vp € X
(infatti per 2) e 3), (df,)™" = df ;).

Riotteniamo dunque che, se X é una varieta k-dimensionale, T),(X) é uno spazio vettoriale di

dimensione k e in particolare T,(X) = dp,-1(,)(R"); infatti, se ¢ : Q@ — U ¢ un diffeomorfismo

fra p € U aperto in X e Q aperto in R”, allora dp,-1(,) dd un isomorfismo fra RF = T,,-1,)(Q)
e Tp(U) = T,(X).

Teorema 2.1.4 (di invertibilitd locale per varietd). Siano X,Y wvarietd, p € X, f: X = Y.
Se df,, € un isomorfismo, allora esistono apertiU > p di X eV > f(p) di Y tali che f(U) =V
e flu sia un diffeomorfismo sull tmmagine.

Dimostrazione. Per definizione di varietd, esistono aperti U’ 3 p in X, V' 5 f(p) in Y con
carte ¢ : QO = U', ¢ : Z/ — V', dove 0, Z" C RF (infatti dim X = dimY’, poiché df, é un
isomorfismo).

Considero ¢ o fo; d(™ o fop)y-ip) = d1/1]7(;) o df, o dp,-1(p) ¢ un isomorfismo perché
composizione di isomorfismi, quindi applico il teorema di invertibilita locale per mappe fra
aperti di R¥ e trovo aperti Q 3 o= 1(p) in ', Z 2 ¢~ (f(p)) in Z’ tali che y™* o fo () =Z
e 1o f oy é un diffeomorfismo su Z.

Posti U = p(Q) eV =¢(Z), f =vo (@ ltofop)op™: U — V mida la tesi perché
composizione di diffeomorfismi. n

Definizione 2.1.5. XY varietd. f : X — Y si dice immersione se df, ¢ iniettivo Vp € X.
Se un’immersione é anche iniettiva, si dice embedding.

Osservazione. [ : R — R? é un’immersione <= ¢ una curva regolare, dunque in generale le
immersioni non sono necessariamente iniettive.

Teorema 2.1.5 (di raddrizzamento dell'immagine). Sia f : X — Y fra varietd e sia p € X
tale che df, : T,(X) — T,(Y) sia iniettivo. Allora esistono coordinate in partenza e in arrivo
intorno a p e f(p) nelle quali f assume la forma R¥ > z + (2,0) € RE x R"* dove k = dim x
en=dimY (e sicuramente n > k per iniettivitd del differenziale).

Dimostrazione. Fisso una carta ¢ : Q — U, U C X aperto, p € U. d(fop),-1() = dfpodp,-1()
é iniettivo, dunque voglio dimostrare il teorema sostituendo (U, p) con (Q, ¢ (p)) e f con foy:
se mostro che trovo coordinate in arrivo per le quali f o ¢ é della forma x — (x,0) ho finito.
Fisso anche coordinate in arrivo, cioé fisso un intorno aperto V' di f(p) in Y tale che f(U) CV
e una carta v : ) — V' voglio dimostrare che, a meno di restringere U, posso modificare ¢ in
modo che ¥~ o fop(x) = (,0).

Denoto g =9 ~" o f o ¢; dg,-1(y) € iniettivo perché composizione di differenziali iniettivi.
Pongo h =n —k > 0, e scelgo un complementare H di dg,-1p) (R*) in R™, con base vy, ..., v.
Posto Z = Q x R" e

G: Z — R”
(x,t1,...,tn) +—> g(z)+tivr+ ...+ thoy

verifico che dG(,-1(),0) € invertibile (basta vedere che é surgettivo).
Sia w € Im(dg,-1()); allora 3y : [0,e) — Q tale che y(0) = ¢ '(p) e (g 07)'(0) = w. Ma se
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A(t) = (v(t),0), allora (G o 7)'(0) = w, per cui Im(dG (,-1(),0)) 2 Im(dg,—1¢)).

Inoltre, se v;(t) = (¢~ (p),0,...,0,£,0,...,0), con t all'i-esima posizione, Gov;(t) = g(¢ ™ (p))+
tv;, dunque (G'ov;)'(0) = v;, da cui Im(dG (y-1(),0)) 2 Span(Im(dg,-1(p)), v1, - - -, vn) = R", cioé
dG (,-1(p),0) € surgettiva e G é un diffeomorfismo locale.

X L Y
v o |
\

Q Q

Scelgo come coordinate locali intorno a g(p) € @' C R™ una restrizione di G™'; visto che in
un dato intorno di g(¢~*(p)) si ha G((G7! o g)(z)) = g(z) e G(z,0) = g(z), si deduce che
G™og(z) = (,0).

Per tornare a X e Y, sostituiamo le coordinate in arrivo date da 1! con G~ o)7L, O

Corollario 2.1.6. f : X — Y immersione fra varietd. Vp € X 3U > p aperto di X tale che
fiv : U = f(U) sia un diffeomorfismo.

Dimostrazione. x> (x,0) é C*™ con inversa (x,0) — z C*°. O
Proposizione 2.1.7. f: X — Y fra varieta. Sono fatti equivalenti:
1. f: X — f(X) € un diffeomorfismo sull’immagine;
2. f € unimmersione e un omeomorfismo sull’immagine;
3. f € unimmersione iniettiva e aperta sull’immagine.
Dimostrazione. 1 =2) Ovvia.
2 = 3) Ovvia.

3 = 1) Basta costruire g : f(X) — X inversa di f e C.
f iniettiva = Jlg inversa, ma f é aperta, dunque tale g é continua; inoltre Vq € f(X)
posso scegliere un intorno aperto V' di ¢ in f(X) che sia I'immagine di un intorno
aperto di X su cui g appaia come (z,0) — x.
Su V', g é evidentemente C'*.

]

Esempio. Non tutte le immersioni iniettive sono diffeomorfismi locali sull'immagine; ad esempio
la seguente immersione iniettiva:

R — R?

t t2
¢ < 1+t4) 1424 )

Ogni intervallo (—&, ) viene mappato in un sottoinsieme del “fiocco” non aperto (perché ogni
suo intorno contiene i due “bracci” immagini di (—oo, —M) e (M, 4+00)).
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Figura 12: Immersione da R a R? non aperta

La seguente proposizione ci assicura perd che esempi patologici come il precedente non possono
verificarsi se dim X = dim Y.

Proposizione 2.1.8. XY warietd, dim X =dimY, f: X — Y. Sono fatti equivalenti:
1. f € un diffeomorfismo sull’immagine e f(X) € aperto in Y,
2. f € unimmersione iniettiva.

Dimostrazione. 1 =2) Ovvia.

2 = 1) Per la proposizione precedente basta mostrare che f : X — Y é aperta; ma poiché
dim X = dimY, un’immersione é un locale diffeomorfismo localmente aperto (per il
teorema di invertibilitd locale), dunque aperto.

[]

Definizione 2.1.6. f : X — Y fra varietd, p € X. p si dice (punto) critico (per f) se
dfp : Ty(X) = Ty (Y) non é surgettivo, e regolare se lo é.
q €Y si dice (valore) critico se giace nell'immagine dei punti critici e regolare altrimenti.

Esempio. Consideriamo la mappa (che in realtd é un rivestimento):

f: St — St
z > 2"

per un certo n > 0. Vogliamo vedere che non ha punti critici. Dalla definizione:
dfe : To(S") — Ty (S)
ed entrambi gli spazi tangenti sono rette, dunque x € S* é regolare <= df, # 0.
Sia 0 # v € T,(SY); in particolare, se v(0) = € = (cosf,sinf) e x = € scelgo v = 7/(6y) =
(—sinfp, cos bp).
Si ha:
df(v) = (f ©7)'(0) = (¢™)'(00) = (cos nf,sinnd)'(6y) = n(— sin by, cos ny) # 0

V6o, da cui segue che non ci sono punti critici (notiamo anzi che df, moltiplica le lunghezze
dei vettori di un fattore n, fatto che sta ad indicare che f percorre la circonferenza n volte pitd
veloce).
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Figura 13: Azione di df, sugli spazi tangenti

Osservazione. Vo € S C R, T,(S" 1) = at.

Avendo la stessa dimensione, basta mostrare una sola inclusione; sia dunque v € z* unitario
(poi si estende automaticamente anche ai vettori non unitari per linearita).

Se ¥(0) = (cosf)x + (sinf)v, si ha che y(0) = z, 7/(0) = v e Im(y) € S"', in quanto
|7(0)]|* = cos? 0||z||? + sin® §]|v||> = 1 per Pitagora.

Esempio. Consideriamo la funzione “altezza”:

f: S? — R
(x,y,2) +— =z

Sia v € S? un qualunque punto; notiamo che f é restrizione di una funzione lineare:

f: R3 — R
(,y,2) — =

dunque il suo differenziale in v é particolarmente semplice:

df, : vt — R
(x,y,2) —> =z

in quanto il differenziale di una mappa lineare é la mappa stessa e T, (S?) = v* per 'osservazione
precedente.

Ma allora v é regolare <= df, # 0 <= vt # {2 =0} <= v # N,S. Si conclude dunque
che N e S sono gli unici punti critici.

Teorema 2.1.9. f: X — Y fra varietd, dim X =n, dimY = m, p € X tale che df, : T,(X) —
Tp(Y) € surgettivo (e dunque n > m). Allora esistono carte p : QQ - U C X, ¢ : Q' =V C
Y, U > p aperto di X, V > f(p) aperto di Y tali che f(U) CV etptofop:Q—Q €éla
proiezione sulle prime m coordinate.

Dimostrazione. Fisso una carta ¢ : Q@ — U , U C X aperto, p € U e definisco g = f o ¢.
dg,-1(p) suriettivo in quanto composizione di differenziali suriettivi.

Detto K = Ker(dg,-1¢,)), dim K = n—m e Q' x K é un aperto di R™ (identificando K = R"~™);
dunque detto Z = Q' x K, definisco:

F: Q — VA
z — (g(x),7(z))
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dove m: R™ O 2 — K ¢é la proiezione ortogonale.
F éC> e, sev e Ker(dF,-1(), allora (per linearitd di 7):

0 = dFy10)(0) = (A1) (0), dy(0)) = (g1 (0), 7(0)) =
> dgy-1p)(v) =0ev EKer(r) &= ve KNK",

ma K N K+ = {0}, cioé¢ dF,-1(, ¢ iniettiva e dunque ¢ un isomorfismo per dimensione.
Segue che F é un diffeomorfismo locale intorno a ¢~!(p), cioé AUg,-1() 2 p aperto in X,
V'3 (g9(p), 7(p)) aperto in Q' x K tali che F'(U) = V' e Fjy é un diffeomorfismo.

—>Y

X
f
z ' 9

Scelgo F o p~! come coordinata locale intorno a p. Ogni punto di V' é della forma (g(x), 7(x));
tramite f o (F o)™ tale punto va in f(F~!(g(x),n(x))) = f(F~}(F(x))) = g(x), dunque
foFoe™!éla proiezione sulle prime m coordinate. [

Corollario 2.1.10. Nella situazione del teorema precedente, f~'(f(p)) N U € una varietd di
dimensione n —m definita dall’unica carta:

R™™NQ — Q — fY(f(p)nU
x — (0,z) +— (0, )

Corollario 2.1.11. f : X — Y fra varieta, dim X = n, dimY = m, q € Y wvalore regolare.
Allora f~*(q) € una varietd di dimensione n —m e, Vp € f~1(q), T,(f*(q)) = Ker(df,).

Dimostrazione. Datap € f~1(q), per ipotesi df, é surgettivo, dunque per il corollario precedente
JU aperto in X che contiene p tale che f~1(q) N U sia una (n — m)-varietd; ma allora f~'(q) é
una (n — m)-varieta.

Per la caratterizzazione del tangente, so gia che dim (7,(f'(¢q)) = dim (Ker(df,)), dunque
basta vedere che T,(f*(¢)) C Ker(df,).

Ma se v € T,(f~(q)), Iy : [0,e) = f(q) tale che v(0) = p e 7/(0) = v, quindi df,(v) =
(f 04)(0) =0. -
——

=q
Osservazione. Riotteniamo (in modo molto piti rapido) che T,(S*~!) = p*; infatti se conside-
riamo la mappa C*:

n: R — R

z o zff?

T,(S"") = Ker(df,) = Ker(v = 2(p,v)) = p*.
Esempio. Sia S = {a + ...+ 2} —x{,, —... — 22 = ¢} con ¢ # 0 il supporto di una quadrica
in R”. S C R™ é una varieta. Infatti, presa:

f: R — R
T o— ri4..Fa -, ...~
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si ha che S = f7!(c), dunque per il teorema precedente basta mostrare che ¢ é un valore
regolare.

Ma x € R™ é valore regolare per f <= df, = Vf(z) = (2x1,...,208, —2Tp41,...,—22,) €
surgettivo <= df, # 0 <= x # 0; quindi ¢ # 0 é valore regolare.

Osservazione. Se nell’esempio precedente ¢ = 0, 'insieme S pud non essere una varietd. Ad
esempio infatti il luogo di zeri Sy = {27 — 22 = 0} C R? non ¢ una varietd vicino a 0:

Figura 14: Luogo di zeri non varieta

Definizione 2.1.7. G si dice gruppo di Lie se é una varieta differenziabile ed ha anche una
struttura di gruppo tale che le operazioni

G

GxGd — d G —
g — g!

(g:h) +— gh
di moltiplicazione e inversione siano lisce.

Osservazione. Affinché la precedente definizione sia ben posta, dobbiamo verificare che, se
M®*) C R e N®W C R™ sono varietd, M x N C R™™ ¢ una varietd di dimensione k + h. Ma
questo é facile, perché se U 3 pe€ M,V >qg& Ne f:U — RF g:V — R" sono carte,
(p,q) €U xVe(f,g):UxV — RF" & una carta per M x N.

Esempi. GL(n,R), SL(n,R), O(n) e SO(n) sono variets di R".

e GL(n,R) = det }(R\0) é un aperto di R” e dunque é una n?-variet4.
Inoltre GL(n, R) ha esattamente due componenti connesse (per archi), che sono GL* (n, R)
e GL™(n,R).

e SL(n,R) = det™'({1}); det é liscio perché un polinomio; vediamo che 1 é valore regolare.
Sia A € SL(n,R); set < 1 e M € M(n,R), si ha:

det (A+tM)=det A-det (I +tMA™) =1+t -tr(MA™) + O(t?),

da cui d(det) 4 : M — tr(MA™!). Questa mappa ha codominio in R e dunque é surgettiva
se non nulla; visto che d(det)4(A) = n # 0, si ha che A é valore regolare e dunque
1 = Im(SL(n,R)) é valore regolare. Si conclude che SL(n,R) é una (n? — 1)-variet.
Inoltre T7(SL(n,R)) = Ker(d(det);) = Ker(tr) = {M € M | tr(M) = 0}.

Infine SL(n,R) é connesso (per archi), in quanto si retrae per deformazione su SO(n) (che
é connesso per archi, perché con n — 1 rotazioni porto una base ortonormale positiva nella
base canonica), é chiuso, ma non é limitato, in quanto contiene matrici del tipo I +nkEjs,
dove n € Z e Ei5 é la matrice con un solo 1 nel posto 1, 2.
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e La mappa:
f: Mn) — Sh)={CeMnR)|'C=C}
A — tAA

é liscia fra varietd (infatti S(n) é un sottospazio vettoriale di R™"); visto che O(n) =
f~Y(I), vediamo che I é un valore regolare.
Sia A € O(n); come prima:

FA+tM) ="(A+tM)(A+tM) = AA+t('MA+"AM) + O(t?),

=/

da cui dfg: M — 'MA+"'AM € S(n). Ma questa mappa é evidentemente surgettiva,
poiché se N € 8(n), allora AN — N tramite df4, dunque I é valore regolare, cioé O(n)
é una varietd di dimensione dim M(n) — dimS(n) = @

Inoltre T7(0O(n)) = Ker(df;) = Ker(M +— *M + M) = A(n).

Infine O(n) é compatto, in quanto é chiuso e contenuto in [—1,1]"" € R™ (poiché le sue
colonne sono una base ortonormale e dunque i suoi elementi soddisfano relazioni del tipo
22, + ...+ 22, = 1 Vi), ma non é connesso, in quanto la mappa det : O(n) — {£1} é
continua e surgettiva verso uno sconnesso.

e SO(n) é un aperto di O(n) in quanto intersezione di O(n) con 'aperto det™ (R*) di R"’,

dunque é una "("271) varietd di R™".

Inoltre SO(n) é un retratto per deformazione di SL(n,R) (o di GL*(n,R)) grazie al pro-
cesso di ortonormalizzazione di Gram-Schmidt, che prima ortogonalizza e poi normalizza
una base positiva di R™ con cammini continui omotopi all’identité.

Ci occupiamo adesso di classificare, a meno di omeomorfismo, i primi SO(n), in particolare per
n € {1,2,3,4}:

Esempi (Classificazione dei primi SO(n)). Classifichiamo a meno di omeomorfismo SO(n) per
1<n<4:

1. SO(1) = {1}.

2. Dall’algebra lineare sappiamo che:

soe) = {ro = (310, 0)) |

Considero la mappa biunivoca:

f: St — S0(2)
0 +—— Roty

f é un omeomorfismo, perché é continua (in quanto cos e sin sono funzioni continue) e
chiusa, perché va da un compatto a un T2. Segue che m(SO(2)) = Z.

3. Sappiamo che dim SO(3) = 3 e ogni suo elemento é simile tramite matrici ortogonali a:

(olm)

con 0 < 0 < (in quanto se # > 7, la rendo del tipo precedente prendendo come asse di
rotazione 1'opposto di quello considerato). Ho quindi una mappa:

F: D — SO(3)
v — Rot?

7[|v]]
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dove Rot? indica la rotazione di angolo « rispetto all’asse Span(w); F' non é iniettiva,
perché F(v) = F(w) <= v=wV (||v]] = ||lw|]| Av=—w).
Detta ~ la relazione di equivalenza data dalle precedenti condizioni, F' si quozienta a:

F:D*/ ~— SO(3)

iniettiva; si osserva che ~ non ¢ altro che la relazione dell’antipodale e che F' é un
omeomorfismo, da cui:

F: P3(R) =5 SO(3)
¢ un omeomorfismo.
Segue che 71(SO(3)) = Z/2Z e che esiste un rivestimento doppio S* — SO(3).

. Innanzitutto dobbiamo introdurre il corpo dei quaternioni; esso ¢ il corpo non commu-
tativo:
H={g=a+bi+cj+dk|i=j"=Fk =ijk=—1}.

H é un’algebra, perché é sia un anello sia un R-spazio vettoriale (in modo coerente); in
particolare H = R* come spazi vettoriali.
Preso ¢ = a + bi + ¢j + dk € H, si definisce § = a — bi — ¢j — dk il coniugato di ¢,

lgll = Va2 + b2 + 2+ d?lanorma dige ¢! = rip Vinverso di ¢; si osserva inoltre che

lg -4l = llgll - |1d]l, e dunque H = R* anche come spazi normati, in quanto la norma
definita non é altro che quella euclidea. Segue che si pu6 identificare:

~*={q e H||hl| =1},

e dunque S* é un gruppo (non abeliano) con la moltiplicazione. Inoltre ¢ € S? <=
¢ =7

Quindi si pué riassumere tutto quello che ¢ stato visto dicendo che ~® é un gruppo di Lie
(in quanto le operazioni sono lisce perché polinomi).

Osservato che Z(H) = (1) @ R, si deduce che Z(S*) = {£1} = S* N R. Consideriamo la
mappa:

P S$BxS — SO(4)
(¢1,q2) — {H >z~ qag}

Vediamo che il codominio é effettivamente quello, cioé che =z +— ¢ 2q; é una isometria
lineare positiva; per farlo innanzitutto dimostriamo che in ogni gruppo di Lie le moltipli-
cazioni a destra e sinistra sono diffeomorfismi.

Sia G gruppo di Lie e g € G; denotiamo:

Ly G — G Ry,: G — G
r — g r — xg

Queste mappe sono diffeomorfismi, in quanto sono C* e le loro inverse Ly-1 e Ry-1 sono
.

Ritornando al caso dei quaternioni, se ¢ € S*, detta L, : H — H tale che L,(z) = gz, essa
é lineare, é un’isometria (perché ||qz|| = ||¢||||z]| = ||=||) ed é positiva, in quanto:

S —  {£1}
q —> det(Ly)

¢ continua, il dominio é connesso e 1 — det(id) = 1.
A questo punto, verificata la buona definizione di v, vogliamo vedere che 1 é un omo-
morfismo di gruppi (S* x S* é un gruppo di Lie perché prodotto di gruppi di Lie é un
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gruppo di Lie) e che Ker(¢) = {(1,1)}.
Che sia un omomorfismo é semplice:

Vg, @) - (4, 6)) = ¥(@dl, ¢2d5) = {7 = qdizeds} = {z = qrg@} o {v — dad)} =
= (g1, q2) o ¥(qy, 43);

inoltre (q1,q2) € Ker(¢yp) <= qagp = = Vo € H, ma se z = 1, si ha la condizione
(@ = 1, cioé ¢ = qa, da cui (q1, ) € Ker(v) <= quag; ' =z Ve e <= g =g €
Z(S?) = {£1}.

Per arrivare a concludere che 9 é un rivestimento doppio, ci rimane da verificare che
¢ ¢ un diffeomorfismo locale; per farlo mostriamo che dig, 4) ¢ invertibile in tutti i
(q1,q2) € S® x S3. Per comoditd, estendo temporaneamente:

b REXRY s M(4)
(01,q2) +— {z = qrg}

Preso (hi, he) € H x H, si ha:
V(g1 + thy, g2 + the) () = (¢ + thy)x(q + thy) = oG + t(ha G + qwhs) + O(2),
dunque dip(g, 4) 1 (b1, h2) = {2 = hiaG + qehe}.
Ker(dig,.4)) = {(h1, h2) | hia® + qrohe = 0 Vo € H = R*},
ma se ¥ = 1, la relazione diventa hig + q1hy = 0, cioé hy = —q1haqa, da cui:
Ker(dg.40)) = {(h1, ha) | izha = qihagoa@z Vo € H} = {(h1, ha) | Thago = hagox Vo € H}
Ma allora hage € R, cioé hy = Aqq, per A € R; segue anche che h; = —\¢qy, quindi:

Ker(dy (g, q,)) = Span((—q1, g2))-

Se vediamo che tale retta non sta mai in T{g, 4,)(S* xS?), avremmo la tesi; ma ¢; € N, (S?)
e g € Ny, (S?), percid (—qi1,q2) € Ngy.g)(S? X S?) che interseca T(y, 4,)(S* x S*) nella sola
origine (0, 0).
Abbiamo ottenuto che v é un diffeomorfismo locale, dunque v é aperta, ma 1 va da un
compatto a un T2, percié é chiusa; si ottiene da questo che Im(v)) é aperta e chiusa in
SO(4), che é connesso, quindi 1) é surgettiva.
Si conclude finalmente che, detto I' il gruppo Z/2Z che agisce in modo propriamente
discontinuo:

r — S(S® x S?)

1 — {(a1, @) = (a1, 02)}

I' induce un rivestimento:
S* x §* — §* x §*/T = SO(4)
di grado 2, che comporta che m;(SO(4)) = Z/2Z.

~

Si pué dimostrare (ma richiede conoscenze piu avanzate di topologia algebrica) che 7(SO(n))
Z/27 N'n > 3; il suo rivestimento universale é denotato Spin(n), ed é un gruppo spinoriale.
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2.2 Campi vettoriali tangenti e campi normali

Definizione 2.2.1. X C R” varietd. Un campo vettoriale tangente su X é una funzione
v: X — R™ tale che v(p) € T,(X) Vp € X.

Definizione 2.2.2. Un frame su X ¢é un insieme vy, ..., v, di campi vettoriali tangenti tali
che vi(p), ..., vk(p) sia una base di T,(X) Vp € X (e dunque dim X = k).

Osservazione. La circonferenza S' e il toro T = S! x S! hanno un frame; per la circonferenza
é molto facile vederlo (ad esempio in figura), per il toro basta immaginare che é il prodotto di
due circonferenze e ragionare su ciascuna.

Figura 15: Un frame su S*

Osservazione. Sia ¢ : Q — U C X una carta, Q C R* aperto. Allora:

{220t 220 — agyfen)

¢ un frame su U (in quanto dy, ¢ un isomorfismo e quindi porta basi in basi), detto frame
indotto da .

In R¥ considereremo sempre I'orientazione canonica data dalla base canonica.

Definizione 2.2.3. X C R"” varietd. Un’orientazione su X ¢ la scelta di un’orientazione su
T,(X) Vp € X in modo che Vp € X 3U > p aperto in X e un frame locale vy, ..., v, su U tale
che v1(q), ..., vk(q) sia positiva Vg € U.

Definizione 2.2.4. Un atlante {y; : ©; — U;} per X si dice orientato se Vi, j, il diffeomorfi-
Smo:
()0;1 o W;: gO;l(Ul N Uj) — QD;l(UZ N Uj>

ha differenziale positivo (cioé Jacobiano con determinante positivo) in ogni punto.

Teorema 2.2.1. X ammette un’orientazione <= ammette un atlante orientato.
In tal caso X si dice ortentabile.

Dimostrazione. =) Per ipotesi, Vp € X 3 aperto U, > p con un frame su U, tale che I'orien-
tazione di T, (z) sia coerente con il frame in ogni ¢ € U, (cioé¢ la base data dal frame sia
positiva).

Sia {¢; : ; — U;} un atlante tale che §); sia connesso e p;(U;) sia contenuto in uno degli
U, Vi. Per ogni ¢, decido se tenere ¢; o se cambiarla nel modo seguente. ¢; : 2, — U, é
tale che d(¢;), o preserva lorientazione (da RF = T,(€;) in T, (X)) Vg € ©; o la inverte
Vq € ;: infatti la matrice di cambio di base tra il frame indotto da ¢; e quello coerente
con l'orientazione di X é C* (se pensata come funzione da U; in GL(k,R)), e siccome U;
¢ connesso, il segno del determinante di questa matrice é costante.

Se il frame indotto da ¢; é sempre positivo, pongo 1; = ¢; : Q) = Q; — U;; se invece é
sempre negativo, pongo ©; = r o ¢; : Q — U;, dove r(xy,...,xx) = (—x1, Tay ..., Tk).
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Ora, l'atlante {¢; : Q; — U;} é tale che il frame indotto da v; é positivo Vi, Vg € €2 per
costruzione; dico che questo é un atlante orientato.

Infatti per costruzione di); e dwj’l preservano l'orientazione (sugli spazi coinvolti), per cui
d(@/)j_l o 1;) ha det > 0 dove é definito.

<) Dato un atlante orientato {U;, ;}, basta verificare che i frame indotti dalle ¢; sono
orientati coerentemente dove gli U; si intersecano. Bastera allora definire 1’orientazione
di T,,(X) come quella indotta da uno di questi frame.
Ma questa é una conseguenza del fatto che d(<pj’1 o ;) preserva l'orientazione in ogni
punto.
O

Definizione 2.2.5. X C R” varietd. Dato p € X, si definisce spazio normale a X in p il
sottospazio N,(X) = (T,(X))*+ di R™.

Definizione 2.2.6. X C R" varietd. Un campo normale é una mappa C* v : X — R" tale
che v(p) € N,(X) Vp € X.

Definizione 2.2.7. Un campo normale v si dice unitario se ||[v(p)|| =1 Vp € X.

Esempio. Se X = S"™1 esistono esattamente due campi normali unitari, che sono vy (p) =p e
v-(p) = —p-
Proposizione 2.2.2. X C R" varietd di dimensione n — 1. Sono fatti equivalenti:

1. X € orientabile;
2. FEsiste un campo normale mai nullo su X ;

3. Esiste un campo normale unitario su X.

Dimostrazione. 1 = 3) X orientabile <= esiste un modo per distinguere basi positive e
negative in 7,,(X) V p. Osservo che V p, N, ha dimensione 1. Scelgo n, in N, il vettore
unitario tale he (vy,...,v,-1,n,) base positiva di X con (vy,...,v,-1) base positiva di
T,(X). Mostro ora che n : p — n, C* in p: esistono infatti v (z), ..., vp—1(z) : U — R"
unitari con ogni v;(z) campo vettoriale, che mi danno una base positiva del tangente.
Se ora np) = vi(p) A ... Avp_1(p) questo funziona ed c>.

3 = 1) Sia v un campo normale unitario su X. Vp € X, dico che la base {vy,...,v,_1} di
T,(X) é positiva se {v1,...,v,-1,v(p)} é una base positiva di R™; rimane da verificare
che é una buona definizione, ma se per assurdo esistessero due basi vy,...,v,_1 €
wy, ..., wy—1 di T,(X) tali che 3IM € GL™(T,(X)) che porta I'una nell’altra, allora la

~ M
matrice M = (—‘—0 (1) ) € GL™(T,(X) & N,(X)) porta la base {vy,...,v,-1,v(p)} in
{wy,...,w,—1,v(p)}, ma sono entrambe basi positive di R", assurdo.
v(p)

2 = 3) Se v é un campo normale mai nullo su X, allora v'(p) = ¢ un campo normale

unitario su X.

3 = 2) Ovvio.
0

Corollario 2.2.3. Tutte le varietd del tipo X = f~1(y), con f: R® — R e y valore regolare,
sono orientabili.

Dimostrazione. Basta osservare che Vf : X — R"™ é un campo normale mai nullo (in quanto il
nucleo di df, é lo spazio tangente). O
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2.3 Teoria metrica delle superfici

Definizione 2.3.1. Una superficie S é una varietd 2-dimensionale in R3.

Se x : Q@ — U C S é una parametrizzazione locale, * = x(u,v), indicheremo con z,,z, le
. o ls _ Oz __ _ Oz __

derivate parziali r, = §7 = dx(.el),‘ T, = 5 = dx(ey). 1 1 L

A volte perd, sempre con x,,, x, indicheremo le mappe x,0x~ !, x,0x™! : U — R? (cioé potremmo

identificare ’aperto U C .S con le sue coordinate locali 2 C ]Rz).

Definizione 2.3.2. La I forma fondamentale su S é la restrizione del prodotto (.) standard
su R? a T,(9) al variare di p € S (o la forma quadratica associata).

Se x é una parametrizzazione locale, la matrice che rappresenta la I forma fondamentale rispetto
al frame locale indotto da x é dato da:

(7 6= (God G,

Definizione 2.3.3. Siano p,q € S. La distanza (intrinseca) fra p e ¢ é data da:
d(p,q) =inf{L(7) [ v:[0,1] = 5 C* a tratti con y(0) = p, 7(1) = ¢}.

Osservazione. B effettivamente una distanza; infatti d(p,q) > 0 e d(p,q) > d.(p,q), dove d.
indica la distanza euclidea (in quanto il segmento é il cammino di lunghezza minima fra due
punti), dunque d(p,q) =0 < p=gq.

Inoltre d é simmetrica e soddisfa la disuguaglianza triangolare perché la giunzione di due curve
(> a tratti é anch’essa una C* a tratti.

Supponiamo per i prossimi risultati S orientata (infatti localmente una superficie é sempre
orientabile, e alcuni invarianti che introdurremo cambieranno solo segno scegliendo orientazioni
locali opposte).

Dunque 3N : S — S? campo normale unitario tale che {v;,vs, N(p)} é positiva per ogni base
positiva {vy, v} di T,(S), p € S.

Questa mappa si chiama mappa di Gauss.

Osservazione. N,(S?) = p, perché il piano tangente in p é p*, dunque il versore normale a p*
non é altro che p stesso.

Proposizione 2.3.1. Vp € S, T,(S) = T (S?) e percid dN, € End(T,(S)).
Inoltre dN, é autoaggiunto rispetto alla I forma fondamentale.

Dimostrazione. Vp € S, T (S*) = N(p)* = T,,(S) per definizione.

Per vedere che é autoaggiunto, fissiamo coordinate locali intorno a p € S. Dobbiamo verificare
che (v,dN,(w)) = (dN,(v), w) Yv,w € T,(S); basta vederlo per v,w in una base, ma una base
é x,,x,, e dunque l'unica verifica non banale é (z,,dN,(x,)) = (dN,(x,), ), cioé (z,,d(N o
z)(e2)) = (d(N o x)(e1), o).

Rimpiazzando N o x con N, poiché z, 1N e z,LN in ogni punto, si ha che 0 = (x,,N) e
0= (x,, N).

Derivando rispettivamente rispetto a v e u, si ha:

0= (Tuw, N) + (0, Ny)
0 = (Tup, N) + (x4, Ny)

cioé la tesi. O
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Definizione 2.3.4. p € S. dN, : T,,(S) — T,(S) é autoaggiunto, e pertanto ammette una base
ortonormale di autovettori. Le direzioni degli autovettori si chiamano direzioni principali
(sono o 2 o tutte, cioé infinite), gli opposti degli autovalori si chiamano curvature principali,
il determinante di dN, si chiama curvatura di Gauss e —% tr(dN,) curvatura media.

Osservazione. La curvatura di Gauss non dipende dall’orientazione, mentre le altre cambiano
segno se si inverte 1’orientazione.

Definizione 2.3.5. La II forma fondamentale su 7,,(5) é (la forma quadratica associata a)
il prodotto scalare (non necessariamente definito positivo) dato da:

(6 f) _ ((—de(xu),ﬁw <—de(ﬂfu)7%>) '

Iy <_de(xv)a$u> <_de(xv)7xv>

Definizione 2.3.6. v : (—¢,¢) — S PLA. Si chiama curvatura normale di v in p = 7(0) la
quantitd k,(0) = (v"(0), N(p)).

Osservazione. Se v é biregolare con versore normale n, allora k,(0) = (k(0)n(0), N(p)) =
k(0){n(0), N(p))-

Proposizione 2.3.2. v : (—¢,¢) — S PLA, v(0) =p € S. Allora la curvatura normale di
in 0 € data dalla II forma fondamentale valutata in (7'(0),~'(0)).

Dimostrazione. Sicuramente 0 = (7/(¢), (Nov)(t)). Derivando in ¢ si ottiene 0 = (v"(t), N(v(t)))+
(Y'(t), dNyuy(¥'(t))), da cui valutando in ¢t = 0, 0 = (7"(0), N(p)) — II(7/(0),~'(0)). O

Corollario 2.3.3. Tutte le curve v PLA con v(0) = p € S e stessa velocitd in 0 hanno la
stessa curvatura normale in p.

Osservazione. Siano vy, ve le direzioni principali in p, con curvature principali A\, A\s. Se v €

T,(S) ¢ unitario, allora v = cos(#)v; + sin(#)ve per un certo 6 € [0,27]. Ma allora:

II(v,v) = II(cos(0)vy + sin(f)vs, cos(f)vy + sin(0)vs) =
= —(cos(0)vy + sin(f)ve, dN,(cos(8)vy + sin()ve)) =
= (cos(0)v; + sin()vy, A; cos(0)v; + Agsin()vy) = Ay cos?(6) + Ay sin?(6).

Dunque, se A} < Ag, ottengo che \; < II(v,v) < Ay e cioé che le direzioni principali sono proprio
quelle che realizzano le curvature normali estremali.

In altre parole, le curvature principali sono la massima e la minima curvatura normale in p, e
danno la curvatura normale delle curve con velocita lungo le direzioni principali.

Osservazione. Sia S C R? orientata, con versore normale indotto N : S — S?, e fissiamo una
parametrizzazione locale x :  — U C S.

N = Hiugv”, in quanto N é I'unico vettore che completa x,, x, a base ortonormale positiva di
u v

R3. Voglio calcolare dN (z,) e dN(z,) ed esprimerli nella base z,,, z,,, ma questo é computazio-

nalmente poco conveniente; é piua facile partire dalla II forma fondamentale.
Per definizione, e = lI(z,, z,) = [(zy, —dN(x,)) = — (x4, N,), ma (z,, N) = 0, dunque:

0
0 au <xu7 > <xuu7 > + <$U7 u>7

da cui e = (Tyy, V).
In maniera del tutto analoga, si ricava f = (xy,, N) € g = (xy,, N).

Se indichiamo con A = (£L), B = (; ];) e M rispettivamente le matrici che rappresentano
la T forma, la IT forma e dN rispetto alla base z,, z,, allora B = —AM (in quanto II(w, z) =
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I(w,—dN(z)) e dunque M = —A~!'B (infatti A é invertibile perché rappresenta un prodotto
scalare definito positivo).
In particolare, la curvatura di Gauss, che d’ora in poi indicheremo k, assume 1’espressione:

det B eqg — f?

k=detM = o = 56— 2

Definizione 2.3.7. p € S si dice:
e planare se dN, = 0 (e dunque kgauss(p) = 0);

e parabolico se kgauss(p) = 0, ma dN, # 0;
e ellittico se kqauss > 0;

e iperbolico se kqaus < 0.
Esempi. e S =R? =TR?x {0} C R? piano. N(p) = (0,0,1) ¥p € S é costante, dunque
dN, =0 Vp € S, cioé ogni punto di S é planare.
o S5 =S§%sfera. Vp € S, N(p) = p, dunque dN,, : T,,(S) — T,(S) é l'identitd Vp € S, quindi
le curvature principali sono entrambe uguali a 1, tutte le direzioni in ogni punto sono
principali e la curvatura di Gauss é costantemente 1; segue che ogni punto di S é ellittico.

e S =S!'xR CR?xR cilindro. Se 7 : R* — R? é la proiezione sulle primo due coordinate,
allora N(p) = n(p) Vp € S.
N si estende a una mappa lineare m : R* — R?, per cui dN, = d(m1,(s))p = T1,(5);
Vp € S, vy (verticale) e vy (orizzontale) in T,(S) tali che m(vy) =0, m(ve) = vo.
Dunque le curvature principali sono 0 e 1 e la curvatura di Gauss é ovunque 0; segue che
ogni punto di S é un punto parabolico.

o S ={z = 12%—y?} sella. E una superficie perché luogo di zeri di una funzione con
differenziale mai nullo, ed é parametrizzata da:
z: R? — S
(u,v) —  (u,v,u* —v?)

che é un diffeomorfismo (con inversa la proiezione sulle prime due coordinate).

Si calcola:
. (1) i (1) N T Ne,  (—2u,2v,1)
' ou) o) |z Aol V14 4u? + 402’
0 0 0
Lyu = 0 , Lyp = 0 5 Ly = 0 s
2 0 -2
da cui:

. E F\ [(144* —4dw p_ (¢ f 1
C\F G) O\ —duw 1+4%) “\f g V1+ 4w + 402 2
M =

1l differenziale di N é percié rappresentato da M = —A~'B; in (0,0,0) = z(0,0),
(¢9), dunque le direzioni principali sono generate da xu(O 0) = (1,0,0) e z,(0,0) =
(0,1,0), con curvature principali 2 e —2; in generale si ha:
_detB —4 1
T detA  1+4du?+ 40 14402+ 2

dunque tutti i punti di S sono iperbolici.

< 0,
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Esempio (Elicoide). Presa l'elica, parametrizzata da o(u) = (cos(u),sin(u), au), con a # 0,
tracciamo le perpendicolari a z passanti per ogni punto p € «a([l); l'unione di queste rette
prende il nome di elicoide ed é parametrizzato da:

r: R — R3
(u,v) — (vcos(u),vsin(u),au)

\

Figura 16: L’elicoide

Evidentemente x ristretto a S' x R é iniettivo; visto che dalla figura vediamo che I'immagine di
x non contiene punti di “autointersezione all’infinito”, per vedere che I’elicoide é una superficie
ci basta mostrare che il differenziale di x ¢ iniettivo.

I vettori z, = (—wvsin(u),vcos(u),a) e z, = (cos(u),sin(u),0) sono indipendenti <= il
differenziale é iniettivo; ma x,,, x, sono ortogonali e non nulli, dunque indipendenti. Si conclude
che la prima forma associata é:

. (U2 a2 0)
0 1)

Definizione 2.3.8. Data una parametrizzazione z : R> D U — D C S, con S superficie e
z(U) = D, definisco area di D:

A(D):/U|]xu/\vadudv.

Osservazione. E una buona definizione, in quanto se cambio parametrizzazione ottengo lo stesso
valore dell’integrale per la formula di cambiamento di variabili.

Osservazione. Visto che per generici vettori v, w valgono le relazioni:

v, w)[[* = [fol|*||lw][* cos*(6)

{Ilv Aw|? = [[o]*[|w]* sin*(6)

si ricava 'uguaglianza ||v A w||* + [[{v, w)||* = ||v||?||w]]*. Ma allora:

lzw Azl = Jzull® 2o]l” = [ @)1,
—_—— N ——

=K =G =F?

cioé ||z, A xy|| = VEG — F?2.
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FEsempio. Consideriamo il toro di raggi a e r, con a > r; una sua parametrizzazione é:
z(u,v) = ((a + rcos(u)) cos(v), (a + rcos(u)) sin(v), rsin(u)) ;
piti precisamente z : R? — T? é un rivestimento (é quello universale). Si ha:

Ty, rsin(u) cos(v), —rsin(u) sin(v), r cos(u))

= (_
Ty = (—(a+rcos(u))sin(v), (a + rcos(u)) cos(v), 0)

N =zy Aoy = (—r(a + rcos(u)) cos(u) cos(v), —r(a + r cos(u)) cos(u) sin(v), —r(a + r cos(u)) sin(u))
N = ﬁ = (— cos(u) cos(v), — cos(u) sin(v), — sin(u)) # 0

da cui si deduce che x, e x, sono linearmente indipendenti, cioé che il differenziale di x; é
invertibile, dove U = [0, 27| x [0, 27|. Grazie ai calcoli fatti si ricava:

A(T?) = /027r /OQWT(CL + 7 cos(u))dudv = 2xr /027r (a + rcos(u))du = (277)(27a) = 4n’ar.

Infine si pud calcolare la curvatura Gaussiana del toro, che risulta essere:

p— 9~ f? _ r(a+ rcos(u)) cos(u) _ cos(u)
EG — F? r2(a + 7 cos(u))? r(a+rcos(u))

Definizione 2.3.9. p € S si dice ombelicale se k| = k5, dove kq, ko sono le curvature principali.

Esempi. Aperti del piano e della sfera hanno tutti i punti ombelicali.

Osservazione. In un punto ombelicale non sono ben definite le direzioni principali, nel senso
che ogni direzione ¢é principale.

s

Proposizione 2.3.4. S superficie connessa. Tutti i punti di S sono ombelicali <= S é
contenuta in un piano o in una sfera.

Dimostrazione. L’implicazione < é banale; vediamo 1’altra.

Se p é ombelicale, allora dN, = A,I, con A : p — A, funzione liscia. Dato p € S, prendo una
parametrizzazione x : U — V, con V intorno di p = (u,v) connesso in S; N, = dNy(z,) e
N, = dN,(x,), dunque N, = Az, e N, = Az,, da cui:

ATy + ATy = Nuw = ATy + ATy = Ay = ATy

Ma z, e x, sono indipendenti, dunque A\, = A\, = 0, cioé A é una costante.
Se A =0, allora dN, =0 Vp € S, quindi S ¢ contenuta in un piano, in quanto:

cioé (x, N) = costante.
Se invece A # 0 e z € S, prendo y(u,v) = z(u,v) —
Y, = 0, dunque y é costante e:

N
@; Yu = 7, — 3¢ = 0 e analogamente

N 1
dte) =l ol = |5 = 5

cioé S é contenuta nella sfera di centro y e raggio o O]

Esercizio. S diffeomorfa alla sfera S*. Esiste sempre un punto p € S ombelicale?
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2.4 Superfici di rotazione

Sia v : I — R? con [ aperto, R?* = {(x,2) | z,2 € R}, v(t) = (¢(t),%(t)) tale che v sia un
diffeomorfismo sull’immagine (e dunque v regolare) e (t) > 0 Vt € I.

Definizione 2.4.1. La superficie di rotazione S di generatrice v é l'insieme ottenuto
ruotando v intorno all’asse z.

Proposizione 2.4.1. S € effettivamente una superficie, parametrizzata da opportune restrizioni

di:
z: RxI — R3

(u,v) +— (p(v)cosu, p(v)sinu,p(v)).

Dimostrazione. Prendiamo le restrizioni di x a (_7”,% x I, (0,m) %1, (g, %7?) x I, (m,2m) x I;
per definizione, S = z(R x [). Verifico che z ((%ﬂ,g) X I) é un aperto U di S e che x :
(5£,%) x I — U é un diffeomorfismo (e per gli altri la verifica ¢ analoga).

Ma z ((5£, %) x I) = SN {z >0} é un aperto di S, z 6 C™ e una sua inversa ¢ data da:

(z,y,2) — (arctan y,fy_l(\/m’ 2)) 7

T
che é C*°. OJ

Definizione 2.4.2. Le curve su S della forma ¢ — x(ug,t) si chiamano meridiani, mentre
quelle della forma ¢t — z(¢,vy) paralleli.

Definizione 2.4.3. Una curva si dice linea di curvatura se la sua velocitd genera una
direzione principale in ogni istante.

In generale, per una qualsiasi superficie di rotazione, si calcola:

- . /
psinu p cosu Ty Az, (Y cosu, v’ sinu, —¢)
Ty = pcosu |, x,=|¢'sinu], N= = )
0 " 2w A | (@) + (¥')?
—pCos U —QO/ sin u QDI/ Cosu
Tyu — —@ sin u s Ty = 90/ COS U ) Loy = 90// sinu ’
O 0 77ZJ//

da cui:

A= (902 ! > B= ! (—w// 0 )
0 (¢)2+@)2)" ()2 + (¢')2 0 W' — gy )

Visto che sia A che B sono diagonali (e dunque anche M), ricaviamo che meridiani e paralleli
sono mutuamente ortogonali e linee di curvatura, e che z,, x, generano direzioni principali in
ogni punto. Inoltre otteniamo:

et B (¢ — 'Y 1 A )
det A @2+ @2 @)+ @2 e((@)?+(@)?)
Osservazione. Se v é PLA, allora (¢')? + (¢/)* = 1 e derivando 2¢'¢” + 2¢/'¢" = 0, da cui
YY" = —¢' " che sostituiti nella formula precedente danno:
. _(90/)2@// _ (¢/)290// _ _QO_//
¥ ¥
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Esempio (pseudosfera). Abbiamo visto che la sfera é una superficie con curvatura costante
in ogni punto uguale a 1; viceversa la sella é una superficie con tutti punti iperbolici, ma
la curvatura non é costantemente —1; una superficie di rotazione con K = —1 non esiste
propriamente, ma la seguente ha £k = —1 in ogni punto in cui é definita.

Sia v : (0,7) — R?, con v(t) = (smt cost + log tan ) la trattrice; la superficie di rotazione
ottenuta ruotando v intorno all’asse z si chiama pseudosfera (in realtd v non é regolare in
t = %, quindi non definiamo la pseudosfera sul piano {z = 0}).

Figura 17: La pseudosfera

Sostituendo nella formula precedente:

COS2 COS2

. —Sin((t? (— cos?(t) — —sinz((g + Cos2(t)) :

- . cos?(t) -
sin(t) =z D

Esempio (Curve lossodromiche sulla sfera). Una parametrizzazione della sfera é z(0,p) =
(sin() cos(¢p), sin(6) sin(¢), cos(#)) : (0, 7) xR — R3; si ha che zy = (cos(6) cos(), cos(8) sin(ip),
—sin(f)) e z, = (—sin(#) sin(y), sin(f) cos(y), 0), quindi:

=0 wn)

Vogliamo trovare le curve lossodromiche sulla sfera, cioé le curve su S? che formano un
angolo costante con i meridiani; cerchiamo dunque le o : R — S? tali che I'angolo fra o/(t) e zy
sia costantemente 5. In altre parole imponiamo:

(o (t), xo) ('), 20)

lo’@Olllzoll /()]

Scriviamo a come a(t) = x(0(t), p(t)); allora o (t) = zeb (t) + x,¢'(t), percié:
0'(t)

VO ()2 +sin?(0(t)) ' (1)2

cos(B) =

cos(B) =

Si ricava:
0'(t)*(cos®(B) — 1) +sin*(B(1))¢'(t)* cos?(B) =0 = sin*(0(t))¢'(t)* = tan*(B)0'(t)* =
L O _ ) 0 [0

0/(t) ®0) tan(8) ) sin(6(1))
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da cui (¢ + ¢) cot(f) = £log(tan(6/2)). Queste sono le curve volute.
Teorema 2.4.2. S C R? superficie compatta. Allora Ip € S ellittico, cioé con k(p) > 0.

Dimostrazione. Sia f : S — R data da f(z) = ||z||*>. f ha massimo per compattezza di S in
po # 0. f(z) = (x,x), dunque df,(v) = 2(p,v).

po é di massimo, dunque 0 = df,(v) = 2(po, v) Vv € T}, (S); ma allora py € (Tp,(S))" = N, (S),
e dunque N(pg) = Hg_gﬂ (infatti posso scegliere N cosi localmente anche se la superficie non é

orientata).
Vv : (—e,e) — S PLA tale che v(0) = po, f o~ ha un massimo in 0, dunque (f o~)”(0) < 0.
Ora:
(fon)'(t) = 20 1), 7)) =2 |l ) +2(" (1), 7 (1)),
=1
quindi:
0> 2+2(y"(0),7(0)) =2+ 2(y"(0), N(po)) - l[poll;
da cui knorm (0) - [|pol| < —1.
In particolare ky,omm < 0 V tale 7, quindi le curvature principali sono entrambe negative e

2.5 Isometrie fra superfici

Definizione 2.5.1. S, 8" C R? superfici. S si dice congruente a S’ se 3f : R?* — R? isometria
positiva tale che f(5) = 5"

Osservazione. Tutte le grandezze fin qua introdotte (curvature principali, media, di Gauss) sono
invarianti per congruenza, in quanto le due mappe di Gauss sono coniugate tramite 1’'isometria,
e dunque hanno traccia, autovalori e determinante uguali.

Definizione 2.5.2. f : S — S’ fra superfici si dice isometria se é bigettiva e df, : T,(S) —
Tt (S') é un’isometria rispetto alla I forma.

Osservazione. Ogni congruenza definisce un’isometria per restrizione.
Proposizione 2.5.1. L’7insieme delle isometrie € un gruppo con la composizione.

Dimostrazione. Se f e g sono isometrie componibili, allora f o g é un’isometria, in quanto
d(f o g) = df odg. Inoltre un’isometria fra spazi euclidei (in questo caso gli spazi tangenti)
¢ un isomorfismo, quindi per il teorema di invertibilita locale, se f é un’isometria, allora é
un diffeomorfismo locale bigettivo, per cui f~! é C™ e la tesi segue dal fatto che d( fo D=

(cfp) ™"

Proposizione 2.5.2. f : S — S isometria. Allora [ preserva la distanza (intrinseca), cioé

d(f(p), f(p')) = d(p,p') Vp,p' € S.

Dimostrazione. Se v é una curva C! a tratti in S, allora:
b

U

L(for) = / 1(F oY (s) ds = / s (7 (5))1ds = / I ()llds = L),

in quanto df é un’isometria. Dunque d(f(p), f(p)) < d(p,p’).
L’altra disuguaglianza si ha analogamente con f~1. O]

In realta vale anche il viceversa, ma questo é un fatto che non dimostriamo:
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Proposizione 2.5.3. Ogni bigezione che preserva la distanza (intrinseca) € un’isometria.

Definizione 2.5.3. f: S — 5’ si dice isometria locale se df, é un’isometria lineare Vp € S.
In particolare, f é un diffeomorfismo locale.

Osservazione. Se [ é un’isometria locale, Vp € S 3U > p aperto e V' 5 f(p) aperto di S’ tale
che f(U) =V e fjy ¢ un’isometria su V.

Definizione 2.5.4. S, S’ si dicono localmente isometriche se Vp € S 3U > p aperto, V
aperto di S’ tale che U sia isometrico a V' e viceversa.

Osservazione. L’essere localmente isometrici non implica 'esistenza di isometrie locali global-
mente definite.

Proposizione 2.5.4. S,S’ sono localmente isometriche <= Vp € S, 3U > p aperto di S, V
aperto di S', ¢ : Q — U, ¥ : Q — V' parametrizzazioni locali con gli stessi coefficienti della 1
forma e viceversa.

Dimostrazione. =) Per ipotesi dato p € S U 3 p tale che fjy : U — V sia un’isometria.
A meno di restringere U, posso porre U = () per qualche parametrizzazione locale

w: 02— 5.
Posto ¥ = f o ¢ ho la tesi, in quanto ¢ : 2 — V é un diffeomorfismo e:
5= di(er) = d(f op)(er) = df (52)
% dpler) = dlf 0 9)(ex) = o (%)

da cui i prodotti scalari sono gli stessi in quanto df ¢ un’isometria.

<) Date ¢, come nell’enunciato, dico che f = op~!: U — V é un’isometria.
Infatti, ripetendo gli stessi calcoli del punto precedente si vede che df é un’isometria sulla
base g”, g‘p dello spazio tangente, dunque é un’isometria su tutto lo spazio tangente per
bilinearita.
O

Esempio. Le tre superfici H = {z =0} CR3 C ={22+¢y? =1} CR3 Z = {2? = 22 + 4 |
z>0} C R? sono localmente isometriche.

Dimostrazione. Per H e C', consideriamo:

f: H — C
(x,y) —— (cos(z),sin(x),y)

Vp € H, una base di T,(H) é data da ey, eq; inoltre:

P — sin(x) P 0
e =2 - costr) (emazézg,

sono ortonormali, dunque df preserva i prodotti scalari e percié f é una isometria locale sur-
gettiva.
Invece per H e Z dobbiamo ricorrere al risultato precedente: siano ¢, : (0,00) x (0,7) — H, Z
tali che:

o(u,v) = (ucos(v),usin(v),0), U(u,v) = (% cos(vV/2), \1/% sin(vv/2), %)
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¢ e 1 sono immersioni e (a meno di congruenza) le rispettive immagini sono H e Z; inoltre:

o CQS(U) D —usin(v)
P sin(v) |, 5 = ucos(v)
“ 0 ! 0
0 \/L§ cos(vv/2) 0 —usin(vy/2)
— | Lgi v
5= | sml(vﬁ) : 5 uCOSE)U\/i)
V2
ed ¢ una banale verifica vedere che in entrambi i casi (£ 5) = (§ .%). O

Definizione 2.5.5. Presa una superficie S C R?, una grandezza si dice intrinseca se dipende
solo dal tipo di isometria di S.

Nel caso di grandezze dipendenti dalla scelta di coordinate, una grandezza ¢é intrinseca se
dipende solo da E, F, G e loro derivate.

FEsempi. La distanza intrinseca é una grandezza intrinseca.
Invece le curvature principali, la curvatura media, e, f, g non sono intrinseche, in quanto cilindro
e piano sono localmente isometrici, ma non hanno tali grandezze coincidenti.

Definizione 2.5.6. Fissiamo una carta ¢ : 2 — U C S. A ¢ é associato il frame locale z,, z,

e la normale N = Hi“ﬁivﬂ, in modo che x,,z,, N sia una base di R? positiva in ogni punto di
u v

U. Allora si definiscono simboli di Christoffel i coefficienti Ffj tali che:

Tyy = Thay + T3 2, +eN
Typ = Moy + 1252, + fN
Tyy = Doy + Ty + gN

Proposizione 2.5.5. [ simboli di Christoffel sono intrinseci.

Dimostrazione. Dalla definizione:

F%lF + F%lG - <qu,$v> = % $“>$U> - <$uy,$u> = Fu o %%<$u,$u> - Fu N %Ev

e tale sistema ¢é risolubile perché la matrice (£ ) é invertibile. Dunque I'}; e I'}; sono intrinseci

perché funzioni di E, F',G e loro derivate. Per gli altri simboli di Christoffel il ragionamento é
analogo. n

Teorema 2.5.6 (Egregium di Gauss). La curvatura di Gauss k € intrinseca, cioé se f : S — '
¢ un’isometria, allora ks(p) = ks (f(p)) Vp € S.

Dimostrazione. Poiché (z,,)y = (Tuy)u, sl ricava:
(Fh)vxu—f—(F?l)ny—i—eyN—i—thm—f—Fflxw—l—eNU = (F%Q)uxzfi"(F§2)uxv‘kfuN‘i‘F%quu'f’F?quv+fNu-

Ora sostituisSco Ty, Tuw, Tve qua dentro e prendo il coefficiente di x,, osservando che, se A
é la matrice che rappresenta dN rispetto a x,,x,, allora N, = dN(e;) = anz, + asx, €
Nv = dN(Gg) = A12%y + Q227"

(Fi)v + Fhrﬂ + F%J%Q +eaxp = (F%Q)u + FiQF% + F%2F%2 + fao:.
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Dunque easy — fas; € intrinseca. Ma:

A——(E F)_1<e f)__;(G —F)(e f)_( * * )
- \F G fg)T EG-F\-F E)\f g)  \&ig ik )

dunque:

e(fF +Bg)— f(eF —[B) __Bleg—[)
EG — F? EG — F? ’
da cui la tesi. O

eagy — fas =

Corollario 2.5.7. Sfera, piano e sella non sono localmente isometrici.
Abbiamo anche mostrato:

Proposizione 2.5.8. Se F' =0, cio€¢ x, L x,, allora vale la formula:

2VEG \\VEG), \VEG/.)
Osservazione. La formula calcola k senza menzionare N; osserviamo inoltre che é possibile
mettere metriche su superfici senza esplicitare una parametrizzazione, ad esempio su {(u,v) |

v > 0} la metrica (1/0U2 . /ng rende il semipiano un piano iperbolico, in quanto in ogni punto
vale k = —1 (si tralascia il conto esplicito).

Proposizione 2.5.9. S C R3? superficie. Vp € S 3U(p) C S che € grafico di una funzione.

Dimostrazione. Con una traslazione porto p in 0 e con una matrice di O(3) metto 7, = {z = 0}.
Data una parametrizzazione x : U" — U con z(0,0) = 0, x,,z, stanno nel piano tangente
{z = 0}; se denoto con 7 la proiezione 7(z,y, 2) = (v, y), allora dry,(s) = id e dunque d(7ox) 0,0
¢ invertibile, cioé 7 o x é un diffeomorfismo locale con inversa locale g : U DV — U’. Se f é
I'ultima coordinata della funzione x o g, si ha che z(V') é grafico di f. O

Corollario 2.5.10. A meno di isometria, Vp € S 3U > p aperto grafico di una funzione f con
Vf(0)=0.

Proposizione 2.5.11. f : U — R, U aperto di S, Vf(0) = 0. Allora I = Hf, dove Hf

rappresenta la matrice Hessiana di f.

Dimostrazione. Per quanto visto, z(u,v) = (u,v, f(u,v)) per una certa funzione f; z, =

_ — (_fu7fU71) — ] —
(LO?fu)v Ty = (Oalva)a N_ \/m (07071) n (U,U) (an)
Inoltre Loyu = (07 O, fuu)a LTyp = (O, 07 fuv)a Loy = (07 0; fvv)7 dunque:

_((Nyzw) (Nozww)\ _ (fuu fuo) _
1= ((N, ) (N, xw>) = (fw fm,> =

O

Corollario 2.5.12. SCR3, pe S, k = k(p) curvatura Gaussiana. Allora k >0 <= 33U 3 p
intorno aperto di p che sta in un unico semispazio rispetto a T,(S5).

Dimostrazione. Localmente S é graficodi f: U — R taleche Vf, =0ell = (_é“ _%2 ) a meno
della scelta della parametrizzazione, dove k1, ks sono le curvature principali.

Dunque k = k1ky > 0 <= ky, ko sono concordi <= f ha un massimo/minimo in p <= f
in un intorno di p sta interamente in uno solo dei due semispazi individuati da 7},(5). [
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Esempio (Catenoide). Definiamo catenoide la superficie di rotazione generata dalla catenaria;
ha parametrizzazione:

r: S'xR — R3
(u,v) +— a(cosh(v)cos(u),cosh(v)sin(u),v)

con a # 0.

\

Visto che:
x, = a(— cos(v) sin(u), cosh(v) cos(v),0) e x, = a(sinh(v) cos(u), sinh(v) sin(u), 1),

allora la prima forma fondamentale della catenoide é:

= (? Z) — & cosh(v) (é ?) .

Inoltre la catenoide é omeomorfa a S! x R, e dunque ha gruppo fondamentale isomorfo a Z.

Esempio. Catenoide ed elicoide sono localmente isometrici. Infatti se riparametrizziamo ’eli-
coide con:
x(u,v) = a(sinh(v) cos(u), sinh(v) sin(u), u),

allora:
x, = a(—sinh(v) sin(u), sinh(v) cos(u),1) e x, = a(cosh(v) cos(u), cosh(v) sin(u), 0),

dunque la I forma fondamentale diventa:

E F 10
[= (F G) = a® cosh?(v) (O 1>,

cioé la tesi. Si potrebbe anche vedere che la mappa che manda I’elicoide nella catenoide tramite
le parametrizzazioni é un rivestimento (quello universale).

2.6 Derivata covariante, trasporto parallelo e geodetiche. Il teorema
di Gauss-Bonnet

Data una curva vy : I — S, I = [0, a], S superficie, denoto con:
Ty)={W:I— R3 | W(t) € T'y(t)(S) vVt eI}

I'insieme dei campi lungo ~.
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Esempio. Se v é costante, T(y) = {W : I — T)(S)}.

Preso ¢ € I, indico con 7 : R* — T, (S) la proiezione ortogonale.

Definizione 2.6.1. Definisco derivata covariante di W (t) € T(~):

Definizione 2.6.2. W € T(v) si dice parallelo se 2% = 0, ovvero se W/ (t) L T))(S) Vt € 1.

Supponiamo che y(I) C U aperto coordinato con coordinate (u,v), cioé y(t) = p(u(t), v(t)),
¥ = (uv U)il'
Se W(t) = a(t)z,(v(t)) + B(t)x,(v(t)), allora dal fatto che W é C* si deduce che anche «, 8

lo sono e:

W'=d'w, + 8w, +a (Wtyy + 02w+ 8 (W Ty +0'1,,) =
=z, (& + au'T}; + av'T, + BuTi, + fu'Tyy) + z, (B + au'TT + av'T, + fuTi, + fu'T5,) +

_DW
T dt

+ componenti normali

Corollario 2.6.1. La derivata covariante € intrinseca, cioé se f : S — S’ € un’isometria,

Nl =8, yo=Ffoyn:I—=25, W eZ(n), Wat) = dfy, ) (Wi(t)), allora:

DWa(t) DWi (1)
dt _df“(t)( dt )

Corollario 2.6.2. Dato vy € T)(S), 3V € Z(v) parallelo tale che V(0) = vy.

Dimostrazione. Visto che % =0, a e (§ risolvono il sistema lineare del primo ordine:

! 1 m1 ml ml

’r_ 72 2 m2 m2
B = —au'T; — o'y, — fu'ly, — Bu'ls,

che ha un’unica soluzione prolungabile a tutto I se fissiamo le condizioni iniziali a(0), 5(0)

(date da V(0) = vy).

Se v non ¢ contenuta in un’unica carta il risultato non cambia, in quanto la soluzione é sempre

definita su tutto / (altrimenti se si bloccasse a t(, spostandosi su una carta che contiene ¢, si

riuscirebbe a prolungarla fino a ¢y +¢), e continua ad essere unica (poiché se in corrispondenza

di po si avesse una biforcazione, spostandosi su una carta che contiene py si avrebbe un assurdo).
m

Definizione 2.6.3. L’unico campo ottenuto nel corollario precedente si chiama trasporto
parallelo di vy.

Proposizione 2.6.3. Vt, € I, indicato con V,, il trasporto parallelo di vy, la mappa:

— Ty) (5)
(2 — Vi (to)

€ un’isometria lineare.
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Dimostrazione. Sicuramente % ¢ lineare, in quanto é composizione di due mappe lineari; in
particolare i campi paralleli sono un sottospazio vettoriale di ¥(v), isomorfo a T’ (S), quindi
il trasporto parallelo é lineare (per unicita del trasporto parallelo).

Per vedere che é un’isometria, basta vedere che, se V, W sono paralleli, allora < (V (¢), W (t)) = 0.

dt
Ma:
d DV DW

VO, W(@0) = (V'(1), W () +(V (1), W(1)) = (= +AN(7(1)), W)+(V, == +uN(7(t))) = 0
vyl =
da cui la tesi. O

Osservazione. Nella dimostrazione precedente ho mostrato anche che:

d DV DW
SVEWH) = (50 W) + V.=,

quindi in particolare V' parallelo = ||V|| = costante.

Osservazione. Siano (u,v) le coordinate di una parametrizzazione ortogonale (cioé F' = 0).
Siano e; = e, ey = e v(t) = p(u(t),v(t)); denotando con e; anche il campo e;(t) =

ei(7(t)) € T(v), vogliamo calcolare la quantité (2, e,).

1 _1 . . . ,
e = =2, = B2z, dunque a = E~2 e f = 0; visto che la parametrizzazione é ortogonale,

e

usando la formula esplicita per la derivata covariante si ricava:

D .D 1 1 1
<§,€2> = G7%<§,IEU> = GE(FflE’Eu' + F%QEffv’).
Ma I} = —£ e T3, = $2, dunque:
D€1 1 E 1 G 1 1
ey s 2y - Ty ) = Gu/_Ev/-
(Drtica) = G (~gg B 4 G ) = (Gl — B

Definizione 2.6.4. v : [ — S si dice geodetica se DY —ovtel 0, equivalentemente, se

dt
V'(£) L Ty (S) ¥t € I, ciod "(t) = AN ().

Osservazioni. 1. 7y geodetica = +' parallelo = ||7/|| costante, cioé la velocita delle geodetiche
ha modulo costante.

2. Dati p € S e vy € T(S5), esiste una geodetica v : (—a,b) — S, a,b > 0 tale che v(0) = p,
7' (0) = vy ed é unica nel senso che ne esiste una sola massimale (cioé definita in un
intervallo massimale, che pué non essere (—a,b)).

Infatti, in coordinate locali v(t) = p(u(t),v(t)) é geodetica <— ' = vz, + vz, é
parallelo <= posto a =, § =1/, si ha:

o = Tl () — 2hpu's! — Thy(v')?
v = _Fﬁl(u/)Q - QF%QUI'U, - ng(”’)Q

3. Se f: S — 5" éun’isometria (locale) e v é una geodetica, lo é anche f o~y.

Infatti: D(f o) (8) DY)
Uy, (250) -

in quanto df é un’isometria lineare.
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Esempi. 1. Se S = R* x {0} C R? ¢ il piano, e v : [ — S ¢ una curva, allora le derivate
successive 7" (¢) stanno nel tangente T,(;)(S), che é S stessa. In particolare 7"(t) €
Ty (S), per cui D” ="
Perci6 v é una geode‘mca < " =0 <= 4/(t) = v costante, cioé y(t) = p + tv (sono
le rette a velocitd costante.

2. Se S = S! x R cilindro, sappiamo che f : R? — S tale che f(u,v) = (cos(u),sin(u),v) é
un’isometria locale. Dunque f(p + tv) é una geodetica Vp,v
Se p = (p1,p2) e v = (vy,v9), allora f(p+tv) = f(p1+tvr, pa+tvg) = (cos(pi+tvy),sin(p;+
tvy), p2 + tvy) é un’elica circolare (anche degenere in una retta o in una circonferenza).
Queste sono tutte e sole le geodetiche di S, in quanto per ogni punto e per ogni direzione
passa una tale geodetica (e ce ne deve essere esattamente una).

3. Sulla sfera S?, le geodetiche sono parametrizzazioni a velocitd costante di cerchi massimi,
cioé intersezioni di S? con piani passanti per 'origine.
Infatti, se v é una tale curva PLA, si ha ||7”(t)\| ky(t) = 1; ma dN = Id quindi
k.(v) = 1, per cui la componente normale di 7”(¢) ha norma 1, dunque ~” ha solo
componente normale, cioé % =0.
Le altre curve su S? non sono geodetiche perché per ogni punto e per ogni direzione passa
un cerchio massimo (oppure perché le altre curve hanno componente normale di norma
<1).

Proposizione 2.6.4. S C R3? superficie chiusa. Allora le geodetiche si estendono su tutto R,
cio€ ['intervallo massimale di esistenza I della geodetica é R.

Dimostrazione. Se per assurdo sup [ =T < +o0, siatg < T et € (to,T). Sappiamo che:

) =)+ [ (s

to

Vt € (ty,T'), dunque passando al limite v(7) = v(t9) + ft s)ds, in quanto [|7/(s)|| é costante
e 7(T) € S per chiusura; ma allora posso estendere v in un mtorno di T', assurdo. O

Esempio (Geodetiche su superfici di rotazione). Sia S una superficie di rotazione parametrizzata
da:

z(u,v) = (f(v) cos(u), f(v)sin(u), g(v)),
con f(v) >0 e (f,g) curva regolare. La prima forma fondamentale é:

= (”3)2 (f'(v))? 3‘ (g’(v))2> ’

quindi:
(
F%l = % =
1—‘2 — FufE'U ——— ffl
1 2G (F)°+(9")?
It = B — £
12728 7
F%Q = % =
Iy = FUQ_EGu =0
F2 _ ﬂ _ ff//+g/g//
(7227 2G T ()97
Sia y(s) = z(u(s),v(s)) una curva su S; essa é una geodetica <= :
/v /J} +u" =0 (f2u/>/:0
—() gt + ) G+ =0 () + (¢)?) (W) + F2(u')? = costante
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<

(in quanto presa la I'ultima relazione, nella quale é stato sostituito f2 a u', e derivata, si ottiene
la seconda relazione del primo sistema) cioé una tale curva 7 é una geodetica <= é PLA (a
meno di riscalare) e la quantitd f?u’ rimane costante.

Da questo si ricava subito che i meridiani percorsi a velocita costante sono geodetiche, in quanto
u costante = u' = 0 (si poteva anche ragionare per simmetria, in quanto datip € S e vy € T,(5),
deve esistere un’unica geodetica per p con tale velocita e quindi essa deve essere invariante per
riflessione rispetto al piano per ’asse di simmetria e vy, altrimenti ne esisterebbero due distinte
con lo stesso tangente in p, da cui la geodetica deve stare su tale piano); invece non tutti i
paralleli a velocitd costante sono geodetiche, ma solo quelli per cui f/ = 0, in quanto v =0, e
dunque v’ = cost # 0 (altrimenti se u e v fossero costanti la curva starebbe ferma).

Infine, se una curva v = w(u(s),v(s)) PLA forma un angolo ¢, 0 < 6 < 7 con il parallelo
corrispondente, si ha:

(2w, V) [, 2utt” + 2,0")]|
cos(f) = = = [u[[lzull = fl]
2 I{l~] [l

quindi 7 é una geodetica <= (f?u’) =0 <= fcos(d) = cost <= Rcos(f) = cost, dove
R ¢ la distanza dall’asse z (quest’ultima relazione é nota come relazione di Clairaut).
Per le geodetiche non meridiani né paralleli, vale infine il risultato:

Proposizione 2.6.5. Sia S una superficie di rotazione. Se v € una geodetica PLA su S ma
non é né un meridiano né un parallelo, allora si pud scrivere v in funzione di u, cioé v = v(u).

Dimostrazione. La curva é PLA, quindi:

07+ @) (%) () <1

Visto che v non ¢ un meridiano, allora fTZ # 0; inoltre sappiamo che f?u’ = ¢ é costante. Se ne
ricava:

I @) (L) +r - reen) (L) +r -
( ()

dw\* e dv f | fr-c
(@) TEPRET @R i e\ (PET @)

- 2+ (9)
= 1 —f2 _ 02 COS
- = [ Ve @e T

Osservazione. Se v € una geodetica come sopra, e % = 0, allora v é un massimo o un minimo

locale. Infatti in tal caso # = 0 e dunque cos(6) = 1, quindi dalla relazione di Clairaut segue che
R é minimo fra i punti del supporto della curva. Ma per unicitd delle geodetiche, il parallelo
tangente a vy nel punto non pud essere una geodetica, quindi f’ # 0. Ma questo significa che
dall’altra parte del parallelo, R continua a scendere, quindi la geodetica v deve rimanere dalla
stessa parte rispetto al parallelo per minimalitd di R ristretta ai punti della curva.

]

Esempio (Geodetiche sull’iperboloide). Consideriamo liperboloide S = {z? + y* — 2% = 1}.
Osserviamo subito che 'unico parallelo geodetico é quello in corrispondenza di z = 0, in quanto
I'unico punto critico di f é quello.

Sia p € S nel semispazio z > 0 e consideriamo la geodetica uscente da p con angolo 6 verso il
basso rispetto al parallelo in p. Allora:

49



e se Rcos(f) = 1, tale geodetica spiraleggia e si avvicina a C'= SN {z =0}, cioé v — 0 e
U — 00;

e se Rcos(f) < 1, tale geodetica taglia trasversalmente C' e si allontana da esso, cioé
v — —00;

e se Rcos(f) > 1, tale geodetica incontra tangente un parallelo sopra C' e torna in su
allontanandosi da esso, cioé v — +0o0.

Vediamo separatamente i casi:

e Sappiamo che la geodetica é definita su tutto R; dalla relazione Rcos(f) = 1 e dalla

ovvia disuguaglianza R > 1 si ottiene che 6(s) non si annulla mai e che la geodetica non
passa per C': se una delle due situazioni si verificasse, si avrebbe che la geodetica sarebbe
tangente a (', assurdo per unicita della geodetica.
Dunque R e 0 decrescono e limg_, o, 0(s) = 0y > 0; se Oy > 0, si avrebbe che la geodetica
scenderebbe costantemente di una certa quantitda ad ogni intervallo di tempo, quindi
andrebbe verso v — —oo e passerebbe per C, assurdo. Si conclude che § — 0 e quindi
R — 1, cioé la geodetica é costretta a spiraleggiare intorno a C.

e Se Rcos(f) < 1, allora dalla disuguaglianza R > 1 si ha che 6 é sempre strettamente
positivo; quindi la geodetica taglia C' e da quel punto é costretta ad andare verso v — —oo,
in quanto R (e quindi #) aumenta.

e Se Rcos(f) = ¢ > 1, la geodetica arriva tangente al parallelo di raggio R = e da

C
cos(0)
quel punto é costretta a risalire perché cos(f) < 1; aumentando R, anche § aumenta e la

geodetica va verso v — 400.
Enunciamo un teorema che ci serve per mostrare il prossimo esempio:

Teorema 2.6.6. S superficie. Se una geodetica spiraleggia intorno a una curva, quest’ultima
¢ una geodetica.

Esempio (Geodetiche sul paraboloide). S = {z = z? + y*} paraboloide; f(v) = v e g(v) = v*.
E evidente che non ci sono paralleli geodetici e che le geodetiche passanti per 1'origine sono
esattamente i meridiani (per unicité delle geodetiche). Voglio vedere che tutte le altre geodetiche
si autointersecano infinite volte.

A meno di spostarmi in un intorno, posso supporre che la geodetica ~ formi un angolo 6 > 0
verso il basso con il parallelo corrispondente (i punti con # = 0 sono un discreto); dunque
Rcos(f) = ¢ > 0. Ma allora R(s) > ¢ e perci6 la geodetica non si pud avvicinare troppo
all’origine; 6(s) é decrescente, quindi é costretto (visto che la geodetica non pué scendere
arbitrariamente) a valere 0 in un punto sy finito (non pué spiraleggiare intorno a un parallelo
perché non é una geodetica).

Osserviamo a questo punto che per unicita della geodetica il piano contenente 'asse z e s
é piano di simmetria della geodetica, quindi se mostriamo che u(s) — +o00, avremmo che la
geodetica si autointersecherebbe infinite volte (per simmetria della geodetica prima e dopo
S0); u(s) cresce (altrimenti la curva tornerebbe indietro e passerebbe tangente a un meridiano,
assurdo), quindi avra un certo limite vy € R U +00. Visto che d” 2 # 0 fuori da sy (in quanto la
geodetica dopo sy va verso v — +oo perché R aumenta):

d f/2+ 12 f/ 1+42
b TR o [

cioé la tesi.
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Esempio (Geodetiche sul toro). Sia T il toro parametrizzato da x(u,v) = ((r cos(v) +a) cos(u),
(rcos(v) + a) sin(u), rsin(v)). Allora gli unici paralleli geodetici sono {v = 0} e {v = 7}, cioé
il parallelo massimo e quello minimo. Inoltre, se una geodetica passa tangente a un parallelo
{v = vy}, per la relazione di Clairaut si ha che R é minimo in quel punto (e vale Ry), dunque
la geodetica deve stare nella parte di toro {R > Ry}, cioé {|v] < vp}.

Queste geodetiche tagliano il parallelo {v = 0} con un angolo tale che cos(6) = ffr > o, cioé
6 < arccos (Z—:L:) =: 0"

Se invece una geodetica taglia il parallelo geodetico {v = 0} con un angolo § > 0*, dalla re-
lazione di Clairaut segue che 6 non si annulla mai e che dunque la geodetica arriva a tagliare
trasversalmente il parallelo {v = 7}.

Se infine una geodetica taglia il parallelo {v = 0} con un angolo 6 = 6*, essa é costretta a spi-
raleggiare intorno all’altro parallelo geodetico {v = 7}, in quanto non pué toccarlo (altrimenti
dalla relazione di Clairaut lo toccherebbe in modo tangente).

Dimostriamo come ultimo esempio una proposizione in cui si applica direttamente la teoria
fatta sulle geodetiche:

Proposizione 2.6.7. Le isometrie di S* sono tutte e sole quelle indotte da isometrie di R3,
cioé Tsom(S?) = O(3).

Dimostrazione. Se f € O(3), allora f : S* — S§? (in quanto mantiene la norma) é un diffeo-
morfismo. Se f(v) = w, f manda il tangente a v, cioé v1, nel tangente a w, cioé wt, perché
conserva il prodotto scalare; inoltre df, : v+ — w' é un’isometria perché df, = Jipr in quanto
f € lineare.

Viceversa, un’isometria f di S* manda geodetiche in geodetiche, quindi manda cerchi massimi
in cerchi massimi; a meno di isometrie di R?, posso supporre che f(N) = N e che dfy = id.
Vediamo che f = id.

Dato v € Ty (S?), esiste un’unica geodetica che parte da N con tale velocitd iniziale; tramite f,
questa geodetica deve andare in se stessa per unicitd della geodetica passante per f(N) = N
con velocitd f(v) = v. Ripetendo questo ragionamento per tutti i vettori nel tangente T (S?),
segue la tesi perché i cerchi massimi ricoprono la sfera. O

In modo analogo si mostra:

Proposizione 2.6.8. Se T ¢ il toro, allora Isom(T) = {( 161 iol ) ‘ Ae 0(2)}

D’ora in poi assumeremo S orientata da N.
Data vy : I — S PLA ev € T(v), ||[v(t)|| = 1, osserviamo che una base ortonormale positiva di

Ty(8) € {u(t),0(t) = N(v(t)) Av(t)}-

Definizione 2.6.5. Il valore algebrico della derivata covariante di v é il numero [D”—(t)} =

dt
(220 5(t)) € R.

Osservazione. Visto che |[v(t)]| = 1, si ha:
d Dv
S0, 0(0) =227 0),

uindi 22 é tutta diretta verso . cioé:
dt )

V.

Dv_ Dv
dt | dt

51



Definizione 2.6.6. Visto che v é PLA, 4/ é unitario e dunque ha senso parlare del valore
algebrico di %—Z; esso si chiama ky(7), cioé curvatura geodetica di .

Osservazione. v é geodetica <= k,; = 0; inoltre:

2

D~/
= kn(7)? + kg(7)*.

dt

2 2 2
= W2 = 1 N + H

Lemma 2.6.9. X € T(5), p € S con X(p) # 0. Allora esiste un integrale primo locale
fe: U — R, dove p € U aperto.

Dimostrazione. Sia x : 2 — U una parametrizzazione locale qualsiasi; in coordinate:
X(u,v) = a(u,v)z, + b(u,v)x,.

Dato ¢ € U, dico che v, : (—¢,¢) = U ¢ una linea integrale di X se:

{%(t) = X (7,(t))

'Vq(o) =dq

Se v4(t) = z(u(t), v(t)), per lineare indipendenza di x,,, z, la condizione precedente diventa:

dunque, essendo il precedente un sistema lineare del primo ordine, a meno di restringere U
esiste € > 0 tale che Vg € U 3y, : (—¢,e) — U linea integrale per X e la mappa:

(—g,e)xU — S
é C.
Sia ora «a : (—e,¢) — U una curva con «(0) = p tale che {X(p),a/(0)} é base di T,(S). Sia
inoltre:

Vi (—e,e) X (—g,8) —> S
(s,t) > Ya) ()
Y é C™ e:
5(0,0) = [ (ra0)(5))] ;2 = 2(0) = X(p)
{ 0,0) = [ (Ve (0))] . = [df%} _, =0
formano una base di 7,,(S), per cui per il teorema di invertibilita locale, a meno di restringere

€, ¥ é una parametrizzazione locale.
Se (s,t) =4~ pongo f, = t; osservo che:

fz(q) = f:(¢) <= q,q appartengono alla stessa linea integrale locale
Ker ((df;),) = Span(X(p))

cioé f, é un integrale primo, come voluto. n

Teorema 2.6.10. p € S. FEsiste una parametrizzazione x : 2 — U 3 p ortogonale, cioé tale
che x, Lx, in ogni punto di 2, ovvero F' = 0.
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Dimostrazione. Dato p € S, costruisco un frame locale ortogonale su U prendendo un frame

indotto da una parametrizzazione locale e lo ortogonalizzo con Gram-Schmidt; dico che tale

frame é indotto (a meno di costanti moltiplicative) da una parametrizzazione ¢, che mi darebbe

la tesi.

Chiamo il frame costruito (X,Y) € T(U)?% per il lemma ho due integrali primi f,, f, as-

sociati (a meno di restringere U). Pongo 6 : U — R? 6(q) = (f.(q), f,(q)). Ker(db,) =

Ker ((dfy),) N Ker ((df,),) = Span(X(p)) N Span(Y (p)) = {0}, quindi a meno di restringere U,

0:U — Q C R? é un diffeomorfismo.

Per costruzione, f(linea di flusso di X) = linea verticale di R?, f(linea di flusso di Y) = linea orizzontale d
quindi affermo che ¢ = 67! ¢ la parametrizzazione cercata; effettivamente:

g_i = 82;1 = )\(U, ’U) Y(SO<U7U))

——
) eR
dp _ 90=1 _
50 = on = {u,v) X(p(u,v))
€R
O
Osservazione. Non si pud chiedere sia x, Lz, sia ||z,|| = ||z,]| = 1, infatti in questo caso U

sarebbe localmente isometrico a R? e in particolare &k = 0 (cosa che in generale é decisamente
falsa).

v : I — S curva, v,w € T(7), con ||v|| = ||w| = 1. Sia S orientata da N : S — S?; visto che
{v(t),v(t)} é una base ortonormale positiva di T (S), si ha Vt:

w(t) = (w(t),v(t))o(t) + (w(t), v(t))v(?).

La mappa f : t — ((w(t),v(t)), (w(t),v(t))) € S' C R? crea un diagramma:

R
A
f// le:(cos(x),sin(:p))

I/T>Sl

con I, R semplicemente connessi, quindi per la teoria dei rivestimenti esiste un sollevamento ¢
(unico a meno di traslazioni di 27) tale che (w(t),v(t)) = cos(¢(t)) e (w(t),v(t)) = sin(p(t)).
Tale ¢ si chiama determinazione dell’angolo da v a w.

Lemma 2.6.11. Nella situazione precedente, vale la relazione:

Dw| | Dv 4o

at |~ ] T
Dimostrazione. Per costruzione, w = cos(p)v + sin(¢)v, mentre w = N A w = cos(¢)N A v +
sin(p)N AT = cos(p)v — sin(p)v; quindi v’ = —¢'sin(p)v 4 cos(p)v’ + ¢’ cos(p)v + sin(p)v’,
ed usando che (v,7") = 0 (in quanto ||v]| = 1) e che (V/,7) + (v,7") = 0 (in quanto (v,v) = 0),
si ottiene:
{Dw

Dw Dv ,
dt

} = (W', W) = cos”(p) (T, v')+¢’ cos®(¢)+¢' sin’ (i) —sin’(p) (v, 7) = ¢+, T) = {% +y.
O

Definizione 2.6.7. v : [ — S curva si dice curva semplice, chiusa, regolare a tratti,
senza cuspidi se valgono le condizioni:
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LT =[to, te), to <ty < ... <tp_y <ty tali che vy, 4, ,) ¢ una curva regolare PLA;

2. y(to) = Y(tr) € Vto,1,) € iniettivay;

3. limy_,- Y (t) # — lim,_,,+ ' (t).
In questa situazione, definiamo 'angolo esterno ; come I'angolo € (-, m) da lim, ,,- 7'(t) a
lim,_,+ V(1)
Definizione 2.6.8. R C S si dice regione se é compatta con parte interna non vuota e OR é

I'immagine di una curva semplice chiusa regolare a tratti senza cuspidi.
Una regione R si dice semplice se R = D? e R C U dominio di una carta ortogonale.

Osservazione. Se S é orientata, anche R lo é ed ogni componente di OR eredita un’orientazione
(al di fuori dei punti angolosi) per cui v € T,(0R) é positivo se {w,v} é una base positiva
Vw € T,(S)\Cp(R) (cioé Vw che “punta fuori” R).

E facile vedere che é una buona definizione.

Teorema 2.6.12 (delle tangenti rotanti). R regione semplice, S orientata, z : Q@ — U 2O R
parametrizzazione ortogonale intorno a R, v : [to, tx] — U parametrizzazione di OR, 6; angoli
esterni nei punti t;, @; determinazione dell’angolo da x, a ;, con v; = Y, t..1)- Allora:

i (iltin) = @ilti)) + 20 — o,

Idea della dimostrazione. Ci possiamo ricondurre a una curva liscia “allisciando” i punti ango-
losi; in questo modo non contiamo piu 'angolo #; ma aggiungiamo una quantita equivalente
nell’altra sommatoria (in quanto nel punto “allisciato” la velocitd ruota di un angolo ;).
Presa dunque + liscia, visto che R = D?, posso deformare v con un’omotopia di curve semplici
chiuse lisce a una circonferenza “piccola a piacere”. Detta ; : [0,[;] — U la curva interpolante
allistante ¢ € [0, 1], si ha:

Ut
/ ¢'(s)ds = 2k,
0

dove k; € Z ¢é il numero di “giri” in senso orario che fa la curva ;. Ma per un ragionamento di
continuita, essendo Z un discreto si deve avere k; = k € Z.
A questo punto basta osservare che per una circonferenza interamente contenuta in U vale

k=1. [l

Teorema 2.6.13 (Gauss-Bonnet locale). Sia R C S una regione semplice, S orientata. Allora:

k—1
k:dA+/ k.(s)ds + 0; = 2m,
/R RECIEDS

dove OR € parametrizzato da 7 : [to,t] = U PLA e [, kdA = f:(:—l(R) (koz)VEG — F2dudv,

con x parametrizzazione intorno a R (la definizione € ben posta in quanto la quantitd / EG — F?
si modifica esattamente come il determinante del Jacobiano del cambiamento di carte).

Dimostrazione. Fisso una parametrizzazione ortogonale z : 2 — U O R intorno a R e chiamo
T Se = x(u(t),v(t)) parametrizza R, chiamo e; anche il campo ey oy; € T(v;) Vi,
CON Y; = Y|ts t4]- Sid ; una determinazione dell’angolo da e; a ~;. Allora:

D~ De,
yals) = {d_l = [%

€1 =

1
+ ¢l = G — Ba) + ¢,
] awiorel )¢
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dunque sommando su tutti gli ¢ e integrando:

k=1 oty 1
k,(s)ds = / ( G — Euu) + ;) ds =
|t S G )+

per il teorema della divergenza in due dimensioni (in quanto (v/,v') € S'); usando a questo
punto un calcolo fatto in precedenza si arriva all’'uguaglianza:

k—1
R z~1(R) i=0

(. J

= [ kA
Applicando il teorema delle tangenti rotanti si giunge alla tesi. O

Osservazione (Interpretazione geometrica della curvatura). Sia p € S e sia R una regione
semplice piccola intorno a p con OR parametrizzato da «y : [0, 1] — OR liscia. Preso vy € T,,(.5),

Zu(p

||vo|| = 1, sia x una parametrizzazione locale intorno a p, con vy = I (p;”. Se v(t) é il trasporto
u

parallelo di vy lungo ~, allora si ha:

- [5)-[FR

con ¢ determinazione dell’angolo fra -2« e v(t), da cui integrando:
[EA

+ ¢,

0=~ [ ko) =el0) = ¢1)-p0)= [k
R R
La stessa uguaglianza pué essere scritta in modo locale:

= lim S~
kp)= I Ry

dove A(R) indica l'area della regione R.

Definizione 2.6.9. Un triangolo é una regione omeomorfa a D? con esattamente 3 vertici,
cioé 3 punti angolosi al bordo.

Se R ¢é una regione, una triangolazione di R ¢ una suddivisione R = UL T; di R in triangoli,
tale che:

L. T,°NT° =0 Vi # j;
2. T; NT; é o un vertice di entrambi o un lato di entrambi.

Se F' é il numero dei triangoli (detti facce), FE quello dei lati, V' quello dei vertici, allora la
caratteristica di Eulero di una triangolazione T é:

x(T)=F—-E+V.

Definizione 2.6.10. Vedremo (all'interno della dimostrazione di Gauss-Bonnet), che il numero
X(T') non dipende dalla triangolazione 7" di R scelta, quindi possiamo (ben) definire x(R) :=

x(T).
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Teorema 2.6.14. Ogni regione ammette una triangolazione con triangoli semplici (cioé con-
tenuti in carte ortogonali)

Idea della dimostrazione. Per compattezza della regione, posso trovare un numero di Lebesgue
e ricoprire la regione con carte ortogonali abbastanza piccole. O]

Teorema 2.6.15 (Gauss-Bonnet). R C S regione, S orientata. Allora:

/Rk; + /(m ko (s) + zj:e .

dove i 0; sono gli angoli esterni alla regione nei punti angolosi.

Dimostrazione. Vogliamo vedere che la tesi vale sostituendo x(7T") a x(R), per ogni triangola-
zione T di R; in questo modo avremmo dimostrato anche I'indipendenza della caratteristica di
Eulero dalla triangolazione.

Osserviamo che ci possiamo ridurre a una triangolazione semplice, suddividendo baricentri-
camente la triangolazione data (cioé dividendo ogni triangolo in 6 pid piccoli tracciando le
mediane) e ripetendo la divisione (ad un certo punto i triangoli saranno abbastanza piccoli da
essere contenuti in carte ortogonali); in questo modo ¢ facile verificare che la caratteristica di
Eulero della triangolazione non cambia. Sia dunque 7" una triangolazione semplice e per ogni
triangolo T;, chiamo 67, 63, 65 i suoi angoli esterni e ¢ = 7 — 6% i corrispondenti angoli interni.

Vi vale: \
k+/ k,+ Y 0 =2,
for [ o 20

Jj=1

quindi sommando su tutti gli ¢ e sostituendo i (9; con i 902:

/k:+/ kg +37F =Y ¢l =2rF,
R OR i

dove ho usato che ogni lato di 7' non su R appartiene esattamente a due 7T}, che inducono su
di esso orientazioni opposte (perché k., cambia segno).

Chiamo V;, E;, V., E, il numero di vertici e lati interni ed esterni (cioé di bordo) e V., Vi
i vertici di bordo che sono rispettivamente vertici di OR e vertici di 7" non di 0R. Per un
double-counting sui lati, vale 3F = 2F; + E, e:

k k
Sl =2mVitnVy+aVe— Y Oi=2aVi+aV.—> 6,

ij i=1 i=1
dunque:
k
3k — Z(p} =27k, + 7k, — 27V, — 7wV, +Z€i.

i, i=1

Ma E. = V., quindi:
k k
3TF — ) ¢l =27E; +2rE, — 2rV; — 21V, + > 0, =2rE — 27V + ) 6.
irj i=1 i=1
Si conclude:

k
/kz—i—/ /{g—i-zei:Q?T(F—E—l—V):Q?TX(T).
R OR

i=1
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Corollario 2.6.16. Se S ¢é compatta, orientabile e senza bordo, allora:

/S k= 2my(S).

Osservazione. x(S) é invariante per diffeomorfismo, perché un diffeomorfismo porta triangola-
zioni in triangolazioni; dunque la quantitd |, ¢ k ¢ invariante per diffeomorfismo.

Esempio. Dalla figura notiamo che la caratteristica di Eulero del toro é FF — E+V = 32 —48 +
16 = 0.

Figura 18: Triangolazione del toro

Esempio. Vedendo la sfera circoscritta ad un icosaedro, osserviamo che essi hanno la stessa
caratteristica di Eulero, perché la sfera ammette una triangolazione data da uno “smussamento”
dei triangoli dell’icosaedro; ne ricaviamo che x(S?) = 12 — 30 + 20 = 2.

La caratteristica di Eulero per le superfici orientabili é completamente determinata dai seguenti

due teoremi, che non dimostriamo:

Teorema 2.6.17 (di classificazione delle superfici orientabili). S superficie compatta orienta-
bile. Allora S € diffeomorfa a un g-toro, dove lo 0-toro é la sfera. Il “numero di buchi” g é
detto genere della superficie.

Teorema 2.6.18. La caratteristica di Eulero del g-toro é x(1,) =2 — 2g.

Corollario 2.6.19. S superficie compatta orientabile. Allora, se k > 0 in ogni p € S, S é
diffeomorfa a S?.
Equivalentemente, se S ¥ S?, allora Ip € S tale che k(p) < 0.

Dimostrazione. S é compatta, dunque esiste un punto p € S ellittico, cioé k(p) > 0. Ma allora
21x(S) = [k > 0, in quanto p ha un intorno in cui k > 0 per permanenza del segno.
Per il teorema di classificazione delle superfici orientabili, ne deduciamo che S = S2. n

Corollario 2.6.20. T' triangolo su S con lati geodetici e angoli interni oy, s, . Allora, se
k>0, a; +as + ag > m, mentre se k <0, ag + as + agz < .

Dimostrazione. Per il teorema di Gauss-Bonnet:

/k+/ ky +(m—ay)+ (m— o) + (1 —ag) =2nx(T) = 2m,
T aT\:?)-’

dunque:

7T—(O./1+Oz2+(13):—/]€.
T
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Osservazione. Se K = kg costante (come sulla sfera o sulla pseudosfera), allora:
T — (g + s+ a3) = —ko - A(T).
Quindi ad esempio sulla sfera (unitaria) vale la relazione:
A(T) = (g + az + a3) —,

mentre sulla pseudosfera:
A(T) =T — (Oél + Qo + 063).
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3 Teoria delle varieta

3.1 Varieta senza bordo e varieta a bordo

Proposizione 3.1.1. f: M — N wvarietd differenziabili di dimensione n, M compatta. Allora
i valori regolari formano un aperto R in N, e fiy-1(r) : fYR) — R € un rivestimento.

In particolare su ogni componente connessa R; di R la cardinalitd di f~'(x) per x € R non
dipende da x.

Dimostrazione. y € N valore regolare. Va; € f~'(y), 3U; = U(x;) tale che f(U;) = V; é un
aperto di NV e fiy, : U; — V; é un diffeomorfismo (in quanto la dimensione delle due varietd ¢ la
stessa).

Gli z; sono un discreto (poiché ognuno ha un intorno che lo separa dagli altri) chiuso, ma M é
compatta, quindi #{z;} < +o0.

Infine, detto V 'aperto:
= () (o (U).

(é un’intersezione finita di aperti meno I'immagine di un chiuso in un compatto), V' é un aperto
ben rivestito per costruzione, quindi otteniamo la tesi. O

Osservazione. L'ipotesi di compattezza su M é necessaria; se infatti f = idqp) : (a,0) = R,
tutti i valori sono regolari ma f non é un rivestimento (non é neanche surgettiva).

Osservazione. Se M non é compatta, i valori regolari possono non essere un aperto; la figura
seguente (dove la successione {z;} é convergente) dd un controesempio.

L

T To

Figura 19: I valori regolari possono non essere un aperto

Nel seguito sia H" (o pit semplicemente H se non ¢’é ambiguitd) H" = {z € R" | x,, > 0} C R™.

Definizione 3.1.1. S C RY é una n-varieta differenziabile a bordo se Vz € S 3U = U(z)
intorno aperto diffeomorfo a un aperto di H".

I punti di S che vanno a finire (tramite una di queste carte) in OH = {x, = 0} formano il
bordo, indicato con 95.

C T,.(S). Infatti

Osservazione. S ¢é il sottoinsieme di S formato da quegli z € S tali che C,.(S) &

tale proprieta é vera per H e si mantiene per diffeomorfismo.
Proposizione 3.1.2. Sia S una varietd a bordo. Allora 9S € una (n — 1)-varietd senza bordo.

Dimostrazione. Le carte di S ristrette a 0S5 (il bordo finisce nel bordo per 'osservazione
precedente) danno carte da 9S a OH, che é una (n — 1)-varietd senza bordo. O
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Proposizione 3.1.3. M wvarietd senza bordo, g : M — R liscia, 0 € R wvalore regolare per g.
Allora S ={x € M | g(z) > 0} € una varietd con bordo e 9S = {x | g(x) = 0}.

Dimostrazione. x € M punto regolare. Localmente, in un intorno di z, g é una proiezione su
R:
Ulx) —X— VCR

el zlw

RIXxR—— R

™

Localmente, tramite la carta ¢, g(x) > 0 é un semispazio H, dunque segue la tesi. ]

Esempio. D" = {z € R" | ||z| < 1} é una n-varietd a bordo, con D" = S"~!. Basta infatti
applicare la proposizione precedente a g(z) =1 — ||z||*.

Teorema 3.1.4. f: M™ — N frq varietd, m > n, M a bordo, N senza bordo. Sey € N ¢é
valore regolare sia per f che per fionr : OM — N, allora f~'(y) € una (m — n)-varietd a bordo

con 0f (y) = oM N f~H(y).

Dimostrazione. Sia x € M tale che f(x) =y. Se z € M°, la dimostrazione é gid stata vista.
Sia quindi z € M. Posso supporre M = H™ (a meno di lavorare in una carta).

Esiste g : M CV — N, V C R" aperto, che estende f per definizione di mappa C*°; dg, = df,
e dfy : R™ = T,(H) — Ty (N) ha rango massimo, quindi = é punto regolare anche per g. A
meno di scegliere V' piu piccolo, g é regolare su tutto V.

y ¢é valore regolare per g, dunque g~'(y) é una (m — n)-varietd; se w : V. — R é la proiezione
tale che m > 0 per x € M, allora se dimostro che x ¢ regolare per m -1, : g7 (y) — R, allora
ho la tesi per la proposizione precedente.

Ker (d (m)y-1¢))) = Tu(g*(y)) N OH = Ker(dg,) N {z,, = 0} = Ker(df,) N {z, = 0} =
Ker (d (f{{z,—0})) ha dimensione m — 1 —n, ma ¢~*(y) ha dimensione m —n e R ha dimensione
1, quindi d (7r|g_1(y)) é surgettivo. n

Definizione 3.1.2. M C R” varieta di dimensione k. Si dice che X C M ha misura 0 se per
ogni carta ¢ : M D U — Q C R*, I'insieme ©(X NU) ha misura di Lebesgue nulla in R*.

Osservazione. Questo non ci permette di definire una misura su M, stiamo solo identificando
gli insiemi di misura nulla.

Osservazione. X C M ha misura nulla = M\ X é denso.
Inoltre unione numerabile di insiemi di misura nulla ha misura nulla.

Teorema 3.1.5 (Lemma di Sard). f: M — N fra varietd. Allora linsieme dei valori critici
di f ha misura nulla in N.

Idea della dimostrazione. Dando per buono il caso in cui M e N siano aperti di R" e R*, data
una carta ¢ : U — R* per N, se X = {valori critici di f}, voglio mostrare che ¢(X N U) ha
misura nulla in R*.

XNU ={f(p) |pe f(U), df, non surgettivo}; componendo con ¢ (che é un diffeomorfismo),
mi sono ricondotto al caso N = R* (rimpiazzando M con f~*(U)). f~}(U) é a base numerabile,
quindi lo ricopro con una quantitda numerabile di carte W;; se ne ricava:

XNnU= U {f(p) | p € W;, df, non surgettivo}.
i=1

Applicando il caso classico a fiw, : Wi — U, ho che X N U ¢é unione numerabile di insiemi a
misura nulla, dunque ha misura nulla.
Il caso di varietd a bordo é analogo sostituendo H a R¥. O]
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Corollario 3.1.6 (Teorema fondamentale dell’algebra). Ogni f € Clz] non costante ha uno
zero in C.

Dimostrazione. Identificando S* = C U {o0}, la funzione f pud essere estesa a f : S — S?
ponendo f(oco) = oo. Tale estensione é liscia: fuori dall’infinito essa é semplicemente un
polinomio, mentre in un intorno di oo si pué cambiare carta con z — % e vedere che all’infinito
¢’é un polo di ordine finito (dunque la funzione converge a oo in un intorno di co).

Se z # oo é un punto critico di f, allora f’(z) = 0; quindi i punti critici sono in numero finito.
Allora R = S*\{co, valori critici} é connesso, dunque ho un rivestimento f: f~YR) — R che
comporta che la cardinalitd delle fibre | f~(z)| = ¢ é costante.

Visto che f non é costante, ¢ > 0 e dunque f é surgettiva (i punti critici stanno nell'immagine
di f per continuitd di f). ]

Teorema 3.1.7 (Classificazione delle 1-varietd). M 1-varietd connessa. Allora M € diffeomorfa
a una fra S, [0,1], [0,1), (0,1).

Idea della dimostrazione. L’insieme {7 : I — M curva PLA iniettiva} é parzialmente ordinato
day=<+'selCIle vl' ; = (I varia nell'insieme degli intervalli aperti di R). Questo insieme
verifica la proprietd della catena ascendente, per cui posso prenderne un elemento massimale
.

~ é un’immersione e, poiché dim(M) = 1, é aperta (in quanto la dimensione é la stessa); se I é
il dominio di v, v(I) € M é aperto.

Se v(I) é anche chiuso, M = y(I) e v é un diffeomorfismo, per cui M = [ = (0,1). Altrimenti
dr € M con z € y(I)\v(I).

Se z € 0M, allora I non era limitato e a meno di aggiungere 1 o 2 estremi, ho M = [0,1) o
M = 10,1].

Se x ¢ OM, esiste una carta PLA intorno a x; poiché v é massimale, la parametrizzazione
a :J — M intorno a x non pud essere usata per estendere -y, dunque esistono punti di 7y in
entrambe le componenti di J\a~!(z). Con un po’ di lavoro si pué vedere che (1) e a(J) sono
disposte tipo:

Usando questo fatto si costruisce una mappa 1 ben definita:

TUJ 2225 M

s

uJ

~

dove I LIJ indica la sovrapposizione di I e J e ~ ¢é la relazione di equivalenza su I UJ di “essere
lo stesso punto”; si mostra che I'l.J/ ~ ¢ diffeomorfo a S', ma visto che I'immagine di T1U.J/ ~
in M é aperta e chiusa (perché é compatto), necessariamente si deve avere M = S [

Teorema 3.1.8. M wvarietd compatta a bordo. Allora non esiste una retrazione di M su OM,
cioé Ar : M — OM liscia tale che r(x) = x Yo € OM.
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Dimostrazione. Sia per assurdo r : M — OM una retrazione. Per il lemma di Sard esiste
rg € OM regolare per r. Poiché rjgy = id, zy ¢é regolare anche per 75x;.

OM é una (n — 1)-varietd senza bordo, per cui r~1(zg) é una l-varietd il cui bordo é r=!(x) N
OM = {xo}, poiché rjpy = id.

Visto che M é compatta, r~1(xg), essendo chiuso, é compatto, dunque ho un numero finito di
componenti connesse, ciascuna delle quali é compatta (perché chiusa), per cui é diffeomorfa a
S' 0 a [0,1]. Ma allora ciascuna componente contribuisce con 0 o con 2 punti di bordo, cioé
|0r~1(x¢)| é pari, assurdo. O

Corollario 3.1.9 (Teorema del punto fisso di Brower). f : D" — D" continua. Allora f ha un
punto fisso.

Dimostrazione. Sia come primo caso f : D™ — D™ liscia e supponiamo per assurdo che f(x) # x
Vz € D". Definisco r : D" — D™ tale che r(x) é l'intersezione fra D" e la semiretta da f(z) a
x; esplicitamente si ha r(z) = f(z) + t(z — f(x)), con ||r(z)|| = 1, cioé:

(f(2),x = f()) + V{f (@), x — f(2))* — [If @) [P[l2 — f ()]
[l = f ()2 '

t dipende in modo C* da z, per cui r é C* e chiaramente r(z) = x V||z|| = 1. Per il teorema
precedente ho la tesi nel caso liscio.

Sia adesso f : D® — D" continua. Per Stone-Weierstrass, Ve > 0 esiste un polinomio P &€
Rlxy, ..., z,| tale che |P(z) — f(z)| < e Vo € D".

P(D") C (1+¢)D", quindi, se Q(z) = =P (), Q(D") C D" e [Q(x) — f(x)| < 2¢ Vo € D". Se
per assurdo f(x) # x Vo € D", allora la funzione:

t =

D" —  [0,400)
o= |f(@) — |

ha minimo M > 0, quindi se ¢ = %, trovo @ : D" — D" tale che d(Q(x),x) > M — 2¢ > 0,
assurdo per la prima parte della dimostrazione. O

3.2 Grado fra varieta e sue applicazioni

Definizione 3.2.1. X CR", Y CR™. f g: X — Y sidicono (lisciamente) omotope se
esiste un’omotopia liscia F' che le collega, cioé F' : X x [0,1] — Y liscia tale che f = F(e,0) e
g=F(e1).

F' si dice isotopia (liscia) se é un’omotopia e f; = F(e,t) : X — Y ¢é un diffeomorfismo
vt e [0, 1].

Proposizione 3.2.1. Omotopia e isotopia sono relazioni di equivalenza fra mappe X — Y
lisce.

Dimostrazione. Le proprietd riflessiva e simmetrica sono ovvie. Vediamo la transitivita.

Se F ¢é omotopia fra f,g e G é omotopia fra g, h, prendo ¢ : [0,1] — [0,1] tale che @135 =
0, Y2/31) = 1 ed ¢é liscia; cambio F(x,t) con F(x,t) = F(x,¢(t)) e G(x,t) con G(z,t)
G(z,p(t)). E del tutto evidente che l'incollamento viene liscio.

O
Lemma 3.2.2. f,g: M — N omotope fra varietd senza bordo della stessa dimensione, con M
compatta. Se y € M ¢ valore regolare per f e g, allora |f~(y)| = |¢g " (y)| (mod 2).

Dimostrazione. Sia F' omotopia liscia fra f,g. I valori regolari per f,g formano un aperto
denso, quindi esiste U C N aperto connesso di valori regolari per f, g tale che y € U. I valori
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critici per ' hanno misura nulla, dunque non possono contenere U, percié esiste y € Uche sia
regolare anche per F'.

Ma allora F~!(y) é una varietd di dimensione n+1—n = 1 (in quanto y é regolare sia per F, sia
per Floorxpoa) = (f,g)) conbordo, e 9F *(y) = F~1(y)Nd(M x[0,1]) = F~H{y)N(M x{0,1}) =
(FHy) (M x {0} U(FHy) N (M x {1}) = fHy) Ug~(y).

Ora, ogni componente connessa di F~!(y) é chiusa e dunque compatta (e sono in numero
finito), quindi ¢ diffeomorfa a S' o a [0,1]. Ma allora |0F ! (y)| = |/~ (y)| + |¢'(v)| é pari,
dunque [f~(y)| = g7 (y)| (mod 2). O

Osservazione. In generale é falso che |f~(y)| = |g~'(y)|; un facile controesempio ¢ dato dalle
proiezioni (omotope):

fi] fa|

2 4

Figura 20: Mappe omotope con numero di controimmagini di uno stesso punto diverso

Corollario 3.2.3. M # {xo} varietd compatta senza bordo. Allora non esiste un’omotopia fra
lidentita id : M — M e una costante c : M — M.

Dimostrazione. Preso x # xg, esso é regolare per entrambe le mappe, ma |id *(z)| =1# 0 =
lc7!(x)] (mod 2). O

Abbiamo quindi fatto vedere che il numero |f~!(x)| € Z/2Z con x € M non dipende dalla
scelta di f nell'insieme delle mappe omotope ad essa; vediamo ora che quel numero é anche
indipendente da x (pur di rimanere nella sua componente connessa).

Lemma 3.2.4. FEsiste U C D" aperto, 0 € U tale che Vp € U, 3f : R® — R" diffeomorfismo
isotopo all’identitd con f; tale che f(0) =p e fi(x) =z V|z| > 1, ¥Vt € [0, 1].

Dimostrazione. Mostriamo innanzitutto il caso n = 1. Sia ¢ una funzione liscia tale che
px)=0V]z| > 1 p(x) =1 <= 2=0,0<p(z) <1V

Ogni derivata di ¢ ha supporto in D' = [—1,1], quindi M = max |¢’|; sia U =

fi(z) = x + to(x)p, infatti fo =id e f1(0) = p; pongo f = fi. Inoltre se ||z| > 1

dunque fi(x) = x Va Vt.

fl=1+1t¢'p >0, perché |¢'p| < 1 per costruzione e |t| < 1; ma allora f; é un diffeomorfismo

perché crescente ed é 'identitd fuori da un compatto.

Passiamo adesso al caso generale; usando la stessa notazione precedente di ¢ e M, pongo

U= {z||z| <<} Metto p sulla prima coordinata di R", cioé p = (po,0,...,0), e denoto

(= ﬁ)
, p(x) =

(@

63



R"=RxR" ' ={(y,z) |y eR, x € R"1}.

Sia 0 : R"' — R la funzione liscia tale che o(z) = 0 V|jz|| > 3, o(z) = 1 <= z =0,
0 < o(z) < 1. Definisco fi(y,z) = (y + tp(y)poo(z),z) e f = fi; f(0,0) = p e, come nel caso
unidimensionale, se ||(y, z)|| > 1, allora |y| > § o |lz|| > 3, dunque in ogni caso fi(y,z) = (y,z).

Rimane da vedere che f; é un diffeomorfismo V¢, cioé che df; é invertibile; ma la matrice associata
a df; é:
1+ to'poo ‘ *
()

con 1+ t¢'pgo > 0, dunque é invertibile V¢. ]

Lemma 3.2.5 (di omogeneitd). M wvarietd connessa. Yx,y € M esiste ¢ : M — M diffeomor-
fismo isotopo all’identitd tale che p(z) = y.

Dimostrazione. Yx € M, definisco U(z) = {y | 3o : M — M tale che p(z) =y, ¢ ~id}; U(x)
é aperto in M, perché se y € U(z), esiste U C U(x) aperto, U > y, tale che ¢y : U — V C R"
diffeomorfismo, con V' C Uy C D™ del lemma precedente, quindi ogni punto di U(x) ha un
intorno aperto contenuto in U(z).

Inoltre, se  # y, U(x) = U(y) o U(z)NU(y) = 0, quindi gli {U(z)},en formano una partizione
di M, ma M é connesso, dunque M = U(x). O

Teorema 3.2.6. f : M — N, M, N varietd senza bordo della stessa dimensione, M compatta,
N connessa. Se x,y sono valori regolari per f, allora |f~'(z)| = |f~'(y)| (mod 2).
Il numero degy(f) = | f~ (x)| € Z/27Z € detto grado modulo 2 di f e, se f ~ g sono omotope,

allora degy(f) = degy(g).

Dimostrazione. Sappiamo che esiste un’isotopia liscia (e dunque omotopia) ¢; tale che ¢y = id

e pi(z) = y; inoltre f = oo f=piofe(piof) ' (y)=f"opi (y) = f(2)
y é valore regolare per f, dunque anche per ¢; o f (perché ¢; é un diffeomorfismo); ma allora

W= (o /)7 ) = I (@)] (mod 2). =

A questo punto vogliamo estendere il grado modulo 2 al grado intero, ma come abbiamo visto
non possiamo definirlo semplicemente come il numero di controimmagini, perché esso cambia
cambiando punto regolare o scegliendo una mappa diversa nella stessa classe di omotopia; per
ovviare a questo problema l'idea é contare le controimmagini con un segno, ma per farlo é
necessaria l'ipotesi che le varietd considerate siano tutte orientabili.

Definizione 3.2.2. M varietd con bordo. Un’orientazione per M ¢ la scelta di un’orientazione
su T, (M) Yz € M in modo che Vz € M esista U 3 x aperto in M e un frame locale vy, ..., v,
su U tale che v1(q),...,v,(q) sia positiva Vq € U.

Definizione 3.2.3. Un’orientazione su M di dimensione n > 2 ne induce una su 0M in modo
che, preso v; € T, (M)\C,(M), {va,...,v,} base di T,,(OM) é positiva se {vy,vq,...,v,} é base
positiva di T,,(M).

Se invece M ha dimensione 1, allora l'orientazione di OM = {x,x2} ¢ la scelta di un segno +
0 — per x1,xy in modo che il verso di percorrenza positivo di M sia da — a +.

Osservazione. E una semplice verifica vedere che la precedente é una buona definizione.

Osservazione. Se M, N sono varieta orientate, M x N prende un’orientazione naturale tale che
se (x,y) € M x N, una base di T(, (M x N) =T,(M) x T,(N) é positiva se é unione di due
basi positive di T, (M) e T,,(N).
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Osservazione. Sia M una varietd senza bordo e N = [0, 1] x M. Allora ON = {0} x MU{1} x M
e, dati gli ovvi diffeomorfismi M — {0} x M e M — {1} x M, vediamo che le orientazioni
indotte su {0} x M e {1} x M sono opposte. Infatti una base {+,vo,...,v,} di {1} x M
é positiva <= la base {—,vq,...,v,} di {0} x M é positiva, dove {v,...,v,} é una base
positiva di M.

Definizione 3.2.4. f: M — N fra varieta orientate della stessa dimensione, M compatta, N
connessa, y € N valore regolare. Si definisce grado di f in y il numero:

deg(f,y) = Y sen(dfa),

zef~1(y)
dove sgn(df,) é 1 se manda basi positive di T,,(M) in basi positive di T(;)(/V) e —1 altrimenti.

Osservazione. Sappiamo gid che deg(f,y) é costante su ogni componente connessa dell’aperto
dei valori regolari di N, in quanto f ristretta ai punti regolari é un rivestimento.

Lemma 3.2.7. XY yarietd orientata, compatta con bordo, M = 0X tale che orientaione
di M coincida con quella del bordo di X. Sia g : X — N e si denoti con f : M — N la
restrizione di g a M = 0X. Sey € N un valore regolare per f, allora deg(f,y) = 0.

Dimostrazione. Per dimostrare questo teorema avremo bisogno di alcuni risultati parziali:

Lemma 3.2.8. Sia v : [0,1] = X wuna curva regolare. Allora, per ogni ty € [0,1] esiste € > 0
che soddisfa la proprietd:

Set; € (to £€)N[0,1] ewy,...,v, sono vettori di T\ X tali che {7/(t1),vs,...,vn} sia una
base di Ty, X, allora esistono campi vettoriali lisci v; : (to £€) N [0,1] = RY, i =1,...,n tali
che v;(t1) = v; per ogni i, e tali che per ognit € (tg £ ¢€), linsieme {7 (t),v1(t), ..., v, (1)} sia
una base di T X

Dimostrazione. Trattiamo il caso in cui ¢y # 0,1 (se tp = 0,1 la dimostrazione & analo-
ga).Vogliamo mostrare che é possibile costruire una carta intorno a y(tg) in modo tale che
la curva 7, letta in tale carta, abbia velocit costante. Tale risultato discende per immedia-
tamente dal teorema di raddrizzamento dell'immagine. A questo punto la dimostrazione del
teorema ovvia. O

Lemma 3.2.9. Siay : [0,1] — X una curva regolare, allora esistono n campi vettoriali continui
v; : [0,1] = RY lungo « tali che per ogni t € [0,1] linsieme {¥'(t),vi(t), ..., v.(t)} fornisce una
base positiva di Ty (X).

Dimostrazione. Estendo /(0) ad una base positiva {7'(0),v1(0),...,v,(0)} di T)(X), e sia
to I'estremo superiore dei valori di s € [0, 1] per cui esistono n campi vettoriali continui v; :
[0, 5] — RY lungo ~ che estendano la nostra scelta iniziale e che, per ogni t € [0, s] forniscano
una base di T,;)(X). Tale insieme é non vuoto in quanto contiene 0. A questo punto mi basta
dimostrare che questo estremo superiore é un massimo e che tale massimo uguale a 1, in quanto
per continuit di v; e di 7/ abbiamo che la base {7/(t), v1(t), ..., v,(t) }, essendo positiva in t = 0,
sar positiva per ogni t € [0, 1].

Sia € > 0 il valore fornito dal lemma 3.2.8 in corrispondenza di t5. Se ty = 0 allora ¢y é un
massimo, altrimenti, per definizione di estrmo superiore, esisterebbero t; € (to — €, to] e campi
vettoriali continui v; : [0,¢] — RY lungo v tali che {7/(¢),v1(t), ..., v,(t)} una base di Ty (X)
per ogni 0 < t < ;. Sempre per il lemma 3.2.8 possiamo estendere questi campi a una base
mobile continua di T (X) su [0,%] e, nel caso in cui t, # 1, anche su [0,%, + €/2], il che
contraddice la definizione di . O
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Lemma 3.2.10. Sia f: M — N, e sia y € N walore regolare per f. Allora esiste un intorno
U diy in N tale che, per ogni z € U, il valore z é regolare per f e deg(f,y) = deg(f, z).

Dimostrazione. y regolare implica che f~!(y) é un sottinsieme discreto di M. Essendo M
compatta, f~'(y) finito, diciamo f~'(y) = {i,...,2x}. Per definizione di valore regolare,
per ogni ¢ = 1,...,k possiamo scegliere un intorno aperto connesso U; di x; in M tale che
fiv, sia un diffeomorfismo aperto di N. Notiamo anche che, per continuitd, per ogni i, la
restrizione fy, preserva l'orientazione in ogni punto di U; o la inverte in ogni punto e dunque

sgn(dfy(x)) = sgu(df,(x;)) Yo € U;. Se V; = f(U;), definisco:

= () v (n (Uv)

Sia ora z € U. Poiché U C V;, il punto z ha esattamente una controimmagine z; € U;. Inoltre,
poiché UN f(M\(U1U...UUy)) = 0, al di fuori dell'unione degli U; non esistono controimmagini
di z. Possiamo dunque concludere che z é un valore regolare per f e:

deg(f, 2) ngn df,(z)) ngn df,(x;)) = deg(f, y)

]

Siamo a questo punto pronti per dimostrare il lemma 3.2.7. Sia dunque y un valore regolare
per f. Per il lemma 3.2.10, esiste un intorno U di y tale che deg(f,y) = deg(f,z) per ogni
z € U. Inoltre per il lemma di Sard esiste un valore 3y’ € U regolare per g. Se mostriamo che
deg(f,y') = 0, allora avremmo che deg(f,y) = deg(f,y’) = 0 come voluto. Possiamo dunque
supporre fin da subito y regolare sia per f sia per g.

Poiché y é regolare per g, l'insieme ¢~'(y) é una sottovarietd 1-dimensionale chiusa (dunque
compatta) di X, ed pertanto unione di un numero finito di archi e di circonferenze. Inoltre
f~Yy) consta esattamente delle estremitd degli archi contenuti in g~'(y), pertanto, se A é
un tale arco con estremité ag,a; € M, per concludere sufficente dimostrare che deg(f,ag) +
deg(f. a1) = 0.

Sia 7 : [0,1] — A una parametrizzazione regolare di A e siano v; : [0, 1] — R i campi vettoriali
forniti dal lemma 3.2.9. Poiché g4 é costante, si ha che dg,u)(7/(t)) = 0 V¢, tuttavia dg. ) é
suriettivo, perci per motivi di dimensione il differenziale dg.;) manda i vettori {v((¢), ..., v, (¢)}
in una base B; di T,,(B). Se D, € M(n,R) é la matrice di cambio di base tra By e B, allora
Dy = Id e t — det D; é una funzione continua che non si annulla mai, quindi det D; > 0 e
dunque By ~ B;.

Ossendo ora y regolare per f, il differenziale df,q) : Ty (M) — T,(N) é necessariamente
iniettivo. Dunque +'(0) ¢ T’y (M), e abbiamo lo spezzamento in somma diretta 7o) (X) =
T 0)(M) @ Span(y'(0)). Sia 7 : Ty X — Ty M la proiezione associata a questo spezzamento,
e poniamo v;(0) = 7(v;(0)). Abbiamo quindi che {v{(0),...,v;,(0)} é una base di T (M),
che chiameremo Cy. Poiché v;(0) = v}(0) + a;7/(0) per qualche «; € R, per ogni i abbiamo
che df0)(vi(0)) = dgy(0)(vi(0)) = dgq0)(v:(0)), per cui dfy0)(Co) = Bo, e inoltre la matrice di
cambio di base tra {7/(0),v1(0), ...,v,(0)} e {+/(0),v}(0),...,v},(0)} é triangolare superiore con
solo 1 sulla diagonale, per cui {7/ ( ),v1(0), ...,v},(0)} é una base positiva di T} )(X) e dunque,
essendo 7/(0) un vettore interno, Cy ¢ una base negativa di T’ o)(M).

Con procedimento analogo ¢é possibile costruire una base C; di T'(1y(M) tale che df,1)(C1) = By
tuttavia, essendo 7'(1) esterno, C; una base positiva di 7’1y (M).

La base positiva C; e la base negativa Cy vengono mappate rispettivamente da df, o) e da df,n)
in B; e By, che sono basi equivalenti di 7,,(/N). Da qui segue la tesi. ]

66



Osservazione. f : M — N; se cambio l'orientazione di M o di N, allora deg(f,y) cambia di
segno (con y € N valore regolare).

Lemma 3.2.11. f,g : M™ — N®™ omotope fra varietd orientate senza bordo, M compatta,
N connessa. Se y € N € valore regolare per f e g, allora deg(f,y) = deg(g,v).

Dimostrazione. Sia F :[0,1] x M = X — N tale che f = F(1,e) e g = F'(0,e). Per il lemma
deg(Fox,y) =0, ma 0X = {0} x M U{1} x M, dunque deg(Fifoyxn,y) + deg(Flgyxm,y) = 0.
Ma Fiqoyxnmr = f, Figiyxm = g, {1} x M hala stessa orientazione di M e {0} x M ha Iorientazione
opposta a M, quindi — deg(g,y) + deg(f,y) = 0. O

Ora, in modo totalmente analogo a come gia fatto per il grado modulo 2, si mostra il teorema:

Teorema 3.2.12. f : M — N, M, N varietd orientate senza bordo della stessa dimensione,
M compatta, N connessa. Se x,y sono valori regolari per f, allora deg(f,z) = deg(f,v).
Dunque possiamo definire deg(f) := deg(f,y) € Z per un qualunque y regolare, e deg(f) é
mvariante per omotopia.

Osservazione. Se M é una varietd compatta orientabile, e f : M — M, allora deg(f) non
dipende dall’orientazione di M (purché sia coerente in partenza e in arrivo).

Osservazione. f: M — N, M, N con le solite proprietd. Se f non é surgettiva, allora deg(f) =
0.

Con il prossimo esempio osserviamo che effettivamente il grado di una mappa pud essere un
qualunque numero intero.

Esempio. Sia f:S' — S! tale che f(z) = 2", n € Z. Allora deg(f) = n.

Infatti se n = 0, ovviamente deg(f) = 0 perché f non é surgettiva. Se invece n > 0, allora
/(1) é un n-poligono regolare con vertici in ¢’ per i = 0,...,n — 1; il tangente in ¢’ viene
mappato da df; in (0,n) € Ty(S'), quindi dfe; ha segno + per ogni i, cioé deg(f) = n.

Se n < 0, il ragionamento é del tutto analogo (infatti z" = (Z)™™ e —n > 0).

Osservazione. Se f: M — N é un diffeomorfismo, allora deg(f) = +1.

Proposizione 3.2.13. f: M — N, g: N — P, con M, N, P varietd orientabili, senza bordo
della stessa dimensione, con M, N compatte e N, P connesse. Allora deg(gof) = deg(f)-deg(g).

Dimostrazione. Sia w € P regolare per g o f; si ha che:

deg(go fow)= Y segu(dlgofl)= Y  seu(dgsmodf) =

z€(gof)~*(w) z€f~ (g H(w))
= Z sgn(dgy(z)) - sgn(dfz) = Z Z sgn(dg,) - sgn(df,) =
zef~Hg™H(w)) y€g—H(w) z€f~1(y)
= % (smldn) X sealas)) = des(s) el
yeg—H(w) z€f7H(y) b
—deg(/)
O
Esempio (Riflessioni sulla sfera). Sia r; : S™ — S™ restrizione della mappa (1, ..., x;, ..., Z,) —
(X1,..., =4, ..., x,). Allora deg(r;) = —1.
Dimostrazione. Poniamo i = 1 per semplicitd di notazione. Sia z = e; = (0, 1,0,...,0).
Evidentemente ri(x) = z e T,(S?) = 2t = {2z, = 0}, dunque {e;,é,...,¢,} é una base
per T,.(S") e dr; = r; scambia il segno della prima coordinata. dr; é un endomorfismo e
det (TllTw(Sn)) = —1 < 0, quindi il grado del diffeomorfismo r; é —1. O
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Corollario 3.2.14. Sia ant : S* — S" la mappa antipodale. Allora deg(ant) = (—1)""1,
Corollario 3.2.15. La mappa antipodale é omotopa all’identita <= n € dispari.

Definizione 3.2.5. M varieta senza bordo si dice pettinabile se esiste un campo di vettori
tangenti mai nulli (cioé <= esiste un campo tangente unitario).

Corollario 3.2.16 (Teorema della non pettinabilita della sfera). S™ € pettinabile <= n é
dispari.

Dimostrazione. <) Definisco v(xy, ..., opy1) = (T2, —T1, 24, —T3, ..., Tpi1, —T,) grazie alla
paritd di n + 1; v é un campo tangente, perché (v(z),z) = 0 Vz, ed é unitario.

=) Se per assurdo esiste v campo tangente unitario, voglio mostrare che esso costruisce
un’omotopia fra la mappa antipodale e I'identita.
Definisco:
fe: S" — S
x  +—— cos(tm)x + sin(tm)v(x)
Per il teorema di Pitagora || f;(x)|| = 1 V&, dunque la mappa é ben definita; inoltre fy =
e f1 = ant, assurdo.

Proposizione 3.2.17. n pari. Ogni ¢ : S* — S™ ammette un z tale che p(x) = +x.

Dimostrazione. Se per assurdo esiste ¢ tale che p(z) # +x Vax € S", allora definisco v(z) =
71 (p(z) — 1), dove T, : R® — a1 é la proiezione sul tangente in x; per I'ipotesi di assurdo,
v(x) é un campo tangente mai nullo. ]

Osservazione. Se f: M™ — N™ é un diffeomorfismo e v é un campo vettoriale tangente su
M, allora v' = df -1y ov o f~' é un campo vettoriale tangente su N.
Inoltre v(f~!(z)) =0 < v/(z) =0.

Corollario 3.2.18. Se X C R" ¢ una superficie diffeomorfa a S?, allora non ammette campi
tangenti mai nulli.

Osservazione. Ogni superficie di rotazione ha un campo tangente mai nullo; un modo per
ottenerlo é prendere un campo tangente mai nullo sulla curva generatrice e ruotarlo.

3.3 Indice di uno zero isolato in un campo tangente

Sia U C R™ un aperto, z € U e v : U — R™ un campo vettoriale che ha x come zero isolato,
cioé esiste V' 3 x aperto tale che V C U e x é I'unico zero di v in V.

In tale situazione, esiste un € > 0 tale che D = B(z,e) C V; ma allora, normalizzato il campo
viop : 0D = ST — R™\{0}, otteniamo un campo 7 : S?~! — S"~! fra due sfere orientate come

bordi di D".

Definizione 3.3.1. Si definisce indice di z in v il grado del precedente campo v:

iv(z) := deg(D).
Osservazione. L’'indice di z in v non dipende da £ > 0.

Dimostrazione. Prendiamo € < €’ e denotiamo N C V' la n-varietd N = {x | ¢ < ||z|]| < €'}
con bordo ON = +S"7' U —S"!. La tesi é mostrare che le mappe vz : SI™' — S*e
Uz : S — §"! hanno lo stesso grado.

Ma 7 = IIZEmgll N — S" ! ¢ tale che U|Sn 1= Uz, Dpgn-1 = T e deg(vsy) = 0, dunque
deg(tz) — deg(7z) = O
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Come al solito, ora vogliamo estendere il concetto di indice su varieta via carte; abbiamo prima
bisogno di qualche lemma.

Lemma 3.3.1 (Formula di Taylor per topologi). f : R" — R" tale che f(0) = 0. Allora
esistono gi, ..., g, : R™ — R" tali che:

flzr, . xn) =x1g1(21, .o xn) + o oo+ Tpgn(T1, -0, X)),

¢ 9:(0) = 5-(0).

Dimostrazione. Posso considerare f : R” — R ed estendere per componenti. Ma in questo
caso:

df (t oot d t RN d t ot
f(xlw N ;In) / f( xladt mn dt — / f 171, In dt — sz/ f 1'1, xn)dt
0

J

=i

ed é immediato osservare che ¢;(0) = %(O). O

Lemma 3.3.2. Ogni f : R" — R" diffeomorfismo tale che f(0) = 0 € isotopo all’identitd se
preserva l’orientazione, a una qualsiasi riflessione se la inverte.

= f(ix); per il lemma:

Dimostrazione. Definiamo fi(x)

filz) = %(txlgl(tx) + .. Ftengn(te)) = zgi(tx) + ... 4 Taga(ta),

dunque ridefinisco fi(x) := z191(tx) + ... + x,9,(tz) e in questo modo riesco a definire fy(x) =
Yo 2;9i(0) = dfy. Ad ogni tempo ¢, f; é un diffeomorfismo, quindi f ~ dfy sono isotope.

A questo punto, se dfy € GL™(n,R), lo connetto tramite un arco all’identitd, mentre se dfy €
GL™(n,R), lo connetto tramite un arco a una qualsiasi riflessione. O]

In modo del tutto analogo si prova:

Teorema 3.3.3. C' C R" aperto stellato con centro 0, f: C' — R"™ embedding (cioé f(C) C R
¢ aperto e fic € un diffeomorfismo tale che f(0) = 0). Allora f € isotopa all’identitd o a
una riflessione (a seconda che preservi l'orientazione) tramite dei diffeomorfismi f; tali che

£:(0) =0Vt €0,1].

Proposizione 3.3.4. La definizione di indice € invariante per diffeomorfismo, cioé se p : V —
V' é un diffeomorfismo fra due aperti V.,V CR™ ev : V — R™ é un campo vettoriale tangente
con uno zero isolato in ¢~ (x), allora i,(¢' () = iv(x), dove v = dpy-1(zy ovO P!

Dimostrazione. A meno di restringere 1'aperto, posso supporre V stellato intorno a ¢=1(x),
dunque esiste un’isotopia fra ¢ e una fra 'identita e una riflessione.

Se ¢ preserva l'orientazione, ho dei diffeomorfismi ¢; tali che ¢y = id e ¢; = ¢; supponendo
che z = ¢~ !(z) = 0, ho che anche ¢;(0) = 0. Definiamo:

vi(2) = (dpr) g1y 0 v 0 07 ()5

per compattezza, esiste £ > 0 tale che B(x,e) = B(0,¢) C ¢(V') ¥Vt € [0, 1], dunque, a meno di
restringere, D = B(p~!(z),e) = B(0,¢) C V. Quindi per ogni tempo ¢, v, : D — R" vg =v e
v =
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Ogni v; é ottenuto da vy tramite un diffeomorfismo, quindi 0 é uno zero isolato anche per i vy;
ma se &’ < ¢ e:

U Sg,_l — St

vt ()
T 7 Te@l

ho ottenuto un’omotopia fra Ty e 7y, da cui 4,(0) = deg(vy) = deg(v1) = i,/ (0).

Se invece ¢ inverte l'orientazione, possiamo supporre che ¢ sia una riflessione p, poiché altri-
menti f o p preserva 'orientazione e dunque per la prima parte mi basta vedere che p non
cambia l'indice.

v = povop su una sferetta S*~!, dunque se v/ = povop, ho che deg(v') = deg(p)-deg(v)-deg(p) =
deg (D). O

Definizione 3.3.2. M®*) C R™ v campo vettoriale tangente, x € M zero isolato per wv.
Presa una carta o : M DU — V C R* intorno a z, si definisce indice di z in v il numero
iy(z) := iy (2), dove v’ é il campo immagine in R¥.

Osservazione. La definizione é ben posta perché per la proposizione precedente l'indice é
invariante per diffeomorfismo.

Esempi. 11 campo v : C — C tale che v(z) = 2", con n > 0, ha uno zero isolato in 0. Visto che
la restrizione di v a S' é gid normalizzata, otteniamo che 4,(0) = n.
Il ragionamento é analogo per v(z) = ()", con n < 0.

Figura 21: Il campo vettoriale v(z) = z di indice 1 in 0
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Figura 23: Il campo vettoriale v(z) = %E di indice —1 in O e le sue linee di flusso

Figura 24: Il campo vettoriale dell'antipodale v(z) = —3z di indice 1 in 0
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Grazie a questi esempi abbiamo visto che esistono zeri isolati con indice un qualunque intero
diverso da 0. Vediamo ora un campo vettoriale in cui 0 ha indice 0.

g
111
[ ]

oy

Figura 25: Il campo vettoriale v(z) = 1||z|| di indice 0 in 0

-
s
s
’
/

Infatti, se restringiamo questo campo a una circonferenza, esso é un campo costante, dunque
in particolare non surgettivo, quindi ha grado 0.

Osservazione. 11 campo vettoriale di indice 2 visto negli esempi precedenti puo essere perturbato
in modo da creare due zeri isolati, ciascuno di indice 1:

Figura 26: Campo di indice 2 perturbato in modo da creare due zeri di indice 1

Andremo adesso a studiare I'indice di zeri in campi su varietd; per convenzione, considereremo
sempre campi vettoriali v su M varietd (che pud avere bordo) con I'ipotesi che siano uscenti in

OM, cioé Vo € OM, v(x) € T,(M)\C(M).

Definizione 3.3.3. M C R” varietd con bordo. Si definisce mappa di Gauss la mappa
g : OM — S™! che manda z nella normale esterna a M in x normalizzata.

Proposizione 3.3.5 (Lemma di Hopf). M™ C R" warietd con bordo compatta. Dato un
campo vettoriale tangente v su M uscente al bordo con zeri isolati, vale la relazione:

Z ZU(‘/E) - deg(g)7
x zero di v

dove g € la mappa di Gauss.

Dimostrazione. Siano {x1,...,z,} € M gli zeri di v e sia € > 0 tale che B(z;,¢) N B(xj,e) =0
Vi # j; denotiamo M’ = M\ ||, B(z;,¢).
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v é definito per restrizione su M’, dunque, se v ¢ il campo v normalizzato, deg(vjsa) = 0. Ma
OM' = 0OM U], 0B(z;,¢), dunque:

0 = deg(Tion) + > _ deg(Tion(a,.e) = deg(Danr) — Y _ ().

i
Visto che due campi unitari uscenti al bordo di una varieta sono sempre omotopi (ad esempio
tramite una rotazione), segue che deg(vjan) = deg(g), cioé la tesi. ]
Esempio. Se M = D? g é 'identitd e dunque deg(g) = 1; in particolare, non esistono campi
tangenti uscenti al bordo su D? senza zeri.

Tale lemma serve per dimostrare il teorema di Poincaré-Hopf, la cui dimostrazione é rimandata

all’'ultima sezione:

Teorema 3.3.6 (Poincaré-Hopf). M wvarietd compatta, possibilmente con bordo, v : M — R"
campo tangente uscente dal bordo con zeri isolati. Allora:

x zero di v

Esempio. Consideriamo il campo tangente su S” tangente ai meridiani tale che ||v(z)|| = sin(0),
dove # é ’angolo azimutale relativo a z; tale campo ha due zeri isolati ai poli, ed é uscente dal
polo sud ed entrante al polo nord. Per quanto abbiamo visto, 'indice del polo sud é sempre 1,
mentre l'indice del polo nord é (—1)"; ne ricaviamo che:

2 se n pari
X(8") = { g

0 se n dispari

Un corollario immediato di questa osservazione é che le sfere n-dimensionali con n pari non
sono pettinabili.

Definizione 3.3.4. U C R" aperto, x € U zero isolato per il campo v : U — R". =z si dice
zero non degenere se dv, ¢ invertibile.

Proposizione 3.3.7. Se x é uno zero non degenere, allora i,(z) = sgn(dv,) = +1.

Dimostrazione. dv, é invertibile, dunque v é un diffeomorfismo locale. A meno di restringere U,
v : U — R"™ é un embedding, dunque é isotopo (a seconda che mantenga o inverta 1’orientazione)
all'identitd o a una rotazione. Se la mantiene, i,(x) = 1, altrimenti i,(x) = —1. O

Lemma 3.3.8. M C R" warieta, v : M — R"™ campo tangente, x € M zero per v. Il
differenziale dv, : T,(M) — R™ € tale che dv,(T,(M)) C T,(M).
Dimostrazione. Consideriamo in U i campi vettoriali coordinati e!,...,e*. Localmente, il

campo immagine v’ é della forma:
k
= g vie’,
i=1

con v; : U — R coefficienti e h : R¥ D U — V C M tale che h(0) = z. Denotiamo t* = dh,,(e’)
per u € U; allora, per linearita del differenziale, v = Zle vitt, dunque:

8222 ot
8u] ZZ 8u] Z Ula_u]
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Ma se u = 0, v; = 0 Vi e dunque in u = 0:

ov i ov; .
— =) #.
8uj - 8’&]‘
=1

Visto che t',... t* sono una base per T,(M) (in quanto immagini di vettori linearmente
indipendenti), concludiamo che dv, (#/) = g—;; € T,(M) e cioé dv,(T,(M)) C T,(M). O

Osservazione. Nella base t!, ..., t" indotta dalla carta, il differenziale dv, é rappresentato dalla
. Y _ [ ow

matrice (ﬁ) = <%>w

Definizione 3.3.5. Uno zero isolato x per un campo tangente v : M — R" si dice non

degenere se dv, € End(T,(M)) é invertibile.

Proposizione 3.3.9. Uno zero non degenere ha indice £1 = sgn(dv,).

Dimostrazione. Per il lemma precedente, x é non degenere se e solo se 0 € U C RF é non
degenere; ma l'enunciato ¢ gia stato visto nel caso di aperti di R*. O

Concludiamo la sezione con un importante teorema, che in un certo senso inverte il teorema di
Poincaré-Hopf:

Teorema 3.3.10. Una varietd compatta e connessa ammette un campo vettoriale mai nullo
(con vettori uscenti al bordo se OM # () < x(M) = 0.

Idea della dimostrazione. L’'implicazione = segue da Poincaré-Hopf; per I'altra, preso un qua-
lunque campo su M, ci possiamo ricondurre al caso di zeri non degeneri (ragionando come
nell’esempio in cui abbiamo diviso uno zero di indice 2 in due zeri di indice 1) e possiamo
verificare che, presi due zeri non degeneri di indice opposto in un aperto coordinato, essi si
“cancellano” creando un nuovo campo senza nessuno zero in quell’aperto coordinato. O

3.4 Fibrato normale e intorno tubolare
Definizione 3.4.1. M C RN varietd. Si definisce fibrato normale di M l’insieme:
N(M) ={(p,v) |p€ M, ve (T,(M)'} CRY xRY.
Inoltre, preso p € M, poniamo:
Ny(M) = {(p,v) | v € (T,(M))"}.
Osservazione. N,(M) é uno spazio vettoriale di dimensione k = N — n.
Teorema 3.4.1. N(M) € una varietd di dimensione N in RY x RN = RV,

Dimostrazione. La tesi equivale a costruire un atlante per N(M). Innanzitutto notiamo che
I'insieme:
NU) ={(p,v) e N(M) | p€ U} = (UxRY)NN(M)
é aperto in N (M) per topologia di sottospazio.
Dato (p,v) € N(M), sia ¢ : Q — U una carta per M intorno a p; ortonormalizzando la base

g—;’;, e 887“1} otteniamo un frame ortonormale vy1, ..., vy suU. Siavi(p),...,vk(p) un com-
pletamento di vgy1,. .., vy a base ortonormale di RY, cosi che N, (M) = Span(vi(p), ..., vx(p));

poiché la mappa:
u — R

x — det(vi(p), ..., vk(p), vks1(x), ..., on(T))
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é continua e diversa da 0 in p, a meno di restringere U posso supporre che {v1(p), . .., vg(p), Vg+1(2), . . .,
vy(z)} sia una base Vo € U.

Ortonormalizzando vy (p), . . ., vg(p) rispetto a vgy1(z), .. ., vn(z), ottengo una base {vi(z), ..., vp(x)}
di N, (M), che varia in modo C rispetto a x. A questo punto considero:
b QxR N(U)
(il?, ag, ... 7ak) — (SO('I)a CL1’U1(5L') +.o.F anvn(x))
1 é C™ ed é evidentemente una bigezione; infine, se D(x) é la matrice (v(z),...,vn(z)), D é

invertibile e D~! dipende in modo C* da z, dunque per concludere basta osservare che:

g, v) = (97 (@), m (D(0™(9) 7 (v))
dove 7, : RN — RF = R* x {0} é la proiezione, é C*. O
D’ora in poi, assumeremo che M é compatta.

Definizione 3.4.2. Dato € > 0, definiamo:
Ne(M) = A{(p,v) € N(M) | ||v]| <&}

e intorno tubolare:

U.(M) = {g € R | d(q, M) < e}.

Lemma 3.4.2. Dato v € RY, esiste p € M tale che d(z, M) = d(x,p).
Per qualsiasi punto con questa proprietd, x —p € N,(M).

Dimostrazione. La prima affermazione segue dalla compattezza di M, in quanto d(x,e) : M —
R é continua.

Per la seconda, se f: M — R é tale che f(q) = ||¢ — z|]?, allora df, = 2(p — x, e), ed essendo p
punto di minimo, df,(p) = (p — x,p) = 0. ]

Nel seguito, denoteremo con 6 la mappa:

6: NM) — RN
(p,v) +— p+v

Teorema 3.4.3. Esiste un € > 0 tale che:
1. 0 si restringe ad un diffeomorfismo fra N.(M) e U.(M), che € aperto in RY;
2. Y € U.(M), esiste un unico r(x) € M di minima distanza da x su M ;

3.r:U(M)— M éC>;

z—r(x)

4. Uzja(M) € una varietd con bordo di dimensione N e con normale uscente Ter @)

Dimostrazione. 1. 6 é regolare (cioé é un locale diffeomorfismo) in ogni punto della forma
(p,0) € N(M), in quanto Im(df,0)) 2 T,(M) (poiché 6 : N(M) O M x {0} — M é
“come I'identitd”) e Im(df,0)) 2 Np(M) (poiché 6 : N(M) 2 {p} x Np(M) — N,(M)
é “come l'identitd”), dunque df, ) é surgettivo. Usando la compattezza di M, per il
numero di Lebesgue esiste € > 0 tale che df é surgettivo su N.(M).

Per vedere la globale iniettivita, supponiamo per assurdo che non esista € > 0 tale che
O\n.(v) sia iniettiva. Allora esistono (pn,v,) # (p),,v;,) con |lv,|],[jv,]| — O tali che
0(pn, vn) = 0(pn, vl)); per compattezza posso supporre che p, — p € pl, — pl, dunque,
visto che poo < Py + v, = pl, + v, — P, si ha che po, = pl,. Ma allora 0 non ¢é iniettiva
su nessun intorno di (puo, 0) = (pl, 0), assurdo.

Il fatto che O(N.(M)) = U.(M) discende direttamente dal lemma precedente.
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2. Dato x € U.(M), siano py, po di minima distanza da z. © —p; = v1 € N, (M), x — py =
vz € Np2(M> € HUlHa HUQH <g, dunque (pbvl)a (p2>7)2) € NE(M> e (9(1?1,111) = e(anUQ)a da
cui (p1,v1) = (p2,v2) e in particolare p; = po.

3. Detta mp : N(M) — M la proiezione tale che my/(p,v) = p, quanto visto nel punto
precedente dimostra anche che 7(x) = 7, (071(2)).

4. Siag: U.(M) — R tale che g(x) = d(x, M)* = ||z—r(x)||*; allora U, 2(M) = g~ ((—o0,?/4]).
Per vedere quest’ultimo punto, basta vedere che il differenziale di ¢ in x é un multiplo
non nullo del prodotto scalare con x — r(x); in effetti:

dg.(v) = 2{x — r(x),v — dry(v) ) =2(zx — r(z),v).
—— N——
GNr(ac)(M) eTr(z) (M)

Siamo ora pronti per dimostrare il teorema di Poincaré-Hopf:

Teorema 3.4.4 (Poincaré-Hopf). Sia M compatta senza bordo, v campo tangente con zeri non
degeneri (e dunque isolati). Allora:

D iu(p) = deg(N),

dove N : OU.j2(M) — SN=1 € la mappa di Gauss.

Dimostrazione. Sia U = U, j2(M). Estendiamo v av € T(U) tale che v(x) = v(r(x)) —r(z) +;
v € uscente da U, in quanto Vz € OU:

(v(x), N(x)) = (v(r(z)) —r(z) +, ) = llz —r(x)]| > 0.
Inoltre v(x) =0 <= z € M ev(x) =0, in quanto v(r(x)) e x —r(z) sono ortogonali e dunque
indipendenti; affermo quindi che, se p € M, i,(p) = i%(p).
Osserviamo subito che questo, per il lemma di Hopf, ci basta per giungere alla tesi; per vedere

questo fatto, dobbiamo mostrare che p é non degenere anche per T e det(dv,) = det(dv,). Ma
questo é facile, perché dv, é semplicemente dv, su T,(M ), mentre é I'identitd su N,(M), da cui:

= (] ).

Osservazione. Per dimostrare completamente il teorema di Poincaré-Hopf, dovremmo dimo-
strare che il numero } i,(p) = deg(N), indipendente dal campo, coincide con la caratteristica
di Eulero della varietda M. Con gli strumenti introdotti riusciamo a dare l'idea di come si fa
solamente sulle superfici: data una triangolazione di M, riusciamo sempre a costruire un campo
con zeri nei centri, vertici e punti medi dei lati dei triangoli, uscente dai centri, entrante nei
vertici e di sella nei punti medi (si dovrebbe anche verificare che il campo si “incolla” bene fra
triangolo e triangolo). In questo modo:

D iy(p) =1-F+(-1)- E+1-V = x(M),

]

in quanto se il campo é uscente I'indice é 1, se é entrante é (—1)®> = 1 e se crea un punto di
sella é —1.
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Nel caso di varieta di dimensione superiore a 2, il ragionamento € del tutto analogo considerando
triangolazioni fatte da n-simplessi e usando il fatto che:

X(M) =3 (~1)'

)

dove k; ¢ il numero di ¢-simplessi presenti nella triangolazione.
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