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1 Superfici di Riemann

1.1 Preliminari

Nel seguito indicheremo con S una superficie di Riemann compatta e con-
nessa, e ci riferiremo ad essa semplicemente come superficie.

S puo essere interpretata come varietd complessa di dimensione 1. Se ds?
¢ una qualsiasi metrica su S con (1, 1)-forma associata w, ovviamente la 3-
forma dw ¢ nulla, e dunque la metrica ds? ¢ di Kéhler.

L’operatore 0 commuta con le proiezioni P4 (nel senso che 777 o 0=0o0
P4~ 1) quindi se ¢ = adz + Bdz & una qualsiasi 1-forma su S, ¢ ¢ armonica
se e solo se Jp = Jp = 0 o, equivalentemente, se e solo se dp = dp = 0,
dove d = 9 — 9. Visto che ¢ & d-chiusa, localmente ¢ d-esatta, cioe esiste una
funzione f tale che ¢ = df; grazie alla semplice osservazione

(82 f o O0*f

——I——)dx/\dy,

o 1
0=dp=ddf =—— {55+ 55

™
otteniamo che ¢ & armonica se e solo se ¢ localmente il differenziale di una
funzione armonica (nel senso usuale). E dunque ben definito lo spazio #°(.5)
delle forme armoniche, indipendentemente dalla metrica su S.

In seguito, per semplicita, potremo assumere implicitamente che vol(S) = 1;
inoltre, il Kodaira embedding implica che ogni superficie ¢ immergibile iniet-
tivamente in uno spazio proiettivo.



Prima di addentrarci nella teoria vera e propria, vogliamo rimarcare alcuni
risultati di base che sottolineano I'importanza dell'unico invariante topologico
che le superfici ammettono: il genere g(S). Come usuale, definiamo genere
di S il numero naturale

_n(S) 2 x(S)
2 2 ’

9(S)

che geometricamente indica il numero di “buchi” che ha la superficie S.

Sia f : S — S una mappa olomorfa non costante fra due superfici; da
argomenti di base abbiamo che I'immagine f(S) ¢ sia aperta che chiusa, e
dunque f e surgettiva.

Definizione 1.1.1. Si definisce grado di f quel numero naturale n tale che
f+([S]) = n[S"], dove [S], [S’] sono rispettivamente i generatori di H*(S,Z) e
H?*(S",Z).

Fissato ¢ € S’, indichiamo con O la forma di curvatura su [(¢)] € Pic(5’);
f*© ¢ la forma di curvatura su f*[(¢)] = [f*(q)] € Pic(S), e

l

dog f'0) = [ 1 (550) = fallF @D.18D = (@l £.G5D) = n.

da cui la cardinalita di f~!(q) ¢ esattamente n, contando i punti con molte-
plicita.

Per ogni p € S, possiamo scegliere coordinate locali per cui f si scrive come
z+— w = 2"; v = v(p) viene chiamato indice di ramificazione di f in p, e il
punto p si dice ramificato se v(p) > 1. Dato che ogni punto sufficientemente
vicino a un punto ramificato p non e ramificato, la compattezza di S implica
che il numero di punti ramificati e finito; ha quindi senso definire il luogo di
ramificazione come uno dei divisori

B=Y (u(p) - peDiv(S), B =3 (u(p) ~ 1)f(p) € Div(s").

peS peS
Per ogni ¢ € &', scriviamo f*(q) = > -1, v(p)p € Div(S); chiaramente
deg f*(q) =n=Y_ uv(p). (1)
pef~(q)

Si ha dunque un rivestimento f : S\B — S\ B’ di grado n; se triangoliamo
S’ in modo che ogni punto di B’ sia un vertice, possiamo triangolare S in
modo che le celle aperte siano le componenti connesse delle immagini inverse
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delle celle aperte di S’. Se cg, ¢1, o indicano rispettivamente il numero di
0-,1-,2-celle in S’, avremo n - ¢; 1-celle e n - ¢y 2-celle in S; inoltre, dalla
relazione (1), abbiamo

fHol=n— Y wp) -1,

pef~1(q)

da cui il numero di vertici nella triangolazione di S ¢ esattamente

Slr- X -] =ne-3 wm-1.

q€B pef~Y(q) pes

Da questo si deduce facilmente che

N(S) =n-ca—n-cr+n-co— 3 (v(p) = 1) = n-x(S) = 3 (v(p) = 1), (2)

peS peS
cioe 1
9(8) = n(g(8) 1)+ 1+ 5 3" (vlp) — 1)
peS
In modo simile, possiamo legare i fibrati canonici Kg e Kg: se w ¢ una 1-
forma meromorfa globale su S’, scrivibile localmente come w = %dw, per

ogni p € S con indice di ramificazione v(p) = v si possono trovare coordinate
locali tali che w = 2", e percio

* g(zv) vo__ v—1 (Zv)
ffw= h(z”)dz =0z h(z”)dz’

cioe ord,(f*w) = v - ordy(p (w) + v — 1, da cui

(fw) = fr(w) + Y (v(p) = Lp.

peES

In altre parole Ks = f*Kg + B, e in particolare

degKS:n-degKgx—i—Z(v(p)—l). (3)

peS
Grazie a questa serie di osservazioni deduciamo facilmente:

Teorema 1.1.1 (Formula di Riemann-Hurwitz). deg Kg = —x(5) = 29 — 2.



Dimostrazione. Se f € H°(S,.#s) ¢ una funzione meromorfa globale su S,

scritta localmente come 22 con g, h coprimi, f induce una mappa olomorfa

h(z)?
globale
f: S — P!
z > 9(2), h(2)]

Visto che x(P') = 2 = — deg Kp1, dalle relazioni (2) e (3) otteniamo

X(S) =n-x(P") =) (v(p) = 1) = —n-deg Ke1 — > _ (v(p) — 1) = — deg K,
peS

peS
cioe la tesi. O]
Per completezza osserviamo anche che:

Corollario 1.1.2. e [l numero di punti di ramificazione di f, contati
con molteplicita, coincide con il numero y_ o (v(p) —1) = —x(5) +
n-x(S"), e in particolare é pari;

e Se f non é costante, g(S) > g(5").

L’ultimo risultato preliminare su cui ci vogliamo soffermare ¢ la cosiddetta
formula del genere, che lega il genere di una superficie in P? al grado del
polinomio omogeneo che la caratterizza; prima di enunciarla e dimostrarla,
richiamiamo una formula nota:

Proposizione 1.1.3 (Formula di aggiunzione). Sia S una superficie in P2.
Allora il fibrato canonico Kg puo essere descritto come

Ks = (Kp2 ® [5]))s.

Tﬂ;Q\s
T
usuale, possiamo identificare il fibrato N§ come il sottofibrato del cotangente

( [;2| 5)* formato dai covettori nulli su T.

Se S ¢ data su degli aperti U, da delle f, olomorfe, il line bundle [S] ¢ dato
dalle funzioni di transizione g,p = ;—;; visto che f, e nulla su VNU,, e visto
che il differenziale df, € H(U,, O(N%)) non ¢ mai zero per liscezza di S,
abbiamo che

Dimostrazione. Indichiamo con Ng = il fibrato normale a S; come

dfa = d(gaﬁfﬁ) = dgocﬁf,@ + gaﬁdfﬁ - gaﬁdfﬁ7

e dunque le df,, si rincollano a una sezione globale mai zero di N ® [S]. Tale
sezione produce un frame globale per N¢ ® [S], e quindi N§ ® [S] & banale,



C e
cioe N¢ = [—5]s.
Considerando la successione esatta

0 —> N§ — (Tpeyg)” — (T4)" — 0,
si ottiene facilmente che
(Na@wr) = N@ e,
da cui
Kg = Kp2 g ® Ng = (Kp2 @ [S])}s-
O

Teorema 1.1.4 (Formula del genere). Sia S una superficie in P? definita da
un polinomio omogeneo di grado d. Allora
(d—1)(d—-2)

9(S) = 5

Dimostrazione. Sappiamo che, indicato con H un iperpiano generico di P?,
Kp: = —3[H], mentre [S] = d[H], da cui Kp ® [S] = (d — 3)[H]. Visto
che per la formula di aggiunzione il grado deg K¢ coincide con la cardinalita
dell'intersezione fra S e (d — 3)H, abbiamo che

~ 2+4degKs 2+d(d-3) (d—1)(d—2)
a 2 a 2 2 '

9(S)

In particolare otteniamo che tutte le cubiche lisce in P? sono tori.

1.2 Superfici di genere 0 e 1

Grazie alla teoria richiamata, siamo in grado di descrivere in modo piuttosto
esplicito le superfici di genere 0 e 1. In particolare, mostreremo che I'unica
superficie di genere 0 ¢ la sfera di Riemann P!, mentre ogni superficie di
genere 1 pud essere vista come una cubica liscia in P2,

Innanzitutto osserviamo che, se S & una superficie di genere g, allora la dimen-
sione degli spazi H°(S, Q%) = H'(S,Og) ¢ esattamente g. Infatti tali spazi
sono isomorfi grazie alla dualita di Kodaira-Serre, e per la decomposizione di
Hodge si ha che

2g = dim H'(S,C) = dim H°(S, Q) + dim H'(S, Os).

b}



Proposizione 1.2.1. Ogni superficie di genere 0 & biolomorfa a P*.

Dimostrazione. Preso un qualunque punto p € S, e detto L = [(p)] € Pic(95),
possiamo considerare la successione esatta

0— Og — Og(L) - L, — 0,
che in coomologia diventa
H°(S,0s(L)) — L, — H'(S,05) = 0.

Ma allora esiste una sezione globale di L non nulla in p, da cui esiste una
f € L(p) meromorfa, olomorfa fuori da p e con un polo semplice in p. Chia-
ramente f induce una mappa f : S — P! olomorfa e biunivoca, in quanto il
valore oo € P! & preso una e una sola volta, e percio segue la tesi. O

Proposizione 1.2.2. Ogni superficie di genere 1 € una cubica non singolare
T2
wn P2,

Dimostrazione. 11 grado deg Kg € zero, quindi 3 > deg Ks+2 e per il Kodaira
embedding L = [(3p)] immerge S in PV, con N = dim H°(S,O(L)) — 1 >
2. Ma visto che H°(S,O(L)) = L(3p) ¢ generato da funzioni con parte

principale della forma

a_3 a_9 a_q

— + =+ — +ao,

z z z
necessariamente abbiamo che dim H°(S, O(L)) < 4. Osservando che, se la
dimensione fosse proprio 4, esisterebbe una funzione meromorfa su S con

un unico polo semplice in p, che indurrebbe un biolomorfismo di S con P!,
concludiamo che dim H°(S,O(L)) = 3. O

Nonostante la precedente proposizione dimostri I'esistenza di un’immersio-
ne S < P? di ogni superficie S di genere 1, puo essere istruttivo costruire
esplicitamente tale immersione; questo sara il contenuto della prossima parte
della sezione.

Prima di cominciare, ricordiamo che, se ¢ € una 1-forma meromorfa su S,
con divisore polare a; + ...+ ag4, allora

Z Res,, () = 0.

Infatti, preso ¢ > 0 abbastanza piccolo e prese delle palle B; = B(a;,¢)
intorno ai poli, per Stokes abbiamo

O:—/ dgpz/ © =Y Res,(p).
S\U, B o(U; B) 2



In particolare, prendendo ¢ = %, otteniamo che le funzioni meromorfe su S
hanno lo stesso numero di zeri e poli, contati con molteplicita.

Adesso, procedendo come nella dimostrazione della Proposizione 1.2.2, otte-
niamo che non esistono funzioni meromorfe su S con un unico polo semplice;
notando perd che H'(S,O(p)) = H(S,O(Ks ® [(p)]*)) = 0 per il vanishing,
in quanto deg (p) > deg Kg, abbiamo che la successione esatta

0— O(p) — O2p) — C, —0
produce una mappa in coomologia
HO(S,0(2p)) — C, — H'(S,0(p)) = 0.

Ma allora esiste una funzione F' meromorfa su S con un polo doppio in p e
olomorfa fuori da p. Inoltre H°(S, Q%) ha dimensione 1 = ¢(.9), percio, detta
w una qualunque forma olomorfa non zero su S, abbiamo che H°(S, Q%) =
(w), e dunque deg(w) = deg Kg = 0, da cui w & ovunque diversa da zero.
Considerando la 1-forma meromorfa F' - w, che ha come divisore polare p, si
ha che Res,(F' - w) = 0, e percio F' si puo scrivere intorno a p come
1
F(z) = 5 +0(1),

a meno di moltiplicare per una costante opportuna. Inoltre la funzione % e

olomorfa fuori da p ed ha un polo triplo in p, dunque a meno di considerare
F = )\% + M F per certe costanti A, X', possiamo scrivere

F/(z) = & +0()

in un intorno di p. Ma allora 'embedding iy, : S < P? dato dal line bundle
L = [(3p)] puo essere scritta come z +— [1, F'(2), F'(2)], in quanto {1, F, F"}
¢ una base di H°(S,O(L)); visto che

1 c

1 d
F/(Z)Q = E +

;+mm mﬁ=5+§+;+mm
abbiamo che la mappa F'(2)? + dF'(z) — F(2)? + (¢’ — ¢)F(z) ¢ olomorfa
fuori da p e ha un polo semplice in p, cioe ¢ costante. Dunque I'immagine
dell’embedding i, ¢ semplicemente il luogo di zeri del proiettivizzato di y? +
'y = 23+ ax + b, dove denotiamo con x = j—(l) ey = 2—3 le usuali coordinate, e
a meno di cambiare variabili tale immagine puo essere identificata col luogo
di zeri del proiettivizzato di

y'=a(r— 1)@ - N),
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per un certo A € C.

Tutta questa trattazione esplicita ha il merito di suggerire che I'insieme delle
superfici di genere 1 sia parametrizzato da un’unica variabile complessa A;
ricordando che ogni toro complesso di dimensione 1 € una superficie di genere
1, e che l'insieme dei tori complessi di dimensione 1 puo essere anch’esso
parametrizzato da un’unica variabile complessa, viene naturale chiedersi se
i tori complessi esauriscano l'insieme delle superfici di genere 1 a meno di
biolomorfismo. La parte restante del capitolo si occupa di mostrare che tale
ipotesi e effettivamente vera.

1.3 1l Teorema di Abel

Questa sezione si occupa di descrivere geometricamente le superfici di qua-
lunque genere, usando il noto Teorema di Abel.

Per cominciare, indichiamo con C una cubica liscia in P?, data dall’equazione
y? = 23 + ax + b per certi a,b € C. Come gia osservato, il genere di C &
1, percido C' & topologicamente un toro. Se w € HY(C,Q}) ¢ una 1-forma

olomorfa non zero su C, essa genera H°(C,Q}), e chiaramente I'integrale

4
/ w
q
non e ben definito, ma lo € solo modulo i periodi di w, cioe modulo gli integrali

di w lungo i cammini chiusi v € H{(C,Z). Se 71,72 sono cammini chiusi che
generano H,(C,Z) = 7 & Z, denotiamo

a1=/w, CLQ:/UJ;
71 72

ovviamente i periodi dei v € H;(C,Z) saranno numeri in A = Spany(a;, az) C
C. Non e difficile vedere che A € un reticolo massimale in C, in quanto se
per assurdo esistesse una relazione di dipendenza lineare kia; + koas = 0 su
R, essa produrrebbe relazioni di dipendenza lineare

kl/w+k2/w:0, kl/w—l—kg/w:()
Y1 72 71 Y2

e percid ki[v1] + k2[72] = 0 in H;(C,R), in quanto w,w generano H},5(C) =
HY(C)® H*Y(C), assurdo.
A questo punto, 'integrale fpi w al variare di p € C definisce una funzione



olomorfa C' — C/, che pero & completamente intrattabile; Abel fu il primo
ad accorgersi che tale funzione diventa semplice da studiare se si considerano
particolari somme:

Teorema 1.3.1 (Abel). Sia D = (f) =>_,pi — >_; ¢; il divisore associato a
una funzione f meromorfa su C. Allora

Pi
Z/ w=0 (modA),
i qi

ctoé esistono cammini «; da q; a p; talt che

zi:/aiw:().

Dimostrazione. Consideriamo i divisori Dy = (Aof — A1) = Y. pi(A) —
> ai(A) al variare di A = [Ag, \1] € P'. Posto

Pi(A)
o)=Y /qm W (mod A),

1) definisce una mappa olomorfa P* — C/,. 1 ¢ costante, perche se non lo
fosse, sarebbe surgettiva e si avrebbe che g(P') > g(C/,), assurdo. Osservato
che ¥ e zero per Ay — 0, in quanto il divisore D, e nullo per Ay — 0,
concludiamo che v & ovunque zero. O

Vogliamo generalizzare tali idee a superfici di genere arbitrario: siano dy, ...,
94 1-cicli in S che formano una base per H;(S,Z). Come spesso si fa in
topologia algebrica, possiamo scegliere i generatori in modo che formino un
4g-agono formato dalla concatenazione dei cammini 6;044;9, 15;2- per i =
1,...,g9. I primi g elementi della base vengono chiamati A-cicli, mentre i
secondi B-cicli. Siano invece wy, . ..,w, una base per H°(S, Q). Definiamo

matrice dei pertodi la matrice

f61W1 f52gCU1

Q= € M,y4(C).

félwg f52gwg
Le colonne IT" = (f; wi ... [; wy) € C7 sono dette periodi. In analogia
al caso g = 1, e facile vedere che tali periodi sono indipendenti su R: allo

stesso modo si mostra che una relazione ), k; fd_ wj=0perognij=1,...,9
produce una relazione ), k;[6;] = 0 € H(S,R). Dunque i periodi formano
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un reticolo massimale A = Spany (I}, ... 11%9) C C9.

Il toro complesso _# (S) = C9/, viene detto Jacobiano (o varieta jacobiana)
di S; inoltre, sempre come nel caso g = 1, il vettore di integrali

(JPwr e [Tw)

non ¢ ben definito in C, malo ¢ in _#(S). Si ha percio una mappa p: S —

F(9) data da
pp) = (Lywr - [ wg)

che puo essere estesa al sottogruppo Div®(S) di Div(S) dei divisori di grado
0 ponendo

“(ZWZ%) — (Sl Sy,

Lo studio di questa mappa occupera gran parte della sezione; prima pero
abbiamo bisogno di sottolineare alcune proprieta dei periodi, che saranno
fondamentali per poter proseguire nella teoria.

Scegliendo 1-cicli dy, . . ., 024 come sopra, in modo che abbiano tutti lo stesso
punto base sg, abbiamo che il complementare dei §; &€ una regione A sempli-
cemente connessa, tale che 0A contiene tutti i J; esattamente 2 volte, una
con segno + e una con segno —.

Proposizione 1.3.2 (Prima legge di reciprocita). Sia w una 1-forma olo-
morfa e n una 1-forma meromorfa su S, con poli {s\} € S. Assumendo che
i s non si trovino sui d;, denotiamo rispettivamente con II'° e N i periodi di
w en suid;. Allora

g

. - ; ) ”
(IT N9+ — [I9%N) = 271 E Res;, (1) / w.
Z y %0

=1

Dimostrazione. Essendo A semplicemente connessa, possiamo definire la fun-
zione

olomorfa su A, tale che w = dr. Per ogni coppia di punti p € &;, p' € ;!
identificati tramite I'identificazione topologica dei 9;, si ha che

' 8i(1) ' ,
7r(p’)—vr(p)z/ w:/ w+/ w+/ w = It
p P dg+i ;(1)
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e analogamente 7(p/) —7(p) = —II' per ogni coppia di puntip € §y4, p' € 5;@

identificati. Consideriamo adesso la 1-forma meromorfa 7 -7 su S; per il
teorema dei residui

s
/ Ten = 2mi X:RessA (m-n) = 2mi Z Ress, (1) / w.
0A A by S0

D’altra parte, sfruttando le uguaglianze ottenute sopra, si ha che

/ TN = —Hg+i/ n=—II"N", / m-n=II'N9",
8407t 5 Sgtito, )

g9

da cui la tesi uguagliando le scritture ottenute. O

Se in particolare anche = w’ & una 1-forma olomorfa su S, con periodi II"
su d;, sfruttando 1'uguaglianza d(7 - w') = dr A W' = w A W', per Stokes si ha

che .
WAW = / e = (HiH/gH _ HWW).

Corollario 1.3.3. Ogni 1-forma olomorfa con tutti gli A-periodi zero é zero.

Dimostrazione. Usando 1'uguaglianza sopra nel caso w’ = w, si ha che w A
e positiva e dunque, se w #Z 0,

g
0< z’/wszzZ (Hinw —Hgﬂ'ﬁ) -0,
S i=1

assurdo. O

Di conseguenza, essendo le colonne indipendenti, il minore g X g a sinistra
della matrice dei periodi €2 & invertibile, e quindi si puo scegliere una base
wi, ... wy di H2(S, Q%) tale che Q = (1,2).

Sempre dalla prima legge di reciprocita possiamo ottenere due corollari par-
ticolarmente importanti, conosciuti come relazioni bilineari di Riemann:

Corollario 1.3.4 (Prima relazione bilineare di Riemann). Se n = ' é una
1-forma olomorfa con periodi 11" su §;, allora

g
Z (HiH/g-i-i . Hg-i—iHli) = 0.

i=1

Corollario 1.3.5 (Seconda relazione bilineare di Riemann). Il minore Z di
Q & simmetrico e la sua parte immaginaria Im(Z) ¢ definita positiva.
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Dimostrazione. Applicando la prima relazione bilineare di Riemann agli ele-
menti w = w;, w’ = w; della base normalizzata introdotta sopra, si ha

/ Wy — / W; = 0,
Og+i g

g+

cioe Z e simmetrica. Inoltre, visto che il prodotto scalare

(wi,wj)—i/wi/\w_j—i/ wj—i/ wZ:23m / Wi
S Og+i J Og+i

g+J
¢ definito positivo, segue che anche Jm(Z7) lo e. n

Ritorniamo finalmente allo studio della mappa g : Div’(S) — _#(S) che
avevamo abbandonato. Ripetendo I'argomento visto nel Teorema di Abel,
otteniamo che, se D = (f) ¢ il divisore associato a una funzione meromorfa
globale su S, allora p(D) = 0; il nostro obiettivo adesso & mostrare che vale
il viceversa, cioe che p(D) = 0 se e solo se D = > . p; — > . ¢; ¢ il divisore
associato a una funzione meromorfa globale.

Preliminarmente, osserviamo che, se D = (f), allora

1 1 df
n=gndlosf =50

¢ una l-forma meromorfa tale che

a; bz
(Moo = — <;pi + Zq) , Resy,(n) = 5 Ress (n) = 57

dove (7)o indica il divisore polare di 1 e a;, b; sono rispettivamente gli interi
per cui D = > .pi — > .qi = >, a\px + 2, gy (per evitare confusioni,
useremo l'indice A quando scriviamo la somma senza ripetere i p e i q).
Inoltre I'integrale fw 1 € Z & un intero per ogni cammino chiuso v contenuto

in S\ U, p; U ¢;. Viceversa, se 1 ¢ una 1-forma meromorfa con tali proprieta,

f(p) = exp (2m' /p : n)

¢ una ben definita funzione meromorfa tale che D = (f). Percio, mostrare il
viceversa del Teorema di Abel si riduce a trovare una 1-forma meromorfa n
con queste proprieta; il prossimo lemma fa un primo passo in questa direzione:
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Lemma 1.3.6. Dato un numero finito di punti p; su S e numeri complessi
a; a somma 0, esiste una 1-forma meromorfa su S con solo poli semplict,
olomorfa fuori dai p; e con residuo a; in p;.

Dimostrazione. La successione

0 — Qf — Q' (Zpl-) e, —o,

dove r indica la mappa che associa a ogni germe di Q'(3, p;) I'insieme or-
dinato dei suoi residui nei punti p;, ¢ esatta, e H'(S, Q%) = H°(S,0s) = C,
quindi in coomologia si ha che 'immagine di H°(S,Q'(}", pi)) in @, C,, ha
codimensione al massimo 1. Ma visto che la somma dei residui di ogni 1-
forma meromorfa su S e zero, si ottiene che la precedente immagine coincide
con {) ., a;, =0} C &,C,,, come voluto. O

Siamo adesso in grado di mostrare:

Teorema 1.3.7 (Abel - Seconda versione). u(D) = 0 se e solo se D = (f)
per una certa funzione f meromorfa su S.

Dimostrazione. Scelta una base d1, .. ., o4 di H1(S, Z) come sopra, siawy, . . .,
w, una base di H°(S, Q) normalizzata rispetto ai d;. Per il lemma, esiste una
1-forma meromorfa su S con poli semplici e residui 52 e 2% rispettivamente
in p; e ¢;; visto che due tali 1-forme differiscono per una 1-forma olomorfa su
S, e visto che il minore g x ¢ a sinistra di {2 e 'identita, possiamo scegliere

una 1-forma meromorfa 1 come sopra tale che

Ni:/n:O peri=1,....9.
6.

3

Per quanto osservato in precedenza, ci rimane solamente da modificare i B-
periodi di 7 per renderli interi. Dalla legge di reciprocita applicata a w; e 7,
si ha

Ng+j:Za)\/p/\Wj‘{'Zb)\/Q/\Wj:Z/pin:Z/ w]',
A P A D i Qi i o

0 0

dove abbiamo usato che ), (ay — b)) = 0 e i cammini «; congiungono ¢; a
p;. Per ipotesi

w(D) = (Zz fai Wi D, fai wg) €A,
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quindi esiste un ciclo vy ~ Zigzl my0y per certi my, € Z tale che

NQHZZ/%:/%
i [£2] ol

per ogni j = 1,...,¢9. Ma allora, se poniamo
g
/
nm=mn- E Mg+ kWk;
k=1
i periodi di 7’ sono ovviamente N” = —m,,; per j =1,..., g, mentre

g
1943 _ NT9+i }: _
N9t — N9+ _ mg+k/ Wy =

k=1 Og+;

2g g
= E mk/ Wy — E mg+k/ WE =
k=1 O k=1

5g+j

g
=m; + E Mgtk / wj—/ wg | = my,
k=1 Og+k Og+j

per j =1,..., g, da cui la tesi. [

Ricordando che Ker[-] = Im () e che Pic’(S) = 1311;0((?)7 possiamo riscrivere
il teorema di Abel come:

Corollario 1.3.8. La mappa ju si quozienta a una mappa iniettiva fi : Pic®(S) —
A (5).
1.4 Il Teorema di Inversione di Jacobi

In quest’ultima sezione completiamo lo studio della mappa u, o meglio della
mappa i, mostrando che & sempre surgettiva. Questo fatto ci permettera di
ottenere conseguenze notevoli nel caso di superfici di genere 1.

Fissato un d > 0, indichiamo con S® l'insieme dei divisori effettivi di grado
d su S, cioe l'insieme

S(d) :{{pla"'apd} |pl € S}

Chiaramente S ¢ il quoziente di S¢ sotto 1’azione del d-esimo gruppo sim-
metrico Gg; inoltre la proiezione 7 : S — S@ induce su S una struttura
di varieta complessa: se D =) .p, € S (@) e 2, & una coordinata locale in un
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intorno U; di p; (con la convenzione che U; NU; = 0 per p; # p; e z; = z; in
U; = U; per p; = p;), allora la mappa

Zqi — (o1(z1(q1), - - -, 2a(qa)), - - - oalz1(qL)s - - -, za(qa)))

¢ una carta su 7(U; x ... x Ug) € S, dove oy,...,04 indicano le funzioni
simmetriche elementari su d elementi, in quanto e chiaramente iniettiva ed e
surgettiva per il teorema fondamentale dell’algebra.

E facile osservare che 7 € un rivestimento fuori dal luogo di ramificazione, e

dunque possiamo prendere coordinate locali (z1(p1),.. ., z4(ps)) su S\ B/;
invece, intorno a un punto d - p € S@, possiamo prendere coordinate locali
(z1+...4 2¢,...,21- ... 2g). La varietd compatta S@ prende il nome di

prodotto simmetrico d-esimo di S.

Nella nostra situazione, il prodotto simmetrico S permette di costruire

un’inclusione
SO DY)

Eipi — Zz (Pi — po)
che composta con p da un’altra mappa
p@: 5@ — pAC)

D (Zz piiwl DY plz]iwg)

Teorema 1.4.1 (Inversione di Jacobi). Per ogni A € #(S), esistonop,...,p, €

S tali che
H (Z (pi —po)> = A

%

In altre parole, per ogni A € C9, esistono p1,...,py € S e cammini o; da py

a p; tali che
Z/wj:)\j perj=1,...,9.

Inoltre, per il generico A € C9, il divisore ), p; € unico.

Dimostrazione. Per quanto visto sopra, la tesi equivale a mostrare che p(9) &
surgettiva e genericamente biunivoca. Per la prima parte, sia D = ) .p; €
S un divisore effettivo con tutti i p; distinti; se z; ¢ una coordinata locale
su S intorno a p;, 21, ..., 2z, sono coordinate locali su S ) intorno a D. Per
D' =", % vicino a D, si ha che

a P (3 2; 24 w1 Wg
6_zj(’u(g)<D)) :a_zj(zifpowl Zifpowg) = (Ej E)»

15



da cui il Jacobiano di x9 intorno a D ¢

Wi w1
dz1 "7 dzg
g . .
Ju9(D) =
Yy Y
dzy 7" dzg

E immediato osservare che della i-esima coordinata z; moltiplica la i-esima
colonna per un fattore non nullo, e percio non cambia il rango del Jacobiano.
Scegliendo percio p; tale che wy(py) # 0, e sottraendo un opportuno multiplo
di wy a wy,...,w,, possiamo supporre che wy(p1) = ... = wy(p1) = 0. Pro-
cedendo analogamente, possiamo supporre che che Ju(9 (D) sia triangolare
superiore con elementi sulla diagonale non nulli per un certo D; dunque p(9)
non e ovunque singolare.

Adesso, se ¢ ¢ una forma di volume su _# (.5), si ha che

/ (M(g))* v >0,
S(d)

in quanto (9 preserva l'orientazione e |Ju9)| # 0; ma se per assurdo
Im (49) non contiene un punto g, essendo H?(_# (S)\{¢},R) = 0, si ha

che v =dp in 7 (5)\{¢}, da cui

/S ) - / () =0,

assurdo. Rimane da mostrare che p9) & genericamente 1 a 1. Visto che per
il teorema di Abel (u(«"))_l (M) ¢ dato dai divisori effettivi |D| linearmente
equivalenti a un qualunque D € (,u(g))f1 (M), dalla teoria sappiamo che tale

spazio € uno spazio proiettivo, e percio connesso. Ma visto che la fibra
generica ha dimensione 0, necessariamente ¢ un punto. L]

Corollario 1.4.2. La mappa [i : Pic’(S) — _Z(S) ¢ un biolomorfismo.

Concluso il fondamentale studio della mappa p, possiamo dedicarci alle con-
seguenze. Innanzitutto ci soffermiamo su un particolare risultato relativo
ai divisori sulle superfici, per poi concludere con la caratterizzazione delle
superfici di genere 1 a cui ambivamo fin dall’inizio del capitolo.

Corollario 1.4.3. Ogni divisore di grado > g su una superficie di genere g
e linearmente equivalente a un divisore effettivo.
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Dimostrazione. Se deg(D) = d > g, allora deg(D —dpy) = 0 e percio esistono
D1, - ., Py tali che

u(D —dpo) = A = p (Z (i —p0)> .

i

Ma allora per Abel esiste una funzione meromorfa f tale che D — dp, =
> Pi — gpo + (f), ciog

D= sz (d—=g)po+ (f)-

]

Corollario 1.4.4. Ogni superficie di genere 1 € biolomorfa a un toro com-
plesso C/ per un certo reticolo A C C.

Dimostrazione. La mappa pV : S — #(9) & surgettiva per Jacobi; inoltre,
se uM(p) = pM(p'), per Abel esiste una funzione meromorfa f su S tale che
(f)=(p—po)— (P —po) = (p—p'), che deve necessariamente essere olomorfa
in quanto ha al massimo un solo polo semplice, quindi p = p'. O

Risulta quindi evidente I'importanza che i tori complessi rivestono all’interno
della teoria delle varieta complesse: il gruppo di Picard PicO(S) di una super-
ficie di genere g € un toro complesso g-dimensionale. Nel prossimo capitolo
ci concentreremo percio sulla geometria e 'aritmetica dei tori complessi n-
dimensionali, che possono essere interpretati sia come varieta complesse che
come gruppi di Lie.
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2 Tori complessi abeliani

2.1 Varieta abeliane

Nel seguito denoteremo con V' uno spazio vettoriale complesso di dimensione
n, e con A C V un reticolo massimale.

Definizione 2.1.1. Il toro complesso M = V/, si dice varieta abeliana se &
immergibile iniettivamente in uno spazio proiettivo.

M ha un’ovvia struttura di gruppo di Lie, indotta dalla somma su V: per
ogni € M e ogni x € V sopra u, la mappa

T, Vo— Vv
v — v+

induce su M un automorfismo 7,, detto traslazione per . Dunque il tan-
gente olomorfo Ty (M) puo essere sempre identificato con V. Inoltre ogni
prodotto hermitiano su V' induce una metrica di Kahler su M, invariante per
le traslazioni 7,.

Proposizione 2.1.1. Le forme armoniche J*(M) coincidono con le forme
(M) invarianti sotto traslazioni.

Dimostrazione. Visto che la traslazione 7, preserva la metrica, si ha che
i o*(M) — &/*(M) manda forme armoniche in forme armoniche; dun-
que, visto che 7, ~ id e per il teorema di Hodge (M) = H*(M,C),
otteniamo che 7;; : (M) — H*(M) ¢ I'identita, cioe le forme armoniche
sono invarianti sotto traslazioni.

Viceversa, ogni forma invariante sotto traslazioni ¢ completamente determi-
nata dal suo comportamento su un unico T,(M) =T, (M) & T,/ (M) = VoV,

cioe i} . .
FM)y= N\ LM = \Nve V.

Topologicamente M ¢ omeomorfo a (S!)?", quindi la dimensione dello spa-
zio delle k-forme armoniche & by(M) = (¥") = dim .#*(M), da cui la tesi

ricordando che 7% (M) C .#%(M). O
Dunque in particolare, se z = (z1,...,2,) sono coordinate euclidee su V', e
dzy,...,dz, e dzy, . ..,dZz, sono le corrispondenti 1-forme globali, allora

<ﬁiﬂ*(.]\f) = C[dZ] VAN dZ_J]LJ, cioe <%ﬂp’q(]W) = (C[dZ] A dZ_J]|]|:p7|J|:q.

D’altra parte, ogni cammino chiuso v € H(M,Z) con punto base [0] € M
si solleva a un cammino 7 in V' che parte da 0 e finisce in A € A; essendo
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Vil rivestimento universale di M, possiamo identificare Hy(M,Z) con A.
Tramite questa identificazione, se Ay, ..., Ay, ¢ una Z-base di A (e quindi
anche una R-base di V), xy, ..., xs, sono le corrispondenti coordinate duali
reali e dxq,...,dxs, le 1-forme su M corrispondenti, allora

/ dl’j = 62’]’7
A

ciot HY(M,Z) = Z[dxy, . .., dxs,]. Allo stesso modo si pud vedere che
H*(M,Z) = Z[dz1) 1=

Vedremo che le due basi “canoniche” trovate per H*(M) sono equamente
importanti, e saranno spesso usate nel seguito del capitolo.

Adesso, per il Kodaira embedding, M e abeliana se e solo se esiste una
forma di Hodge su M, cio¢ una (1,1)-forma w chiusa, positiva e tale che
[w] € H?*(M,Q). Una tale @ ¢ scrivibile come

~ 1 —
w=3 zﬁ: hop(2)dze N dZg;

se du ¢ la metrica euclidea su V' invariante per M e tale che u(M) = 1,
possiamo porre hap = [, hap(2)du(z) e ottenere una forma

()
W=y Zﬂ: hop(2)dze N dZg

invariante e ancora di Hodge. Percio:

Proposizione 2.1.2. M ¢ abeliana se e solo se esiste su M una forma di
Hodge invariante.

Poniamo Il = (74)ia € Manxn(C) la matrice tale che
dr; =Y Tadze + Y TialZa,

ciod tale che I = (II|TI) € Manx2,(C) ¢ la matrice di cambio di base da
{dzq4,dZ5} a {dx;}. L’obiettivo della sezione & trovare delle condizioni neces-
sarie e sufficienti su I o II (o su matrici ad esse collegate) affinche M sia
abeliana. Le prossime condizioni forniscono una prima caratterizzazione dei
tori complessi abeliani:
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Proposizione 2.1.3 (Condizioni di Riemann I). M ¢é abeliana se e solo se
esiste una matrice QQ € Ma,xo,(Z) antisimmetrica tale che

TR =0 e — {'TIQII > 0.
Dimostrazione. Se w € una 2-forma intera e invariante, possiamo scrivere
! > qyda; Ad
2 - J q’L] (3 J

per una certa matrice Q = (¢;j)i; € Manx2,(Z) antisimmetrica. In termini

della base {dz,,dZ}, si ha

1
w = 5 Z Qij (madza +7T_mdz) A\ (ngdZﬁ + 7T_15d2_5> =

i7j7a7ﬁ

1 1 -
=3 Z QijTiaTjpd2a N dzg + 3 Z GijTiaT;80%Z N dZg +
Z7j7a7/3 l7j7a7ﬁ
ar20(M) €a/02(M)

1 P—— —_

T3 ,Zﬁ Gij (MiaTjp — TipTja) dza A d2g,
27]7a7

J/

e/ 11 (M)

dunque w € & (M) se e solo se

(Z Qijﬂ-ioﬂrj6> = tHQH = O
ivj O(,ﬂ
e w e positiva se e solo se
21 \ 4 - 2i
17]

1 1 — — _
— (Z (QijTiaT;5 — qjm_imja)> 5 (tHQH — thQH) = —i'TIQII > 0.
a8

]

In termini della matrice ﬁ, si ha che
~ = I — IQIL IQII
t p— —_— p— p— [— p—
NI = (tH) @ (H H> (tHQH tHQH)
tﬁQH _t (thQﬁ) _ 1 (tHQﬁ> ’
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percio M ¢ abeliana se e solo se esiste Q € My, x2,(Z) antisimmetrica tale

che
~ = H 0
et <0 —tH> ’
con H definita positiva.

A volte risulta piu conveniente scrivere queste condizioni usando una matrice
leggermente diversa, la cosiddetta matrice dei periodi: se Aq,..., Ay, € una
Z-base di A, e eq,...,e, € una C-base di V, definiamo matrice dei periodi la
matrice Q = (Wai)ai € Mpux2n(C) tale che

>\i: E WeaiCa-
«

Sexq,...,xo, €21, ..., 2, s0n0 le coordinate duali rispettivamente di Ay, ..., Ag,
e ég,...,en, si ha che

dza: § waid'ria dz: § Waidx%
i A

dunque la matrice Q= (%) € Mospx2,(C) da il cambio di base da {dz;} a

{dza,dZ5}. Ma allora QII = I, cioé QI = I,, e QII = 0.

Proposizione 2.1.4 (Condizioni di Riemann II). M ¢ abeliana se e solo se
esiste Q) € Mapxon(Z) antisimmetrica tale che

QM0 =0 e —iQQ'Q > 0.
~ = ~ =—1
Dimostrazione. Chiaramente —i'TIQII = —i'Q~1QQ , percio riscrivendo le
condizioni di Riemann in termini di €2 si ottiene che M ¢ abeliana se e solo
se esiste una @ € Mo, «2,(Z) antisimmetrica tale che

= .~ (H' 0
i0Q “’Q:( 0 _tH_l),

con H > 0. Si conclude osservando che H > 0 se e solo se H~ > 0. O

Concludiamo la sezione con un’ultima riscrittura delle condizioni di Riemann,
forse la piu importante, che mostra molte analogie con la teoria dei tori com-
plessi 1-dimensionali visti nel primo capitolo. Prima di questa, mostriamo
un semplice lemma di algebra lineare che assumera un’importanza centrale
nel seguito della trattazione:
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Lemma 2.1.5. Se Q ¢ una forma quadratica antisimmetrica e intera su
A =2 72" esiste una Z-base \q, ..., Aoy di A tale che QQ rispetto a tale base si

scrive
(0 A _
Q_<—A5 0), con As = 5

per certi §; interi tali che &y | ... | 0, (0 meglio, queste relazioni di divisibilita
sono valide per i 6; non nulli, che possiamo supporre siano posti per ultima).

01

Dimostrazione. Per ogni A € A, l'insieme {Q(A\,\) | X € A} ¢ un ideale
principale d)Z di Z, per un certo dy > 0. A meno di isolare il nilradicale
trovandogli una base e ponendola all’inizio della base di A cercata, possiamo
supporre che dy > 0. Sia percido §; = min{d) # 0 | A € A}, e scegliamo
A1, Anr1 € A tali che Q(A\, A\,11) = 61. Allora, per ogni A € A, 4; divide
QA A1) e Q(\, A\ys1), e possiamo scrivere

QA A1) QA A1)

51 )\n+1 - 51 )\1 € Zp\la >\n+1]J_7

A+

ciot A = Z[A, A\ny1] @ Z[M1, \ny1]t. Ripetendo lo stesso ragionamento a
Z[M1, Mgt e iterando, si ottiene la base di A desiderata.

Inoltre 0y | d2, in quanto dy\Z C d,Z per ogni A € A, dove d\Z = {Q(\, \) |
N € Z[A\1, As1] T}, e percid iterando 8y | ... | ,. O

Gli interi d;, spesso chiamati divisori elementari della forma quadratica, for-
mano un invariante completo per tali forme quadratiche a meno di similitu-
dine.

Proposizione 2.1.6 (Condizioni di Riemann III). M é abeliana se e solo se
esiste una Z-base A1, ..., Aoy, di A e una C-base eq,...,e, di V tale che

Q= (4As]2),
con Z simmetrica e tale che Jm(Z) > 0.

Dimostrazione. Dal lemma, se w ¢ una 2-forma intera, invariante e non dege-
nere (cioe w" # 0) su M, possiamo trovare una Z-base Aq,..., Ay, di A tale
che, in termini delle coordinate duali x1,..., 29, su V, si abbia che

w = 2”: 0adTo N\ dTy, . q,

a=1
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per certi &; | ... | 4, interi non nulli. Ma allora i vettori e; = &; '\, per
t=1,...,n formano una C-base di V; la matrice dei periodi e della forma

Q= (A5|Z>7

e una tale matrice dei periodi viene detta normalizzata. Come gia visto, w e
di tipo (1,1) se e solo se QQ~1Q) = 0, cioe se e solo se

(Mg 2) (Agl _Aoé_l) (tAZé) = (A5 2) (_A;:tz) =Z-'Z7=0

e w & positiva se e solo se —iQQ Q) > 0, cioe se e solo se

—i (&g 2) ( ASI _AO“> (?g) = —i(Z -"Z) = 20m(Z) > 0.
]

Osserviamo che la matrice II ha una forma particolarmente semplice in ter-

mini delle basi {\1,..., A2} e {e1,...,e,}: Visto che (H ﬁ) <%) = Iy,
abbiamo che A o
. <%Ang<ﬁm<Z>>1)
n(m(2)™ )

La classe [w] € H*(M,Z) su una varieta abeliana M & detta polarizzazione di
M. Gli interi §; trovati sopra sono invarianti completi per [w], e sono chiama-
ti divisori elementari della polarizzazione. La polarizzazione |w] viene detta
principale se tutti i divisori elementari sono 1.

Adesso, se S ¢ una superficie di genere g, con basi y1,...,7, di H1(S,Z) e

wi, ... wy di H°(S, Q%) normalizzate in modo che
/ Wa = Oia
Vi
per ogni i,&« = 1,...,¢, si ha che la varieta jacobiana _#(S5) = Zp\lj?—m,
dove \; ="' ([ wi ... [ wy), ha una matrice dei periodi della forma
Q= (In|Z)a

con Z simmetrica e tale che Jm(Z) > 0. Ma allora _#(S) ¢ abeliana, e ha
una polarizzazione principale data da

w= Z dxe N\ dx, o,
dove {dz;} ¢ la base di H*(_#(S),Z) duale alla base {\;} di H,(_#(95),Z).
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2.2 La geometria dei line bundle su tori complessi

In questa sezione cercheremo di descrivere nel modo piu esplicito possibile i li-
ne bundle su M. Ricordiamo che da d-Poincare H'(C", Ocn) = H*(C", Z) =
0, dunque ogni line bundle su V' = C" ¢ banale. Percio, se L € Pic(M) &
un line bundle, il pullback 7*L di L su V' ¢ banale, e possiamo trovare una
banalizzazione globale ¢ : 7L — V x C. Adesso, se z € V e A € A, le fibre
di 7*L in z e 2z + A sono identificate con Ly(.), e guardando la banalizzazione
© si hanno delle mappe

C & (L), = Loy = (7°L).0 28 C.
Dunque la composizione ., 0@, ! ¢ un automorfismo di C, cio¢ un elemento

di C*, che denoteremo ey(z). Chiaramente ey € H°(V, 0} ), e 'insieme di
tali ey si dice insieme di moltiplicator: per L.

Le funzioni ey verificano le relazioni di compatibilita
6)\/(2 + /\)6)(2) = 6)\<Z + )\/)6)\/(2) = 6)\4_)\/(2), (4)

dato che il diagramma

= (T"L)o4n = —= 5 C

6A+>\/(z)

o (N

commuta. Viceversa, data una famiglia {ex}ren € HO(V,Of) di funzioni
olomorfe intere mai zero che verificano le relazioni di compatibilita (4), co-
struiamo un line bundle L € Pic(M) che abbia questi come moltiplicatori:
basta prendere L come lo spazio quoziente di V' x C per le identificazioni

(2,6) ~ (2 + X ex(2)€)
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al variare di ze V, Ae Ae e C.

Il primo passo per capire la struttura geometrica dei line bundle su M e
scrivere esplicitamente i moltiplicatori dei line bundle piti importanti; per co-

minciare, osserviamo che, se A1,..., Ay, € una Z-base di A tale che A\{,..., \,
e una C-base di V, si ha un omeomorfismo
V ~Y *\ 1
7 = (C)",
ZIM, . M)

e la proiezione 7 : V' — M puo essere fattorizzata come

vV — I M.

ZM, - A

\4

T e completamente deter-

Proposizione 2.2.1. Ogni line bundle su
minato dalla sua classe di Chern.

Dimostrazione. Sempre per 9-Poincare, H'((C*)", Oc+yn) = H2((C*)", O(ceyn) =
0, dunque passando in coomologia la successione esponenziale si ottiene un
isomorfismo

H'((C)", Ocoy) — H*((C)", Z2).

C1

O

Adesso, se L € Pic(M), possiamo scegliere una base Aq,..., Ay, come sopra
tale che, in termini delle coordinate duali x4, . . ., z9, su V, valga 'uguaglianza

(L) = Z 0adZo N Ay .
a=1
Ma 14 ¢ ben definito su m, quindi [dz,44) = [0] € Hpp (ﬁ)
per ogni «, e percio ¢1(mj L)) = wf(c1 (L)) = 0, cioe 7} L & banale per la propo-
sizione precedente. Se prendiamo una banalizzazione ¢ : 7L — (C*)" x C ed
estendiamo ¢ a una banalizzazione ¢ di 7* L, dalle relazioni di compatibilita
(4) si ha che
ey, =1 perognia=1,...,n.

o

Dunque, a meno di scegliere una base opportuna per A, si puo sempre sup-
porre che i moltiplicatori relativi ai primi n elementi della base siano identi-
camente 1. Inoltre, sempre per le relazioni di compatibilita, per determinare

I'intero insieme dei moltiplicatori basta definire e, solo per i A in una base
di A.
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Concentriamoci adesso sulle varieta abeliane; sia percio w una (1,1)-forma
intera, invariante e positiva. A meno di cambiare base di A, si ha che

w = i 0adTo N\ dTyq,

a=1

con i &, come al solito interi e non nulli. Poniamo e, = §,'\, per a =

1,...,n, esiano zy,..., z, le rispettive coordinate duali; allora
€1 le
()\1 .. >\2n) = Q, = tQ (d,fl ce dl’gn) s
en dzy,
con Q = (As|2), Z = (Zap)ap simmetrica e con parte immaginaria de-

finita positiva (per le condizioni di Riemann III). I nostri ragionamenti si
fonderanno sul seguente lemma:

Lemma 2.2.2. L € Pic(M) dato dai moltiplicatori

—2MizZq

ex, =1, Ernyal2) =€ : a=1,...,n
ha come classe di Chern ¢;(L) = [w].

Dimostrazione. Innanzitutto vediamo che tali moltiplicatori verificano le re-
lazioni di compatibilita. L’unica non verifica non banale e

ex . (z+ Maaler . (2) = e 2miEst2patza) —
n+p + n+o

— e—2ﬂi(25+2aﬁ+za) —

Adesso sia ¢ : 7L — V x C la banalizzazione data dai moltiplicatori sopra.
Per ogni sezione 6 di L su un aperto U C M, § = ¢*(7*0) ¢ una funzio-
ne analitica 71(U) — C, cio¢ il diagramma (in cui tutte le funzioni sono
opportunamente ristrette)

VxC 2 7L —— L

SN

commuta. La funzione 8 soddisfa le relazioni

0(z+ o) = 0(2), 0(2 4+ Appa) = €275 0(2)
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per ogni aw = 1,...,n, e viceversa ogni tale funzione definisce una sezione di
L. Adesso, se || || ¢ una qualunque metrica su L, esiste una funzione positiva
h(z) tale che ||6(2)||2 = h(2)|6(z)|? per ogni sezione § di L. Dunque

h(z+ Aa) = h(2), h(z + Anta) = le72™%2h(2)

per ogni a = 1,...,n, e viceversa ogni tale funzione h definisce una metrica
su L. Scrlvendo Z X +1iY,Y = (Y,5)aps € invertibile in quanto positiva, e
dunque possiamo considerare W = (W,5),5 = Y ~'. Diciamo che la funzione

h = exXp ( Z Waﬁ (Z/j - Zﬁ - 22Y55)>

soddisfa le condizioni precedentl. Dato che i A, = d,e, hanno coefficienti
reali, si ha facilmente che h(z 4+ \,) = h(z) per a = 1,...,n. D’altra parte,
usando che W e l'inversa di Y e che dunque e simmetrica, abbiamo

logh(z + Apyy) = Z Wap(2a — Za + 2iYoq) (28 — Z5 + 2i(Ysy — Ypg)) =
=3 Z Wap(2a — Za) (25 — 25 — 2i¥ps)+
+ = Z Wa/j (2ZY57)+

+ 3 Z Wap(2iYoy ) (28 — Z5 + 2i(Yp, — Y3s)) =
a,p

= log h(z Z% (2i(20 — Za))+
) = 00,2025 — 75 + 2(Yay — Yp))) =
E

= log h(z) + mi(2zy, — Zy) + mi(2, — Zy) = log h(z) — 4nTm(z,),

da cui h(z 4+ A\piy) = |e 2™ |?h(z2), come voluto.
Finalmente siamo in grado di calcolare la forma di curvatura ©j associata
alla metrica in L data da h:

@L = 8810g— = ——88 <Z Wag ( Z8 — Zg — 22Y/35)>

7T —_— }—— —_— .
= 58 (Zﬁ Wag((za — za)ng + (Zﬁ —Zg — QZYBﬂ)dZ_a> =

=7 Z Wapdza N dzg.
a7ﬁ
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Volendo esprimere la forma di curvatura ©, in termini della base {dx,, dZ, 10},
si usano le uguaglianze

A2 = 0alto + Y Zapdinig, % = 0aldo+ Y  Zapdinis
B B

per ottenere

Op =7 Wapdza N dz5 =
a,B

=7 Wapbadsdra Adag + 7Y Wapba(Zay — Zpy)dwe N diy o+

a,B a,B,y
+ 7Y WasZon Zpedn iy A e

a)187’77€

Visto che W e Z sono simmetriche, il primo e il terzo addendo sono nulli, e
percio

O = —2mi Z 0aWapYpydze N dxyyy = —2mi Z 00dxo N dr, q = —2Tiw,

By
da cui ¢;(L) = [£0] = [w]. O

Grazie a questo calcolo, siamo in grado di stabilire quando due line bundle
su M hanno la stessa classe di Chern. Innanzitutto, se p € M, la mappa
7, M — M & omotopa all'identita, quindi ¢;(7;L) = c1(L) per ogni line
bundle L su M; inoltre, se L & dato dai moltiplicatori

_ —2miz,
e, =1, Chnya = € o,

@

allora 7;L ¢ dato dai moltiplicatori

Gl)\a (Z> = €\, (Z + M) = ]_, 6;\n+a (Z) = e>\n+a(z + ,u) — 6—27ri(za+#a)7

cioe i moltiplicatori di 7;; L differiscono da quelli di L per una costante e~
Viceversa, se L' ¢ un line bundle con moltiplicatori

A / .
ey, =1, e/\n+a(z) = CaCrpias

per certi ¢, € C*, allora, ponendo p = ) %log Ca - €q € V', abbiamo che
L'=r7;L.

Proposizione 2.2.3. Due line bundle L, L’ su M hanno la stessa classe di
Chern se e solo se L' = 7L per un certo i € M.
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Dimostrazione. Per 1'osservazione precedente, basta mostrare che un line
bundle L ha classe di Chern nulla se e solo se ¢ dato da moltiplicatori
costanti; chiaramente una implicazione ¢ ovvia, quindi mostriamo 1’altra.
Consideriamo le successioni esatte:

0 s 7. s O >» Oy —— 0
I
0 s 7. s C s C* > 0

che in coomologia danno

HY(M,Oy) —— HY(M,0%,) —2—~ H*(M,Z)

<k sk

H'(M,C) — HY(M,C*) —— H*(M,Z)

i* non ¢ altro che la proiezione di H'(M,C) = H"Y(M)®H%!(M) sul secondo
fattore, e quindi ¢ surgettiva. Percio ogni v € HY(M,O3%,) N Ker(c;) ¢ del
tipo 37/, con 7/ € H'(M,C*), cio¢ 4" induce un line bundle con funzioni di
transizione costanti.

Adesso, se L ¢ un line bundle con classe di Chern nulla, possiamo ricoprire
M con una famiglia di aperti U = {U,} tali che 7='(U,) = |J; Ua; per ogni
a, con gli U,; omeomorfi a U, via 7, e possiamo trovare una famiglia di
banalizzazioni {¢, : Ly, — U, x C} con funzioni di transizioni {ga,} € C*.
Definite delle costanti h,; tali che hoj = haojrgaa Per ogni «,a’,j, 7" tali
che Uy; N Uyj # 0, con la convenzione che una prefissata hq,j, sia 1 (si
possono imporre tali relazioni grazie alla formula che lega gli 1-cocicli), si
vede facilmente che le banalizzazioni

— * R
Spaj—haj‘ﬂ- Qo = T LUaj _>Uaj x C
si rincollano a una banalizzazione di 7* L con moltiplicatori costanti. O

Caratterizzato completamente il gruppo Pic’(M) dei line bundle su M con
classe di Chern nulla, passiamo a descriverlo geometricamente. La successio-
ne esponenziale da in coomologia una successione esatta

HY(M,Z) — H'(M,Oy) — H'(M,03,) = H*(M,7Z),

dunque Pic’(M) = M—(ﬁ% Ora HY(M,Oy) = H#% (M) ¢ lo spazio

delle (0, 1)-forme invarianti su M, cioe lo spazio V= Home(V, C). Invece
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H'(M,Z) & lo spazio delle 1-forme invarianti su M che hanno periodo intero,
cioe lo spazio dei funzionali lineari su V' a valori interi su A. Con tali iden-
tificazioni, la mappa H'(M,Z) — H'(M,O);) precedente ¢ semplicemente
data da

w — Wt

inoltre, se w e reale,

/w:/w1’0+/w0’1:/wovl—i-/wo’lEZ
A A A A A

per ogni A € A se e solo se

29%/ wOez
A

*

per ogni A € A. Dunque 'immagine A" di HY(M,Z) in HY(M,Oy) =V
coincide con i funzionali lineari coniugati su V' con parte reale mezzo-intera,
cioe in %Z. Percio:

Proposizione 2.2.4. PicO(M) ¢ un toro complesso, chiamato varietd abe-
liana duale di M e indicato M.

Piu esplicitamente, se x4, . . . , 9, sono coordinate su V" duali alla base A1, ..., Ao,

di A, e denotiamo con x; la parte coniugata di x;, chiaramente gli 2} formano
o )

una base per A . Scrivendo

T; = E TiaZa + E TiaRas
o o

si ha

* N
XT; = E TiaRas
(7

AN ZY
n- (7))

2

dove come gia visto

. . * * * * _ * 1 J—
Riordinando la base {z}} ponendo y} = —x},, e y;,, = x} per ogni a =
1,...,n, si ha che

(Yipr - y;n):—%AgTY*l ... Z)=0Z(y ... ).

Di conseguenza, ordinando i divisori elementari d, come usuale, possiamo
porre e = g—ay; per a =1,...,n e ottenere
n

(yi‘ yé)z&nAgl(e’{ e;ﬁb),
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(Ui oo Ua) =0 A ZAG (e L ).

La matrice dei periodi di M, in termini della base {y*} di A" e {eX} di V',
e dunque

QF = (6,456,451 ZAGY).

Visto che la matrice 5nAgl e diagonale e intera, e visto che 6nAngAgl ¢
simmetrica con parte immaginaria positiva, deduciamo che:

Proposizione 2.2.5. La varieta M é abeliana, e la polarizzazione su M data
dai divisori elementari {04} induce una polarizzazione su M data dai divisori

elementart {g—”

Per concludere la sezione, spostiamo la nostra attenzione sui line bundle su
M positivi, che possiedono proprieta aggiuntive rispetto a quelle viste finora.
In particolare, fissato un line bundle L € Pic(M) positivo, ci concentreremo
sullo studio della mappa

or: M — Pic®(M)
po— LT'@T7iL

Vogliamo descrivere esplicitamente ¢y, in termini delle basi {\,} di A, {en}
di V' normalizzata rispetto a L, {y*} di A e {e} di V. Innanzitutto,
consideriamo la composizione

HOY (M) = HY(M, Oy) 2B HY(M, 0%,) — Pic®(M),

dove § e l'isomorfismo di Dolbeault. Se o = ) 0,dZ,, per certi o, € C, &
una (0, 1)-forma costante su M, allora in ogni aperto U; di un ricoprimento
sufficientemente fine 2 di M, possiamo scrivere o = 0f;(z), con fi(z) =
za 0aZa Per opportune determinazioni z, di dz,. Il line bundle associato
a o (per la precisione a exp(co)) ha percio funzioni di transizione g¢;;(z) =
e?mi(fi(2)=1i(2)) ¢ in termini di un’opportuna banalizzazione, moltiplicatori

—27100 0

—27i ogZ.
exa(2) = e , Erya =€ T2psb08,

Moltiplicando le banalizzazioni per f(z) = e*™Xa%%  gi ottengono i molti-
plicatori normalizzati

— —2mi 03(Zap—2 —A4m ogY,
ex, =1, eria(2) =€ 2598(Zap=Zap) — =472 508Yas

In termini delle coordinate {x}} su V', osserviamo che il line bundle associato

a
n

Z Calh = % Z 5;lcaZaﬁYﬁ_wlalz_7

a:1 a7ﬁ7’y
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ha moltiplicatori normalizzati

_ —2miY] batcaZ
ex, =1, exrip(2) =€ 2ada caZag

e analogamente il line bundle associato a

n

1 -1
RUETREEL Jpeare
a=1 a,f

ha moltiplicatori normalizzati

e)\a = ]‘7 6>\n+a<z) = 627ri00‘_

D’altra parte, visto che il line bundle L e dato dai moltiplicatori
—27iZq

€, = 1, 6)\n+a =€ N

e visto che per ogni 1 =Y fia€q €V, 7,L € dato dai moltiplicatori

_ _ o 2mi(zatla
ex, = 1, Crpia = € ( “),
allora ¢r (1) € dato dai moltiplicatori
r, = 1, Chnta — 6_27”“0‘.

In particolare, se 1t = Y cada = D, CalaCa, si ha che ¢ (u) ¢ dato dai
moltiplicatori

_ —2midac
ex, = 1, Erpsa = € atel
cioe
* *
YL (g ca)\a> = — E Calalp g = g Calaln-
(6% « o

Allo stesso modo si vede che, se = > coAnpa = Za,ﬂ CaZapes, L) €
dato dai moltiplicatori

_ 2w caZ,
éx, =1, €rpsp — € 20 Ca oB

cioe

@r (Z Ca/\n-i-a) - Z Caéal’: = Z Caaay;—o—a'

« (07 o
Da questo si ottiene subito che > c Ao € Ker(py) se e solo se c,0, € Z, €
Y o Catnta € Ker(py) se e solo se c,d, € Z; percio:

Proposizione 2.2.6. 1] sottogruppo Ker(pr) di M, cioé il sottogruppo delle
traslazioni di M che fissano L, coincide col sottogruppo

(6 e, 6, A nsa | =1,...,0)z,

che ha cardinalita esattamente ], 02.
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2.3 Funzioni theta e sezioni di line bundle positivi

L’ultimo passo per completare lo studio dei line bundle positivi su M & capire
la struttura delle sezioni olomorfe di tali line bundle: ne forniremo una scrit-
tura generale sotto forma di serie di Fourier, e ne ricaveremo informazioni
essenziali per comprendere quando un line bundle positivo immerge inietti-
vamente M in uno spazio proiettivo.

Nella sezione precedente abbiamo visto che ogni line bundle positivo puo es-
sere descritto come un quoziente di V' x C, e quindi possiamo realizzare le
sezioni olomorfe globali come funzioni olomorfe intere su V' che soddisfano
certe equazioni funzionali.

Innanzitutto, il fibrato canonico K, € banale, perche se zy, ..., z, sono coor-
dinate olomorfe su M, la n-forma olomorfa w = dz; A...dz, non & mai nulla,
e percio Ky = [(w)] = 0. Dunque, se L € Pic(M) & positivo, per il Kodaira
vanishing

HP(M,0O(L)) = H*(M,0O(L ® Ky)) = HP(M,Q"(L)) =0
per ogni p > 0, da cui

= " dim HP(M,O(L)) = dim H°(M, O(L)).

p=0
D’altra parte, possiamo trovare una Z-base dzy,...,dxs, di H (M, Z) tale
che
= Z 00dTo N\ ATy q,
da cui

a(L)" =n! ][ ba € H*(M,Z) = Z.

Teorema 2.3.1. Sia L € Pic(M) positivo, e indichiamo con 0y,...,0, i
divisori elementari della polarizzazione ¢q(L) di M. Allora

x(L) = dim H*(M, O(L H5
Dimostrazione. Sia Aq1,..., A9, una Z-base di A tale che, in termini delle
coordinate duali x4, ..., xs,, si abbia
= Z 0adxo N ATy g
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Poniamo come al solito e, = 0\, per @ = 1,...,n e siano zy,...,2, le
coordinate complesse corrispondenti su V', tali che la matrice dei periodi €2 ¢
della forma Q = (As|Z), con Z = X 4 iY simmetrica e Y definita positiva.
Grazie al Lemma 2.2.2 e alla Proposizione 2.2.3, si ha che L & un traslato del
line bundle Ly dato dai moltiplicatori

ex, = 1, xnia(2) = €720,

Visto che 7, & un automorfismo di M, H°(M,O(L)) ¢ invariante a meno di
isomorfismo per traslazioni di L, quindi possiamo dimostrare la tesi per il
line bundle L = 7;; Ly, dove j = > o Zaata-

I moltiplicatori per L sono

— __27iza—TiZ0a
e)\a - 17 6>\n+a (Z) =ec Y

e dunque le sezioni globali 0 di L sono date da funzioni olomorfe intere 6 su
V' che soddisfano

0(z+ o) =0(2), 0(2 4 Apyo) = e~ 2MizamiZoa ()

per ogni @« = 1,...,n. Le prime condizioni dicono che 6 si scrive in serie di
. . . is—1
Fourier nelle variabili 2% = ¢?7¥a #a;

. —1 . —1
0(2) _ 2 :alzikll .. Z:Lln — E :ale2mzala6a Za _ 2 :&l€2ﬂz(l,A5 z>'
lezn lezn lezn
Da questo si ricava facilmente
0(z 4+ Mva) = E :al627ri<l,A6—1(z+)\n+a)> — § :ale2m'(l,A6—1)\n+a)62m’(l,A6—1z>,
7
lezn lezn
d’altra parte
0(2 + /\n+a) — e—27rzza—7rzZaa9<z) —

. . . —1
_ 6—27rzza—mZaa E CLl€27rz(l,A§ z) _

lezn

Z —miZa0 2mi(lLAT 2
- al+6a €a € e < s ) )

lezn
quindi confrontando le due espansioni si ottiene

_ 2mi{LAS A pa) + i Z0a

Al4b5,eq — € aj.
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Percio 6 ¢ completamente determinata dalle scelte dei coefficienti {a;} per
0<l, < dq, cioe
dim H(M, O(L)) < [ ] da-

Per vedere che effettivamente vale I'uguaglianza, dobbiamo mostrare che ogni
serie di questo tipo, con coefficienti {a; }o<i, <5, qualunque, converge.
Possiamo scrivere

_ E E 2mi{log+A l,Aflz -
0<Z> — al()JrAgle <0 6 5 > =

0<lp <0 lEZ™

27i{lo, ATt 27l 2
— E( e2miflo 62>§:al0+A5l€m< )

0<lp o <da lezn

Se poniamo

27i(l ,Aflz 2mi(l,z
O (2) = ™02 N " gy 4 e )
lezn

a serie con a;, = 1 e con le relazioni ricorsive di sopra, abbiamo che la
| o 1 | l d , abb he la 6
generica e della forma

9 = E aloelo (Z),

0<lpn<0a

e percio basta verificare che 6;, converge. Poniamo b, = a;,1a,. Le relazioni
ricorsive si leggono

21i(lo+AsLAS  Anta) + T Zaq

bl+ea = Ao+ Asl+Aseq — € Aly+Asl =

_ e2m<z,xn+a>+2m<zo,Aglxn+a)+m‘zaabl‘

Diciamo che i coefficienti

b = em(z,zz>+2m<Agllo,Zl>

risolvono tali relazioni ricorsive; effettivamente by = 1 e
bise, = oi(ltea, Z(1+ea))+2mi(A5 Ho, Z(I+ea)) _
€n ~ -

_ em‘(th)—&—%ri(l,Zea)+7ri(ea,Zea>+27ri<A5_llo,Zl)—i—Qm’(A;llo,Zea) _

276 (L A+ )+ i Zaa+2m (A5 o, n+a) b
e s

in quanto Z e simmetrica. Ma

|bz| _ e—w(l,Yl)—Qw(Agllo,Yl)
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e Y & definita positiva, quindi (I, Y1) > /||I||? per un certo ¢’ > 0; inoltre per
Cauchy-Schwartz [(A}ly, Y1)| < ¢||l]| per un altro ¢ > 0, dunque

—cllt]?

|bl| <e

per un certo ¢ > 0 e per [ sufficientemente grande. Dunque la serie di 6,
converge uniformemente sui compatti di C”, e percio converge. O

Una prima osservazione che scaturisce da questo teorema e la seguente:
se ¢;(L) ¢ una polarizzazione principale di M, lo spazio H°(M,O(L)) ha
dimensione 1 e dunque e generato dalla sezione 6 corrispondente a
0(2) _ Z €7ri(l,Zl>627ri(l,z>7
lezn

che soddisfa le equazioni funzionali
0z +eo) = 0(2),  0(2+ Apya) = e iCataZeg(z) 0(2) = 6(—2).

Tale funzione intera e detta funzione theta di Riemann della varieta abe-
liana principalmente polarizzata (M, [w]). Inoltre, sempre perche lo spazio
H°(M, O(L)) ha dimensione 1, si ha che il divisore © = () & univocamente
determinato da L e percio determinato a meno di traslazioni della classe [w];
© e detto divisore theta di Riemann della varieta abeliana principalmente
polarizzata (M, [w]).

Infine, mantenendo le notazioni del teorema e ponendo X, = §'\,, N, =

n+a
Anta Per a = 1,...,n, possiamo considerare il reticolo
r / /
N =7\, N4l

A C A’ ¢ un sottoreticolo di indice D =[], da, quindi la proiezione
W’:M—)M/:V/A/

e un rivestimento di grado D, i cui automorfismi sono le traslazioni {’7'# | p e AXI }
Chiaramente la matrice dei periodi per A’ in termini delle basi {\} e {es} ¢

OV = (In|2),

percio, se i, ..., xh, sono le coordinate duali a {)\,}, la classe

[w] = [Z dz!, N\ da:;H_a] = [Z 0adxo N d:vn+a]

¢ una polarizzazione principale per M’. Visto che L ¢ determinato a meno di
traslazioni per la sua classe di Chern ¢;(L) = [w], segue che possiamo trovare
L’ € Pic(M’) tale che (n')*L’ = L. Abbiamo percio mostrato:
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Proposizione 2.3.2. Se L € Pic(M) ¢é positivo su una varieta abeliana
M, esiste una varietda abeliana M', un line bundle L' € Pic(M') che induce
una polarizzazione principale su M' e una mappa ©' : M — M’ tale che

(/)L = L.

E chiaro che le D sezioni é; corrispondenti a 6, definite sopra sono, a me-
no di moltiplicazione, traslate una dell’altra tramite gli automorfismi del
rivestimento 7’ : M — M’, e che il generatore § di H°(M',O(L’)) ¢ dato da

()0 = > 730

A
red

per un qualunque @;

Teorema 2.3.3. Sia L € Pic(M) un line bundle positivo. Allora H°(M, O(L*))
non ha punti base per k > 2 e da un embedding dv M per k > 3.

Dimostrazione. Nell’ottica della precedente proposizione, mostriamo il teo-
rema prima per i line bundle L € Pic(M) tali che ¢;(L) € una polarizzazione
principale di M. Normalizzando tutto come nel Teorema 2.3.1, si ha che
H°(M,O(L*)) coincide con I'insieme delle § € O(V) tali che

0z +eo) = 0(2),  0(z+ Apsa) = ¢ THilatsZa0)g(3).

Se 0 ¢ la funzione theta di Riemann per (M, [c;(L)]), allora, per ogni p € M,
la funzione

0u(2) = 0(z + 11)0(z — )
¢ una sezione globale olomorfa del line bundle L?. Adesso, se z* ¢ un punto
di M, esiste un p tale che 6(2* + p) # 0 e 0(2* — ) # 0, e percio 0,(z) # 0.
Dunque il sistema lineare |L?| non ha punti base, e percio induce

ir2 : M — PN,

Per vedere che i3 : M — PV & un embedding, sia innanzitutto 6y, ..., 60N
una base per H°(M,O(L?)) e poniamo
8990(2) geN(Z)
5e) = 8—;1)(2) ﬁ(z)
o) . By
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Per vedere che i7s ¢ un’immersione, dobbiamo mostrare che rk J(z) = n+ 1.
Poniamo
Oz, 1,v) = 0z + W)z + v)0(z — i — v);

© ¢ olomorfa nelle tre variabili e, per p, v fissati, ©,,(2) = ©(z, i, v) ¢ una
sezione globale olomorfa di L3. Perciod possiamo scrivere

Oz, pu,v) = co(p, v)00(2) + ... + en(p, v)0n(2)

per certe funzioni ¢; olomorfe nelle due variabili. Adesso supponiamo per
assurdo che J(z*) non abbiam rango massimo per un certo z* € M; allora si
hanno delle relazioni lineari

agh;(z*) = a1821<z )—i—...—i—ana—%(z )

per ogni 0 < i < N. Allora, per ogni u, v,

CL()@(Z*)M7 ]/) = alg—z(z*’ﬂ’ ]/) + ...+ ang_i(z*’:u’ I/).
Se definiamo la funzione meromorfa
Olog 6 Olog 6
o(z) =m 8zg1 (2)+...+a, 8; (2),
allora
; ) . " dlog®,
Q="+ 1) + (2" +v) + (& —p—v) = D a2 () =
j=1 !
1 " 00, ,
"6 ) 2 "o,

per ogni p,v. Adesso, per ogni pu, esiste un v tale che p(z* +v) # oo e
p(z* — p — v) # oo; dato che la somma precedente ¢ costante, si ha che
©(z* + p) € una funzione olomorfa intera di p. Dalla facile uguaglianza

1
log0(z + M\ia) = —2mi (za + §Zaa) +log6(z),
si hanno le relazioni

QD(Z + ea) - @(z)7 QD(Z + )‘n—i-a) - QO(Z> — 2mia,
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per ogni o = .1, SRRLC 'Percu.) ogni derivata parziale 55—1_ e periodica per il
reticolo A, quindi e limitata in V' e dunque costante. Di conseguenza ¢ e
lineare, cioe

w(z) = Z baza + C.
Ma ¢(z 4+ e,) = ¢(z) per ogni a = 1,...,n, da cui ¢ & costante e percio
2mia, = (2 + Apya) — p(2) =0,

per ogni « = 1,...,n, cioe i coefficienti a,, sono tutti nulli.
Rimane da mostrare che i3 € iniettiva. Se 21,22 € V sono tali che 6;(z) =
pB:(z2) per un certo p # 0 per ogni i, vediamo che z; = z; su M. Dalla
relazione

O(z, u,v) = co(p,v)00(2) + ... + en(p, v)0n(2),

segue che

Oz, p,v) _ 0021 + )21 + v)0(21 — pp — v)

O(z2, 1) 020 + p)0(25 + v)0(22 — pp = v)

p

al variare di u,v. Ora, visto che, per ogni p esiste un v tale che i quattro
termini 0(z, +v), 0(z1 — u—v), (20 +v), 8(22 — u — v) sono non nulli, segue

che % e una funzione intera mai zero, e possiamo definire
0(z1 + 2)
z) = log ——,
vz & 0(z9 + 2)

che e olomorfa e intera. Dalle equazioni funzionali della funzione @, si ha che
U(z+ea) =P(2) + 2miba, V(2 + Anya) = P(2) = 27i(21 — 22)a + 2Tica

per certi by, ¢, € Z (che dipendono dalla determinazione del logaritmo scel-
ta). Esattamente come sopra si ha che le derivate parziali % sono costanti,
da cui

Y(z) = 2mi Z agzg +d.
B

Visto che ¢(z + eg) — ¥(z) = 2mibg, si ha che ag = bg € Z per ogni § =
1,...,n; percio, essendo ¥(z + Apia) — ¥(2) = 21 )5 asZyp, segue che

2mi(21 — 22)a = —2mica + 2T Y apZap,
B

cioe

2] — 29 = —anea + Zag)\nJrg e A
a 3
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Per il caso generale, sia L € Pic(M) positivo. Per la proposizione precedente
esiste una varieta abeliana M’ con polarizzazione principale data da L' €
Pic(M’) e una mappa finita 7’ : M — M’ tale che (7')*L’ = L. Visto
che 7’ non ha punti singolari, lo stesso argomento di sopra dice che 73 ¢
un’immersione (e quindi anche i3 lo &) e che ips(p) # irs(q) per ogni 7'(p) #
7'(¢q). Infine, che iy separi i punti di (7/)7!(p) & chiaro dalla descrizione
esplicita della funzione theta di Riemann. O]

2.4 1 tori complessi come gruppi di Lie

Per concludere la trattazione, deduciamo alcune considerazioni aritmetiche
dalla teoria che abbiamo appena studiato. Innanzitutto mostriamo che i tori
complessi esauriscono l'intero insieme dei gruppi di Lie complessi compatti e
connessi; ricordiamo che un gruppo di Lie complesso ¢ una varieta complessa
dotata di un’operazione di gruppo olomorfa.

Proposizione 2.4.1. Ogni gruppo di Lie complesso M compatto e connesso
e un toro complesso.

Dimostrazione. Come prima cosa mostriamo che M e necessariamente com-
mutativo. Per ogni g € M, denotiamo con ¢, I'automorfismo di M tale che
¢g(h) = ghg™; T'identita e € M & chiaramente fissata da ogni automorfismo

¢g. Siano zi, ..., z, coordinate olomorfe di M intorno a e, e per ogni g € M
scriviamo
* 1 i
Py2i = E iy in G2yt
ieNn

Per ogni indice 7 € N", la funzione q;, . ;, ¢ olomorfa, ma M ¢ compatto e

connesso, percio a;, . ;. ¢ costante. Dunque Py = Qrzi = 2, cioe ¢, =id e
M ¢ commutativo.

Adesso, per ogni v € T/(M), sia v il campo vettoriale olomorfo tale che

dove t, : M — M ¢ la moltiplicazione per g. Se ¢, : M — M & 'endo-
morfismo di M ottenuto integrando v fino al tempo ¢, possiamo denotare
con

m: T)(M) — M

e
v — p1e(e)
Essendo M commutativo, 7 € un omomorfismo di gruppi surgettivo, e percio
M & quoziente di T!(M) = C™ per un sottogruppo discreto A; essendo M
compatto, A deve avere rango 2n su Z, e quindi M = T.(M)/x ¢ un toro
complesso. O
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Osserviamo che, se M = C"/y e M" = C™ /s sono tori complessi e f : M —
M’ & olomorfa, allora f sisolleva a f : C* — C™. In termini delle coordinate
usuali z = (21,...,2,) € w = (wy,...,wy,) rispettivamente su C* e C™, la

matrice 3
1= (5)
aZj i

¢ una funzione olomorfa globale su M, dunque costante. Percio f e una
mappa affine, e dunque:

Proposizione 2.4.2. Ogni mappa olomorfa fra tori complessi ¢ un omomor-
fismo di gruppi composto con una traslazione.

Corollario 2.4.3. Il gruppo dei biolomorfismi e isomorfo al gruppo
BiHol(M) = (GL,(Z]i]), M).

Otteniamo dunque che ogni varieta abeliana ¢ una varieta algebrica omoge-
nea, cioe ammette un gruppo di automorfismi biolomorfi che agisce transiti-
vamente su se stessa. Pero, a differenza ad esempio delle quadriche (anch’es-
se omogenee, ma che, se immerse in PV, hanno il gruppo degli automorfismi
coincidente con I'insieme delle proiettivita di PV che mantengono la quadrica
fissata), vale:

Teorema 2.4.4. Se M C PV ¢ abeliana, gli automorfismi di M indotti da
proiettivita di PN sono in numero finito.

Dimostrazione. Sia L = [H] € Pic(M), con H un iperpiano di PV. Se
@ : M — M & un automorfismo di M indotto da una proiettivita di PV,
chiaramente *L = L, in quanto ¢ manda iperpiani in iperpiani. Ma L ¢
positivo, quindi e preservato da un numero finito di traslazioni di M percio
basta mostrare che gli automorfismi di gruppo ¢ di M che fissano L e il punto
p=m(0) € M ¢ finito. Ogni tale automorfismo si solleva a una mappa lineare
¢ : C" — C™ che preserva il reticolo A; ma visto che ¢ fissa L, ¢ deve essere
unitario rispetto al prodotto interno dato da ¢;(L) € H*' (M) =V ® V. In
particolare, ¢ deve portare ogni vettore A; di una Z-base di A in un vettore
di A della stessa lunghezza. Ma di tali vettori ce n’e solo un numero finito,
da cui la tesi. 0
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