Insiemi convessd.

Gli insiemi convessi, dei quali considereremo alcune proprieta,

giocano un ruolo fondamentale neilo studio dei problemi di estremo.

ita
. . . n . R

DEFINIZIONE 1.3. Un insieme non vuoto K ¢ R si dice convesso,

sse risulta: )
e di (1=a)x' + ax"e K » ¥acefo1] ' ¥ x', x"eK.

Si conviene di considerare @ come insieme convesso.
ESole}

Un insieme convessd K & detto coapo-convesso, sse & compatto e
lle o i '

int K # @. Un insieme convesso K @& detto 4tretfamente convesso, sse
di .

¥x',x"ecl K si ha |x', x"[ ¢ int K; & detto quasi strettamente
1 x°, .

convesso sse [x', x"] ¢frt K = (1-a)x'+ax"efrt K,¥ oeR. Un insié
del-~

me K @& detto concavo sse ~K @& convesso.
vi - n

Esempi di insiemi convessi sono R ; un suo sottospazio; @,

aguen n .

una varieta affine;, un semispazio di IR ; una sfera; un ellissoide;

l'interno di un insieme convesso; 1l'insieme di soluzioni di un siste
), ma lineare di equazioni o disequazioni; 1'immagine (o controimmagine)
1
%° 2 _di un convesso tramite una trasformazione affine; l'insieme oK'+BK",
%° qualungue siano i convessi X', K" ed ¢,8 ¢R; cosl com'? facile
%2 N
2 provare, ricorrendo alla def. 1.3.
2p
o di Il primo studio sistematico degli insiemi convessi si” ha verso

la fine del secolo scorso ad opera di Minkowski. E' suo ad es.

(*)

uno dei risultati rimasti fondamentali :

(*) H.Minkowski: "Geometrie der Zahlen". Leipzig and Berlin, 1896. Si veda anche
J.W.Cassels: "An introduction to the geometry of numbers". Springer, Berlin,1959.
L'importanza sta nel legame che viene stabilito tra proprietd geometriche e guel~
le aritmetiche degli insiemi convessi.




be K 2 un corpo convesso di R, simmetrico hispetto all'ordgi-

, N S n
ne [(xcK = - xeK), ¢ 8¢ il suo volume & almeno 27, allora K

contiene almeno un punto, diverso dafl'onigine, a coorndinate inte-

te. La teoria degli insiemi e delle funzioni convesse si presenta

0ggl vastissima. In questo e nei successivi paragrafi considereremo

alcune nozioni fondamentali per la teoria ed i metodi dell'ottimiz-

zazione,

TEOREMA 1.3. L'intersezione di insiemi convessi ¢ un insieme convesso.

DIMOSTRAZIONE. Sia {K(£),£¢X} un qualsiasi insieme di convessi. La tesi &

banale , se card E/} K(E) < 1. 1In eaSo contrario si ha che
) €
x', x" EEQX RK(E) = x', x" € K(E), ¥ LcX, e poiche K(f) @& convesso,

si ha (1-o)x' + ax"€ K(£), ¥ o 6[0,1] r ¥ £e€X. Questo implica:

(1-a) x' +a};"e€f€‘\x K(£). Q.E.D.

La convessitd dell'insieme di soluzioni di un sistema di di

suguaglianze lineari , visto come intersezione di convessi (i semispazi

definiti dalle varie disuguaglianze) ,® immediata conseguenza del

teorema 1.3. Analogamente dicasi, se il sistema contiene anche o solo

equazioni.

‘ , 1 r L
DEFINIZIONE 1.4. Siano x, x ,...,%x ¢ Ier x & detto combinazione

r
. 1 r
convessa di x ,...,x , sse 3u1,...,ocre[o,1], con i; o= 1,

tali che: ‘

r .
i
(1.5) X = Z 'OLiX .
i=1

La combinazione convessa & detta propria, sse a,> O, i=1,...,r.




. s n
DEFINIZIONE 1.5. L' invofucno convesso di un insieme KE R <]
n
1*intersezione di tutti i convessi di I che contengono K. La

chiusuna convessa di K @& 1'intersezione di tutti i convessi chiu

si che contengono K.

Oovviamente la chiusura convessa contiene l'involucro conves-—

s0, mMa essi possono non coincidere. Ad es. cid avviene, se K 2

un convesso aperto: l'involucro convesso, coincidente con K, & stret

tamente contenuto nella chiusura convessa di K, coincidente con la

chiusura di K. Un altro esempio & offerto dalla fig. 1.1. ove K

2
» formato da un punto e da una semiretta di R . L'involucro con-

vesso pud essere caratterizzato in una forma in un certo senso

guale rispetto a guella della def. 1.5 :

TEOREMA 1.4. L' involucho convessd di un insieme K cr”™ uguaglia

' insdieme di tutte Le possibilL combinazioni convesse di elemeniti di

K.

DIMOSTRAZIONE. x sia una combinazione convessa propria di elementi
di K, cio? sussista la (1.5) con gli ai> 0. Se r £ 2, & immediato

osservare che x €conv K. Supponiamo che cid sia vero per le combina

zioni di r ¢ s e dimostriamo che ® vero anche per gquelle di r=s+l

s+1 .
elementi. In tal caso la (1.5) diviene X = z: 0.x = {1-a ) X O+
: : = i s+1
s+1 j .
o X ", avendo osservato che, essendo gli ui>0, & us+1< 1, ed

s+1




- 2 i } ‘ sS+1
avendo posto X% = x ai/(T—@ 1}. Per la def. 1.5 «x € conv K;

i=1 e* _

per l'ipotesi di induzione si ha ¥ ¢ conv Ky, e quindi anche
¥ econv K. Si & guindi ottenuto che conv K contiene 1'insieme del
le combinazioni convesse di elementi di R, L'inclusione opposta se
gue subito dal fatto che 1'insieme delle combinaziqﬁAconvesse, essen
do convesso, contiene conv K. Q.E.D.

Con un ragionamenté del tutto analogo a quello fatto per prova-
re il teo. 1.4 & ora immediato dimoétrare che un insieme convesso
K < Bﬁn, se & chiuso rispetto alle combinazioni convesse di S suoi
elementi (e cid 2 vero per s=2 a norma della stessa def. 1.3), ail-
lora & chiuso anche rispetto a quelle di g+1 suoi.elementi“ Quin-

di K contieéne l'insieme delle combinazioni convesse di suoi elemen-

ti. Dal teo. 1.4 segue ora il

TEOREMZ 1.5. Un insieme KE]RI1 & convesso, sse uguaglia LL suo in
volucho convesso,

I concetti chiave per comprendere la teoria degli insiemi
convessi, il cui sviluppo, a distanza di circa un secolo dai primi
studi di rilievo, i presenta notevole, sono certamente almeno quelli
espressi dai 3 seguenti teoremi, oltre quelli di iperpianoc di suppor
to di un convesso in un punto e di iperpiano di Separazione per una

coppia di convessi, che verranno analizzati nel § 1.5,

) . n . .
TEOREMA 1.6. (C.Carathéodory, 1907). Siq KER . Ogni elements di
conv K pud esphimensi come combinazione convessa di non pLla di

n+t  elementi di ®.



.8 & la seguente. Si dice.grafo di Lntersezdlone, associa-

teorema 1

*

g &
d"una famiglia %
f}y ; o
gono in cortispondenza bjitdnivoca con gli elementi

p e

uno spigolo esiste s€e & non vuota l'inteTrsezione degli elementi

s e
e -

. o . . L .
di £ corrlipondentl ai vertici .he lo definiscono
‘ , L,
e

cui vertici

# e dove

ilora il teo

e
rema 1.8 afferma che, se convessi con

cmrdg?Q+<”, se ogni sg;%ografo di ¢ n+1 vertidi & com-
e A "

rd -
» 7
o

i possibili)cﬂaiiora & compléL

pleto (cioe poss}eéé tutti gli spiged
e o
to anche %ﬁfﬂE' tutt'ora ap?xfb il problema .di caratterizzare i
z’ -~

grafi/dfuintersezione di/ﬁna famiglia di” convessi di

Ein, meﬁﬁre
&”risolto in R.

Tutta una serie di proprietd degli insiemi convessi pud esse-
re messa in luce introducendo nozioni come quella di interno, inter

no relativo, chiusura, e cosl via. Ad es. la pil ovvia 2 la seguen-

te.

n . .
TECREMA 1.9. Se KX 3 convesso, anche ri K , int K, cl K
s0n0 convebsd.
DIMOSTRAZIONE. E' sufficiente provare la tesi nel caso in ¢ui

card K > 1; 1in tal caso & ovviamente xi K # ¢. Se si ha che
i , . . i , i
xeri K, 1i.= 1,2, esiste un intorno S di x tale che
i : N . . . s
S*n aff X<k, e cid per i = 1,2. Consideriamo un qualsiasi

1 2
xelx ,X%L e sia S wun intorno di x tale che 5 < conv{s1,s .

(* ) :
Un grafo (non orientato) & la coppia costituita da un insieme V, i cui ele

menti sono detti vertici, e da un insieme di coppie (non ordinate) di elemen-
ti di Vv, dette spigoli. ’




&

Causa la convessitd di K, ¥ yeSnaff K, 3 yle s*n aff K,i= 1,2, ta
1i 1 2. 12 . 12
i che ye[y ,y"] (basta prendere [y ,v'] parallelo ad [x ,x 1y, co

. _ . ; 1 2 .
sicché S naff KcK, e guindi [x , X ]crl K; gquesto fatto prova la

convessita d4i ri K. Quella di int K si ha subito, osservando
n .
che, o essoc & vuoto, oppure aff K= R ; nel 2° caso la dimostra-

zione coincide con la precedente purch® si sostituisca aff K con

n-o. i . - . . i, i,
R, Sia x ecl XK, i = 1,2.0ualunqe sia l'intorno § di x, si ha

1 i , 12
SnK#¢,i=1,2. Sia yleslﬂ K,i= 1,2; owiamente [y ,y ]< K. Per assurdo

cl K non sia convessa. Allora esiste xe'_]x1 ,xz,[ oon x ¢cl K, ciog esiste un
intorno, S, di x tale che SNK = . Disponendo dell'arbitrarieta di s' ed
52 si pud ottenere [y1,y2] nsS # @, dal che segue l'assurdo, e cioé
[Y1,$72] ¢K, e quindi la convessitd di ¢l K. Q.E.D.

E' utile analizzare alcune particolari classi di insiemi con-

vessi. Una delle pill interessanti & quella individuata dalla se-

guente :
DEFINIZIONE 1.10. L'intersezione di un numero finito di semispazi
chiusi di R ¢ detta poliedro; se in particolare la frontiera di

)

6§nuﬁo di qﬁesti semispazi contiene l'origine d4i ]Rn, & <ile’ct£a‘(’r
cone poliedrico.

E' immediato osservare che, per il teorema 1.3, un poliedro &
convesso, che un politopo & un poliedro limitato e che un m-simples-
SO & un particolare politopo. L'insieme di soluzioni di un sistema
di disuguaglianze od uguaglianze (ciascuna di gqueste pud essere rim

pPiazzata equivalentemente da una coppia di disuguaglianze) algebri~-

™

Per la definizione di cono di veda la def. 1.17 (§ 1.4).




che lineari & evidentemente un poliedro. Alcune proprietd dei polie

dri saranno analizzate nel § 1.3.; a tale scopo ¢ fondamentale la

nozione seguente.

) . - . . . n
DEFINIZIONE 1.11. Un elemento X di un insieme‘'convesso K cR

¢ detto punto estremo , SS€ $ x',x" € K, tali che xez]x',x“[. I

punti estremi di un poliedro sono detti ventici. (L'insieme dei pun

ti estremi di X @& indicato con vert X anche se X non & un po=

liedro) .

Naturalmente la nozione di punto estremo & .utile anche per i

convessi non poliedrici; ad es. essa interviene nella seguente pro-

o D
prieté( ): sdano X', K"inn, con K'S K" e K" convedsc ¢ com-

patto; allora s{ ha K" = cl conv K', 4be cl XK' 2vert K". Questa

* X
proprietd mette in luce il fatto che( ) vert K" @& il pil piccolo

{nel senso delle combinazioni convesse) insieme col guale si pud

approssimare R".

oltre che suggestivi, nello

s

Ulteriori concetti sono utili,
' - _ P
Ad es< quello di ombra di un insieme

i insiemi convessi.
#*

R cr®

convesso

. n : vf s -
K'cR rispetto~dd un altro insieme conve. (e}
o

() K‘,) S{x,yl, ove
yeK" xeK'

e disgiunto da XK', definita da
,?/V
acR ; a)kﬁﬂﬁ * la semiretta defi-

'f,f n
§h@y)={zem :
P

"

(1=a)y+ax;

#

p -
ta da x ed y, con origine in X e non contenente .-y. Un altro
2 ‘querio di penombra, definitasdé S(x{y)—(f\\\\“j/six,y),
# yeK" XGI’\' . YEK”' xeff('

(xy .
¢ si veda K.Fan: "On the Krein-Milman theorem" . Proc.Symp.Pure Math., vol.VII,
am.Math.Soc., 1963, pp. 211-9, )

(**) : ; n .
Se non si & in R non & pil vero che un convesso compatto uguagli la chiusu-

ra convessa dell'insieme dei suoi punti estremi;lo & se.2bicompatto su uno spazio

lineare topologico localmente convesso.




Alcune propricitd ded poliedrd.

Per semplicita e senza tema di confusione ci riferiremo in-
differentemente ad un sistema di disuguaglianze lineari ed al polie
dro costituito dalle sue soluzioni, cioeé capitera di identificare
un poliedro con la sua rappresentazione algebrica, che, per la def.
1.10, & ¥ = {xeR": ax » bl, ove A = (aij) ¢ una matrice di or-
dine mxn e b = (bi) un m-vettore, entrambi ad elementi reali.
Con ai indichiamo da i-esima riga di A, cioe ai= (aiW"°"'ain)°
Inoltre con I = {1,...,m} indichiamo 1l'insieme degli indici del-
le righe di A; con I'C I wun suo generico sottcinsieme; con AI'
la sottomatrice di A formata con le righe corrispondenti agli ele

menti di- I'; con b l'analogo sottovettore di b; si conviene

Il

che A= O, b = 0; risulta ovviamente A_= A, bI= b.
A

s & n, v = . 3 .
DEFINIZIONE 1.12. L'insieme FI,—{xe R : AI|A = bI‘, AI—I'AabI~I”
& detto faccia del poliedro X; @ ed X sono dette facce Amproprdie,
le altre proprie. La dimensione di una faccia FI' & gquella di
aff FI"

In altre parole, una faccia di un poliedro si ottiene inter
seéando il poliedro stesso con una opportuna varieta lineare. Pos-
siamo anche definire una faccia (ed in qguesto caso comprendiamo un
qualungue insieme convesso X, oltre che un poliedro} come un insie
me F per cui, o si ha F = X, oppure esiste un semispazio S2X
tale che F = Xnfrt 5 (S viene detto semispazio di supporto per

X, cosl come vedremo nel § 1.5, def. 1.25, se F #¥ @).




Se nella def. 1.12 1I's ¢, la faccia 2 il poliedro stesso. La
faccia & detta 4pigelo o ventice, secondo che rispettivamente la
sua dimensione & 1 oppure O; nel secondo caso la def. 1.12 & equi-
valente alla def. 1.11, com'® facile provare osservando che in tal
caso AI,x = bI' possiede una sola soluzione. E' immediato osser-
vare che il numero di facce di un poliedro & finito. E' immediato

anche il seguente:

TEOREMA 1.10. Siano Foy oo FI" ‘ Fxm facce qualsiasd di uno

stesso poliedrno. Si ha :

(1.8a) I'e 1" => F_,2F

(1.8b) B SRR SR N P NF,= Fo,

8i noti che, rimpiazzando nella (1.8a) ¢ e 2 rispettivamente con
C e 2, si ottiene un'affermazione falsa; la 2° delle (1.8a) non
sussiste se ad es. le disuguaglianze corrispondenti ad TI"- I' 50
no ridondanti (nel senso che la loro caneellazione non modifica il
poliedro), mentre sussiste se nessuna delle disuguaglianze che de~
finiscono il poliedro & superflua. Le inverse delle implicazioni
{1.8) sono false; ad es., per quanto riguarda la (1.8a), una faccia
pud essere contenuta in 2 facce, distinte e 'di dimensioni maggiori
della prima, caratterizzate dagli insiemi I' ed - I" per i gquali
non vale alcuna relazione di inclusione.

I primi studi significativi sugli aspetti combinatori dei po-

*
liedri risalgono ad Eulero col suo celebre risultato( ) del 1752

(*) Successivamente generalizzato da H. Poincaré e L. Schlidfli verso la fine

/-




sul politdpi di 1{32 ve- e + £ = 2, dove v, e, £ sono rispetti-
vamente i numeri di vertici, spigoli, facce (bidimensionali). Data
l'enorme importanza dei poliedri gli studi si sono moltiplicati ed
oggi & disponibile una teoria approfondita della quale qui sono

considerati solo alcuni elementi indispensabili per lo studio dei

metodi di ottimizzazione.

DEFINIZIONE 1.13. Una faccia di un poliedro & detta minimale,
sse non contiene altre facce.
L'attributo minimale per una faccia & da interpretarsi col

fatto che essa & minima nel senso dell'inclusione.

TEOREMA 1.71. Se la caratternistica di A & n, allora ogni fac-
ela mindimale del poliedro X 3 un veatdice, fLe cul eccordinate 4s0-

no La so0luzione di un'equazione def tipo AI*X = bt* s ove I*C T,

card I*= n, det AI*# 0.

DIMOSTRAZIONE . FI* sia una faccia minimale di ¥. Supponiamo che

essa contenga due punti distinti x' ed =x". FI* non pud contene-
, n . .

re la retta {(di R ) passante per x' ed x", perché altrimenti

essa sarebbe parallela ad ognuno dei piani di equazione <ai,x> = b,
XL

i=1,...,m, cogicché A non potrebbe avere caratteristica n.

Ne segue che su questa retta 4% QFI* ed Hpel, tali che una

delle 2 semirette di origine X non contiene fx',x" ed i1 pia-
no di equazione <ap;x o= bm contiene X, ma non la retta. Dostos
E
/o dello scorso secolo nel modo seguente: se \)i(X) d?nota il numero di facce
; n-—- i
i~dimensionali di un politopo Xc R, si ha : Z (_1)1\). (x):l-(._l)n
(Grilinbaum, 1967). i=e 1




1° = I*ui{p}, si ha FIO# ¢, perche FI° contiene almeno x. Inol

tre, per la (1.8a), si ha FIQQ_FI* ; poiche FIQ non contiene en

%", si ha F__c F_,. Segue l'assurdo che F non

trambi x' ed 1o % T

& minimale, e gquindi & provato che ogni faccia minimale & un verti

ce di X. FI* sia ancora una faccia minimale, ed x* sia 11 suo

unico élemento, cosicche FI*= {x*}. Posto I°= {ie I: <ai,x*> =bi},

. . o, . = . * i che
si ha evidentemente I* £I%; FI* FI°' AI—I°X > bI—I°' Poiche la

varieta lineare AIOX = bI° & formata da un solo punto, segue che

la caratteristica di AI° & n, e quindiesiste}nxsottoinéieme di

I° che soddisfa la condizione dell'enunciato. Q.E.D.

“

La proposizione inversa di quella espressa dal teo. 1.11 &

banale.

Indichiamo con J = {1,...,n} 1l'insieme degli indici delle

colonne di A, con J'&£J un suo gualungue sottoinsieme, e con

J'
A 1a sottomatrice di A formata con le colonne di A corrispon

denti agli elementi di J'; X1y & l'analogo sottovettore di  x;

J
risulta ovviamente A = A. Introduciamo gli insiemi N={x ¢ R ":Ax=0},

n
S(I')={xeR =X, .= 0}, e T(I',J')=FI'F\S(J') convenendo che

n . . . e e . . .
§(J)=R ; i primi due sonoc di ovvio significato (si noti che dim N

> la nullita di A), ed il terzo & la restrizione della faccia FIl

al sottospazio S({J'}).

, . . ' J ,
LEMMA 1.1. F,, 44a una faccia non vuota di X, ed A sda una

sottomatrice di B avente la stessa canattenistica di A, AllLora

T(I',J') # @, ed inoltne ogni elemenio di FI‘ pud  esprimensi co-

me somma di un efemento di T(I',J") ed uno di N,



» combinazicne lineare di quel

Je

DIMOSTRAZIONE. Ogni colonna di A

leiﬁi AJ , ciok esiste una matrice 3B, tale che A =
¥xeF_,, POSto §J,: Bt BJ—J‘XJ“va si ha x 2 (x
Infatti, & ovvio che x €S(J'). Inoltre si ha Axuﬁ = A
Ai:xJ, i: JquxJnJ,= g:qu+ AiTJvXJmJ,= AE,X‘= bE,.
logo si prova che AI—I'§ > bI—I’; 2 guindi che % EFI'

che

nuta l'ultima parte dell'enunciato.

TEOREMA 1.12. Sda

male del poliedro

X

r

T(1',J') # @, ed inoltre, poiché

La carattenistica di

& una vandletd Lineane

I

Q.E.D.

%ry eF_,, ¥ yeN, s

di dimensione

A B. Allora,

¥
g>e T{I,J'Y.

JU
T

In modo ana-—

. Ne seque

A. Ogndi faccdla mindi-

n-x,

ciob & L'insieme defle soluzioni di un'equazdione del itipo AI@{:bI“’

dove I°c I e

DIMOSTRAZIONE .

>

FEAF_ 2 T'ET)

[m(r*,J3°):1' ¢ 1}

card I°%=r

¥

delle facce di

Lo carattenisiica di

X

A,
I

e la famiglia

rispondenza biunivoca. In altre parole, gli insiemi

possono riguardarsi come le facce del poliedro

card J'

considerato in R

J
ne di A

A norma del teo. 1.

tice del tipo X =

J‘
AIQXJ't bI°' dove
Poiché N

{x+y : yeN}

mento della quale verifica AIOX

11, se

I°cI,

e dove

o

A norma del lemma 1.1, tra la famiglia

F

T

T{P,J")

esbendo x.

(3"}

delle loro restrizioni si pud stabilire wmacor-

(I',3%)

= XNS{J'Y),

Non & restrittivo supporre che le colon

T{I',J")

siano linearmente indipendenti,

¢ minimale,

1.

o

a”
I

ol cosicche

IO

é

cosicché card J'= x.

allora & un ver-

®» ora una varieti lineare di dimensione

2 una varieti lineare di dimensione

A

n-

Koy
<0J> , tale da verificare un sistema come

ha caratteristica card I°=r.

r, anche

n=-r, ogni ele-

Io

ha caratte




ristica r. Quindi FI‘ uguaglia questa varieti e coincide con
1'insieme delle soluzioni dell'eguazione AIOX = bId' Q.E.D.
Lo studio delle propriétd delle facce dei poliedri porta ad

introdurre vari concetti, che consentono di approfandirne la na-

tura combinatoria.

. n . ; . .
DEFINIZIONE 1.14. T politopi X,YcR si dicono {isomonfi,

sse, detti ﬁ% ed 9} gli insiemi delle facce rispettivamente

di X ed Y, esiste un'applicazione bigettiva ¢: 9%-> ﬁ; tale
che F'CF" &> ¢(F')c @(F"), ¥ F',F" ¢ ﬁx.

Politopi isomorfi so

no detti anche equivalenti in senso combinatorio.

E' immediato provare i seguenti enunciati ove X,Y, 9; 5@

sono quelli della def. 1.14. Se XY afloxa dim F = dim ¢ (F) ed

' @
FE o(F), ¥ F etﬁk; inoltre X ed Y hanno un ugual numeno di

facce di una stessa dimensione. Se X ¥y alloha, ¥ F' ¢ F_, 44

X
ha ¢({,\\ F) = g;;g, ?(F) e ¢{conv \\—j F) = conv &\/} ?(F).

Feg! Feg? Feg'
n L , Lo ~
Se T: R —> r" affine e non singolane, allora ¥ = T(X) .

Due qualunque m-~simplessi sono Lsomongdi.

Le classi di equivalenza indotte dalla def. 1.14 sono di no-
tevole importanza per lo studio della difficolta (ad es. computa-
zionale) di vari problemi relativi ai politopi. Nél teﬁtativo di
spiegare alcune di esse pud illuminare il fatto che 1'isomorfismo
& una relaz?one ai equivalenza n& chiusa, né@ aperta, nel senso che
il limite di una successsione di politopi isomorfi pud non essere

isomorfo ad essi, e in ogni intorno di un politopo esistono poli-

topi non isomorfi ad esso. La caratterizzazione di politopi iso-




morfi & meolto importante. In R @& banale, trattandosi di segmen
ti. In 3{2 essa & data_dal numero di vertici, poich2 ovviamen-
te due poligoni sono isomorfi sse hanno lo stesso numero di verti

ci. In generale la questione & ben lungi dall'essere risolta.

DEFINIZIONE 1.15. Una famiglia € di politopi di R & detta
complesso (poliedrico), sse ogni faccia di un elemento di ¥ &
un elemento di 4 , e l'intersezione di due qualunque elementi di

% & una faccia di entrambi.

. . n . ; , .
Dato un politopo di 1R , l'insieme delle sue facce di di-
mensione non superiore ad m, con m < n, & un complesso. La no-

zione di complesso pud estendersi anche ai poliedri.

DEFINIZIONE 1.16. Un poliedro X* & detto duafe del poliedro iy
n . e :

XcR , sse, detti F ed &* gli insiemi delle facce rispetti

vamente di X ed X*, esiste un'applicazione bigettiva

Vs F—>F* tale che F'CF" <=> Y(F')2U(F"), ¥ F', F'e & .
r

Da questa def. 1.16 si ha subito che Y(@) = X*, V(X) = @,

i

e che in generale dim F + dim VY (F) n-1, ¥ Fe% . Si ha anche

che Le dacce (n-k)-dimensionali di X sono in conrispondenza biu
nivoea con quelle (k-=1)-dimensionali di X*, e cdd per ognd
k=1,...,n. Ne segue che, 4¢ X T Y, X*T v* o ¥ = (X*)*, allora

Y = (Y*)*. Questo fatto permette di definire una famiglia di poli
topi isomorfi come duale di un'altra, sempre di politopi isomorfi,
quando nella 17 ediste un elemento duale di uno della 2~

. Un al-

tro fatto ovvio & che, se¢ X ed Y sono politopi duali di %,




34

allora X = Y. Esempi di politopi duali in 113 sono il tetraedro
e se stesso, il cubo e l'ottaedro, il dodecaedro e l'icoesaedro,
il prisma e la bipiramide ad m 1lati, la gﬁramide ad n Ilati e
se stessa; in r" l'n-simplesso e se stesso (autodualita). Wel

§ 1.8 vedremo che trova risposta affermativa la domanda se un po
litopo n-~dimensionale possiede un duale ancora n-dimensionale.

Dopo il teorema di Eulero un risultate fondamentale nello

studio degli aspetti combinatori dei poliedri & il teorema di Stei

(*) (**)

. . . . 3
nitz , che caratterizza il grafo di un politopo di IR co-

- 3
me grafo planare (isomorfo ad un grafo di IR ; mnel quale nes-

suna coppia di spigoli si interseca) e 3-connesso (ogni coppia di

vertici & connessa da 3 distinte catene di spigoli). Con la fine

degli anni '40 lo studio degli aspetti combinatori dei poliedri

* k%
riceve un forte impulso dalla formulazione di un metodo( ) ef-

ficiente per determinare il minimo di una forma lineare su un po-

.

liedro. L'interesse & tale che vengono anche trovate proprieta
gid note. Una delle questioni che ha trovato risposta generale &
quella di determinare il minimo ed il massimo numero di vertici di

. . n . . . L s
un poliedro di R con k facce (n-1)-dimensionali; cid & -av-

* ok %k
venuto nel 1970 per il massimo e nel 1971 per il minimo( )

*
; E. Steinitz e H. Rademacher: "Vorlesungen iiber di Theorie der Polyeder".
i . Springer, Berlin, 1934.
(**) .
I vertici e gli spigoli sono rispettivamente quelli del politopo.
‘ (***)

Che sara analizzato nel cap. 8.
(****)

P.McMullen: "The maximum number of faces of a convex polytope". Matemati-
: ka, v.17, 1970, pp.179~84. D.W. Barnette: "The minimum number of wertices of a
b simple polytope". Israel Jou.Math., v.10, 1971, pp. 121-5.
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Prima di chiudere questo paragrafo & il caso di osservare che
un poliedro pud essere caratterizzato‘in vari modi. Ad es., gi di~
mostra(*) che le seguenti condiziond sono eguivafenti: (i) X &
un polledre; {ii} X 2 convesso, chiuso ed ha un @umuo §Lnito
di facce; (3i) X & £'involucno convesso di un insieme finito di
punti e seminette; (41} esistono un politopo Y eod un cono polie

driico 2, fali che X ={x: % =y+z;yeVizeci}; (54) & La chiu

sura convesdsa dell'unione di un politopo e della trhaslazione di un

cono poliednico.

1.4, - Cond convessi ¢ non convessi.

Nello studio dei problemi di estremo i coni, in particolare
quelli convessi, emergono in svariati modi, ad es. per approssima
re localmente un insieme; in questo senso non sempre il modo di
assocliare un cono ad un insieme & unico, anche perché non sempre

¢ unico lo scopod perseguito.

n . ,
DEFINIZIONE 1.17. Un insieme X c@hR e detto cono con vertice in
- n . - - o~ . . ’

x eR sse xe€ X ed o€ jO, +eof => x+0(x-x)e X. Se inoltre X

e convesso & detto cono convesso . Nel caso particolare in cui &

x=0 1l cono & detto con vertice nell'origine o semplicemente cono.

L% )
V.Klee: "Some characterlzations of convex polyhedra”. Acta Math.,v.102,1959,
pp.79~107. -




Il vertice di un cono non necessariamente & unico o sta in esso.

Il cono poliedrico introdotto con la def. 1.10 & ovviamen-
te un particolare cono con vertice nell'origine; ¢ immediata la de
finizione di cono poliedrico con vertice in un generico punto .
Nel seguito, se nulla & detto, s'intende che il cono & con verti-
ce nell'origine.

Dalla def. 1.17 discende subito che un cono pud non avere
un solo vertice; se ne ha uno solo & detto proprdo ; cid accade
sse xe X ed x # 0 =>=- x¢X; esso & necessariamente l'origine
di r" e, se appartiene al cono, & un punto estremo (altrimenti
lo & della chiusura del cono).

L'insiemé delle soluzioni di un sistema lineare algebrico
A x >»b & un cono poliedrico, se b = 0; cid non & necessario,
nel senso che A x » b pud definire un cone poliedrico anche con
b # 0 (ad es. se A = (1), b = (—;), x e R). Un altro esempio di
cono poliedrico & offerto da 123. Un cono poliedrico, rappresen- :
tato come insieme delle soluzioni di A x » b, & detto non degenene
sse la caratteristica di A uguaglia il numero delle sue colonne;
& detto degenere in caso contrario. Ovviamente la degenerazione
non & una caratteristica intrinseca del cono poliedrico, ma della
sua rappresentazione algebrica. E' immediato anche osservare che
un cono poliedrico & proprio , sse & non degenere.
E' utile considerare un cono come generato da un insieme.

7

Pit precisamente si dice che un cono X & generato da un insieme

.

S, guando ogni suo elemento & esprimibile come combinazione a coef




ficienti non negativi di elementi di S, e si scrive X=con

o

. In que

sto ordine di idee & utile anche osservare che le definizioni di

alcuni insiemi gii incontrati possono considerarsi come casi par-

N ; , n k
ticolari di una pili generale. A tale scopo siano §c R , A S IR,

con k intero positivo, ed o = {aq,...,ay). Introduciamo 1'insie
k ) "

n - i i

me L{(S,A) = {xecR : x = > o,X 3 X € 8, L= 9,...,k;y aea
i=1 ~

k » 1}. E' subito visto che L{(5,A4} @& un sottospazio {lineare},

. I3
se A = R; una varieti affine, se A= {ae E{k: 2: a, = 1};
] X k. i=1
un insieme convesso,  se A =tae;ﬂ%+: E;<xi= 1}, ed in particola
i i=1
re un politopo, se card S < +o, ed un m-simplesso ,. guando

card 5 =m<n+1 e gli elementi di 8 sono linearmente indipenden

) k . . :
ti; un cono convesso, se A = ﬂif, ed in particolare un cono po-

liedrico, se card S < +« oppure S 2 l'unione di un numero fi-
nito di punti e di semirette dall'origine. In tutti i casi § &

detto 1'insieme genenratone.

TEOREMA  1.13. Conddizdione necessaria ¢ sufficiente affinche un

n . o
cono X <R s4a convesso 2 che

2
(1.9) ', x"eX ed ({a,BR)e R -{0} == ax'+ Bxe X
DIMOSTRAZIONE. Suff. ¥ v €[0,1] e ¥ x', x"€X, poichd
2
(v, 1=v) e:ﬁ_} ~ {0}, dalla (1.9) segque «vyx'+ {1-y)x" <X, e quindi
X & convesso. Nec. Segue subito dalla def. 1.3. 0.E.D.
Questo teorema caratterizza un cono cONvVesso come un insig

me chiuso rispetto all'addizione e moltiplicazione per uno scala-




1.6. = Funziond convesse.

" Un altro concetto fondamentale nella teoria dell'ottimizzg
zione & quello di funzione convessa, del quale analizziamo qui i

principali aspetti.

. n
DEFINIZIONE 1.28. L'insieme K g IR sia convesso.

*
ne( ) f:K —>IR @& detta convessd

Una funzio-

; sSse risulta
{1.21) (1~0) £(x")+ ef(x")2f(1~a)x"+ax") , ’v‘ae[O,ﬂ ¥k, x" e K.

Se in (1.21) la disuguaglianza & verificata in senso forte ,

VQG]O,T[ e quando x' # x", allora f & detta sthettamente con

vessa.

Se in (1.21) il verificarsi l'uguaglianza ¥o ¢ [0,1:], aquando

x' # x", implica 1'uguaglianza %o €R, allora f & detta quass

streltamente convessa, £ @ detta (quasi ) [strettamente) concava, sse

-f & (quasi) (strettamente) convessa. Naturalmente una fumzione vettoria—

le appartiene ad una delle. precedenti. classi, sse cid avviene per ciascuna sua com

porente. Una funzione (quasi) strettamente convessa (concava) & anche

convessa (concava), ma non viceversa. Una funzione affine &, sia

convessa, sia concava; anzi cid pud essere presc come definizione.

Una funzione £ & guasi strettamente convessa, sse epl f & quasi

strettamente convesso.

(*}

La cul “immagine comprende anche + 0,



n . . .
TEOREMA 1.21. K < R 44a convesso e s4a £:K-R, (i) f ¢ convessa,

44¢ epi £2 convesso; (il)se vX ¢ ri K 44 ha:

(1.22) Ex)-£(R)z2 <t,x~%> , wx ¢ K,
allora £ 2 convessa su ri K; 4e £ & convessa su K, w& ¢ ri K, sus-
sd8te La (1.22); 4in (1.22) aisulta t=£'(X), s¢ £ & differenziabile

in ¥; (31) f @ convessa, sse 44 ha:
N r, i r 4
(1.23) £® 2 sup [£0) axh)- Yefen] =o,
i=1 i=1
ove {L sup ¢ fatto rdspetto a tutite fLe possibili r-uple di a,,con
r

a, e [0,1] ¢ 2: a,=1, ed a tuttli i possibili insiemi di r n-uple

. i=1
x eK , ¢ qualunque sia L'intero positive r.
DIMOSTRAZIONE. Poniamo y'= £(x"),y"= f(x"),x(a)=(1—a)x'+ax",y(u)=

(M~a)y'+ay",z(a)=(1-a)z"'+az" (Fig. 1.18). (i) ©La (1.21) sussiste,

sse

(1.24) z(a) =z £(x(0)),¥acl0,1], ¥x',x"eK, wvz'2f(x'), vz"2f (x"),
cioé sse [(x',z'),(x",z")]cepi f. Ciélporge la tesi osservando éhe
(x',z') e (x",2") sono 2 generici elementi di epi f. (ii) Se sus-
siste la (1.22), si ottiene subito la (T.24) con  ri K in luogo di
K, e quindi,va€[0,1], z (o) sta nel
lo epigrafo della restrizione di
f a ri K. Segue la convessiti di N
tale epigrafo e quindi, per la (i),
la tesi. Ora f sia convessa su K.

Per la (i) £ convessa = > epi f

convesso. ¥% ¢ K identifichiamo ©




eni f e l'insieme 1l cui elemento & (ﬁ,f(ﬁ)) rispettivamente con

K1 @ K2 del teo. 1.15. Ne segue l'esistenza di un iperpiano di se %
arazione (propria) che, essendo (2,£(X))eepi f, & anche di sup- ]
porto per epi f. L'eguazione di esso & y=f(&)+<t,x-%>, ove teRr"
¢ opportunc. Ne segue la (1.22). Dalla stessa definizione di dif-
ferenziabilitd segue t=f'(X), quando f & differenziabile. (31) Ba
sta osservare che la (1.21) ‘& vera sse, per ogni intero positivo
r, per ogni r-upla di aie[o,ﬁl—con zi ai=1, e per ogni r-upla di

. i=1
i, . (%)
x ¢X, risulta

N r )
(1.25) £y aixl) <Y aif(xl) ) 0.E.D.
=

-

=

Il seguente esempio mostra che la 2~ parte della (ii) del teo.
1.21 non & invertibile.
ESEMPIO. n=2; K={xeﬂg: Osxis1, i=1,2); f£(x)=0 se ng1g1 e O<x231,
f(x}:1~x$'se Osx1s1 e x2=0. ¥Xerli K la (1.22) & soddisfatta con t=0,
ma f non & evidentemente convessa.
La 27 parte della (ii) del teo. 1.21 & invertibile, ciog& f & conves
sa sse sussiste la (1.22) ¥Reri K, Fig. 1.19

n
se K=1R .

Se f & convessa, lev f e
o

N

convesso ¥oelR; non & vero il vi
ceversa, cosi come mostra l'esem

pic della fig. 1.19, ove f(x)=

2 2
=x /(1+x ), xeIR. Sussiste infat

() La (1.25) & nota come disuguaglianza di Jensen. |




. I . . n .
TEOREMA 1.22. f sda definita su un Lindieme convesso K ¢ R . Condi-
zdone necessaria (ma non sufficiente) agfinche f sia convessa in K

¢ che lev<y f sdia convesso, vy ¢ R.

DIMOSTRAZIONE. ¥x',x" ¢ levSy f, posto x(a)=(1-a)x"+ax", la conves-
5itd di £ implica fi{x(a))s(1-a) £(x')+af (x") <y, e quindi x(a)slevS £,
‘0e[0,1]. OQ.E.D.

Le precedenti considerazioni conducono ad una prima naturale ge

leralizzazione del concetto di funzione convessa.

EFINIZIONE 1.29. La funzione f & quasi convessa in K E:mn, sse
.evSy f & convesso, ¥y e R. f & detta quaéivconcava, sse & quasi con
essa -f.

L'utilitd di questa generalizzazione sta nel fatto che le funzio
i quasi convesse su un convesso, nella cuil classe rientrano, a norma

el teo. 1.22, quelle convesse, assicurano che un punto di minimo lo-

ale isolato & anche di minimo globale, com'é facile provare.

EOREMA 1.23. £ sda definita su un insieme convesso K < r: Condizdio
e necessarnia (ma non sufficientel affinché £ sia convessa in K & che '
Lsulti:

1.26) (T-a) £(x*)+af(x") 2 inf f(x) , wo e[0,1]
xeKnSy

’ V'-X'IX" e K,
& ’ -~ . .
cve x(a) = (T-a)x'+ax" ¢ dove Sy & un Antorno di x{a).

IMOSTRAZIONE. La (1.21), essendo ovviamente f(x(0)) > inf ‘f(x), im

XeKmSa
lica la (1.26). Questa non & sufficiente, cosi come mostra l'esem




pic di f(x)=x2,, se x#0; £(x)=1, se x=0 (x eR), Q.E.D.

Anche 1l teo. 1.23 si presta ad una generalizéazione; vedre -
mo che esso consente di dare una definizione di funzione convessa
su uﬁ insieme finito. Una classe di funzion; convesse di particola
re interesse & quella delle funzioni differenziabili, per 1la quale

valgono i seguenti classici risultati.

TEOREMA 1.24. lUna funzione £ : K —> IR , diffenenziabife (almeno)

7

n . .
2 volte sull'apento KSR , & convessa, sse La sua mathice hes-

sdana  £'(x) & semidefinita positiva su K.

DIMOSTRAZIONE. Nec . Siano X, yeK ed aelR; poniamo 2z =X+0Y .
La doppia differenziabilitd implica
1 2 2
£{z) = £(x) +a < £ {x),y >+ 5 o <y, £y >+ o7 e(a),
ove gla) —™> O se a —>0 . La convessita implica, per la (1.22),

£{z) - £(x) - o <f'(x),y<> > 0.

Il confronto delle precedenti 2 relazioni porge la disuguaglianza

2
a2 <y, £"(x)y > + o e(a) 20

[NCR Y

e ) , 2
che, divisi ambo i membri per o /2 e fatto tendere o a zero,

porge <y,f"(x}y > > 0 e quindi, per la genericita di vy, che

£"(x}) & semidefinita positiva. Suff. Per il teo.

di Taylor si ha,




f(y)=f(x)+<f‘(x),y—x> + % y=x,£"(z(a)) (y-x)>

7

ove z(a) 4 (1-a) x+oy ed ace 10,70 & opportuno. Da questa, es-

sendo f" semidefinita positiva su tutto K, segue
fly) » fix) + <E' (=) ,y-x >,
e quindi, per la (ii) del teo. 1.21, la convessita di f. Q.E.D.

TEOREMA 1.25. Una funzione £ :X —>R, differenziabile {almeno)

n . .
I volita sull'aperto KcR ', & convessa, sse nlsulita:

(1.27) CEy) - £9U%) , y-x > 20 , ¥ x,yekK.
DIMOSTRAZIONE. Nec. Nella (1.22) poniamo una volta x = y ed
un'altra x = vy , X = X; pol sommiamo membro a membro le disugua-
glianze che risultano, ottenendo infine la (1.27). Sugff. per il
teorema del valor medio si ha:

(1.28) Ely) = £(x) = < £'(z(a)) ,y-x > r ¥ X, yeK,

ove z{g) 2 (1-a) x+ay ed ae JO,1[ & opportunc. Dalla (1.27)
si ha <f'(z(a))=£f'(x),z(a)-x > 3 O e quindi < £'(z(a)),y-x > 3
< £'(x),y-x >. Da questa e dalla (1.28) segque f(y) : E(x)+<£'(x) ,y~x>.

e quindi, essendo K aperto,la (ii) del teo.1.21 porge la convessitd di £. Q.E.D.

Si noti che la (1.27) esprime la monotonia di f£'.




