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Sella di{ una kunzdione.

Per poter avviare lo studio di condizioni sufficienti per
problemi non differenziabili 2 utile introdurre il concetto di

sella di una funzione.

DEFINIZIONE{4.1. Siano dati gli insiemi X SR ed Y SR”,

]
ed una funzione F:X x Y =—>R . (x ,yo)e X = Y si dice punto d&

et ey,

sefla d4 F su X x Y, sse risulta:

(@4.5) )F(xo,y)(F(xo,y°)<F(x,yo) r ¥ xXeX , ¥yelY.

ESEMPIO. Poniamo X = R; Y = [0,+=[ ; F(x,y)txz-(y-Z)xﬂ. La
1% delle diseguaglianze(ﬁ‘.S) diviene xo(y-y°)>0 e, dovendo
valere ¥y 30 , => xo> O; pil precisamente ==> y°> QO se x°=0
ed yos 0O se x°> 0. La 2" delleé!4.5) diviene xz-(yo-z)x-x02+
x°y°-2x°> O; poiché il discriminante del trinomio a 1° membro di
questa disuguaglianza @ [2x°-(y°-2)]2, e dovendo essa valere
¥ x ¢R, tale discriminante deve annullarsi, ciod deve essere
x°=(y°-2)/2. Da questa e dal fatto che deve essere x°> 0 si
traa y°> 2. llon potendo essere y°> 2, perché si avrebbe x> 0
e non sarebbe soddisfatta la 1‘della@4.5). si ha che la(14.5)
& soddisfatta, sse x°= 0, yos 2. Questo & quindi punto di sel-

la della F.

ESEMPIO. Poniamo
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@4.5) Fix,y)= <x,av> , XeX , yey

ove P = (aij) ® una matrice di ordine m x n ag elementy realj.
Laé}§.6) Pud interpretarsi come speranzavmatematica del guacagno

in un giocco tra 2 giocatori con somma 2ero, x ed vy essendo le
Strategie del gioco, ed A la matrice dei pacamenti. A norma di un
ben noto teorema di J.von Neumann, la @4.6) possiede un punto 43 sella;

questo riceve un'interessante interpretazione in termini del gioco.

elemento ars’ tale che

(44.7) a = m;x min a, - min m;x ay -

Infatti in tal caso @ subito visto che (xo,yo). ove x°= (0,..,0

’
o o o
x = 1,0,...,0) ed y = (O,...,O,ys- 1,0,...,0), a punto di sel

la di.ﬂA;S). 2d es., se

1 2 8 7 \
2 /’ ,
3

la(j4.7) ¢ verificata e risulta 3" 2y,

ove x%s (0,1,0) ed ¥ (0,0,1,0), @ punto di sella, il corri-

»
“
f\
N ()
- [o]
o &

= 4, cosicche (xo,yo).

spondente valore (di sella) della 84.6) essendo proprio 4. Quan-
do & verificata la @t.?), che costituisce un criterio per gioca-

re la partita detto del minimax , ars viene detto punto di sella

della matrice A .

Poich® il ricorse diretto allaeié.S)per stabilire se una

funzione ha punti di sella non a Sempre acevole, & utile stabili

!
i
i
!
:
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re alcuni criteri.

LEMMAA4. 1.  Siano dati gli insiemd XeR™, vyer™ o fa funzione

F:X x ¥ —> IR. Risulta:

(-14.8) sup inf Fl(x,y) < inf sup F(x,y)
ye¥Y xeX XeXye¥Y

DIMOSTRAZIONE. Dall'evidente disuguaglianza inf F(x,y)<F(x,7),
XeX
valida ¥ xeX e V¥ ; €Y, seque sup inf F(x,y)< sup F(;,y),

- Yye¥Y xeX YeV¥
¥ x ¢X, e quindi seque la m.ii). Q.E.D.

La@&.a) pud non essemverificata come uguaglianza, cosl

come mostra il sequente:

ESEMPIO. Sia X = R ;Y=[0,+=[ ; F(x,y)=(x-1)3-xy+2. Risulta:
sup inf F(x,y) = = » ¢ inf sup F(x,y) = 1.
Y20 x e IR XeR y30

LEMMAT4.2. Se  (x°,y°) 2 punto di sella deffa F di cui a¢ 2em

ma 3.1, allora risulta:

(1&.9) sup inf. F(x,y) = E‘(xo,yo) = inf sup F(x,y).
yeY xeX XxeXyeY

DIMOSTRAZIONE. Dallaff4.5) si ha sup F(x>,y)¢F (x°,y%)<int F(x,y°),
yeY X eX
e quindi inf sup F(x,y) ¢ F(xo,yo) € sup inf F(x,y). Questa e
XeX yeY Yye¥ xeX

la (ﬁ.a) =>(14.9).  Q.E.D.

Senza ulteriori ipotesi il lemma44.2 non @ invertibile, nel
senso che, pur essendo ugualiA1° e 3° membro della ﬂ4;9) . pud
non esistere un punto di sella per F su X x Y, cosl come prova

il seguente :
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ESEMPIO. Sia X = R; Y = [0,+=[ ; F(x,y)=exp(-x)-xy. Si ha

sup inf PF(x,v)=inf sup Fix,y)= 0. Cid nonostante F non ha
Y20 x ¢ R X ¢eR y30

punti di sella. Infatti la 2° della @4.5) diviene ora:

inf su F(x,
/‘ xeXyspY (% ¥)

Q Q
inf Fix,y ) Fix ,y)
xe X

o
;u{py F(x ,y)

my— /
§Py §1fg Fxoy)

Fig.14.1

e:xp(-x)-exp(-xo)--(x-xo)yo >0 , ¥xeR,

e non & vera one P e vy°>o.

Se conla scrittura @*@si convdéne di rappresentare la

disuguaglianza a ¢ 8, i1 risultati ottenuti possono essere schema

tizzati con la fig.{§.1.

Un caso particolare ed interessante si ha quando F @& la

funzione di Lagrange di un problema :

@4.10) min f(x) , xeR & {xeX : gix) » o}

’

ove XsR™, a1 @4.10)

.81 associa L(x,)) & f(x) - < A,g(x) > come funzione di

Lagrange . Per esso consideriamo il seguente caso particolare del-

la def.44.1 .
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CAP.

i. Problemi di ettimizzaziong.

Nel seguito considereremo problemi di ottimizzazione o di
estremo, ‘“ formula%’ come ricerca di un
elemento x di un insieme X < m" che renda minime il valore di
una funziocne f:y-ze R,essendo X ¢ v. Scriveremo brevemente(*h

min £ (x) , (4 )

xeX

dove l'operatore "min" & inteso nel senso di determinare un ele-
mento di X e non necessariamente tyuted quelli che rendono minimo
il valore di f. Il problema di minimo (1) -, per i1l quale vengono
usati rcome sinonimi “programma" e ”programmazione", @ detto f{be-

20 quando X & un aperto di m“, e vincolato negli altri cast.

(*)
La ricerca del massimo si pud ottenere da quella del minimo in forza della
evidente uguaglianza Jax £(x) = - min [~ £(x)]. Quando non vi sard tema di

confusicne, verra SCritto "min" e noh "inf" ancorché l'esistenza del oinimo non
sia stata discussa.



-J-

Anche rimanendo nell'insieme delle funzioni reali 4i varia-

bile reale, 1la formulazione (1) non & la pid generale, nel senso
che non racchiude tutti i problemi che in qualche modo conducono al
concetto di estremo. Ad es. in alcune guestioni di natura meccanica

ed economica si giunge ad (1} , dove perd f:y+zcRr™ » ¢ dove quin-
di l'operatore min deve eéssere opportunamente generalizzato. Ci{ go
no poi problemi che, Pur rientrando nella formulazione (1) ,hanno ca

ratteristiche molto particolari a tenere conto delle quali (1) mal
si presta € quindi ne rende difficile lo studio. Ad es. eid accade

quando X oppure £ mcbfmualorowlunediatmpmblﬂudiesm.

DEFINIZIONE 1. Un elemento x® € X ¥ detto punto di minimo (o
minimante ) globale , ssa risulta £(x°) ¢ £(x), ¥ x € X. 51 dice
che il (punto di) minimo ¥ (s0la¢o oppur no, secondo che la disugua
glianza & verificata come uguagli;nza rispettivamente solo per

x = x* oppur no.

E' immediato provare il Séguente teorema, che porge un modo

alternativo d4 caratterizzare un punto di minimo globale.

TEOREMA 1. x* €X ¥ punto di minimo globale per (1) , 44
risulta lev. £2X, ove y £x*), ¢ vy f={2ex s jorzyp.
Se nella def. 1 la disuguaglianza ¥ provata solo ¥ xeXns§,
Ove S ¥ un intorno di «x°, oppure alternativaments se nel teorema {
1"inclusisong i provata solo con Xn$S in J._qoqp di X, {1 punto

di minimo ¥ detto focale; se poi S nlev:y £ = X'u); allora & {so-

] lato. Wwa dawnea. Cr w2 Witk o €/ea Auia
ldwm‘w z o QM: e X & wrnpally <ol 2

Mmccu{'wwq_ ‘;"5""‘\°W, allota i 7fe € Adnasmtacd,

L_"'_'-—.—“
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DEFINIZIONE 2. X®e X 2 punto d$lazionario per (1), sse esi-

ste un intorno Ndi x° tale da aversi : ' ecl 4t {.»u-%‘q. Mo by i

’ £i{x)~£(x°)
liming X222 IX) r xeXn N,
caxe e = xe] | (25

CJo: . —2,4_'17
e ol —%._ 292
NeN xexnpmijxyy NX-

ESEMPIO. Si consideri 1a funzione f(x) = /x| con XeR, ed 11
punto 'x° = 0, ra (2) diviene: liming X . T, se x>0, e
x ,,04' X
liming :E =1, se x ¢ o. Ne Segue che x° 2 punto stazionario.
X+ 0" =
*

Se f differenziabile( ’, la {(2) richiede 1a non nega-

tivitd della derivata direzionale di ¢ secondo ogni semiretta

uscente da x° eg individuata dal generico xeSn x, Con tale

Specifica la  (2) diviene:

< £'(x°), x=-x° > % 0 ’ ¥ xeSnX. (3)

, & Gueinad (£l =1,

Infatti, se ¢ denota il vettore dei coseni direttori¥della semi-
retta di origine x° € passante per x, cosicche® x = x°. at, con ’c-.éﬁ'%“a_,
ae]O,+=[, s{ ha che il 1° membro della (3) uguaglia o< £'(x°),¢t>,

e gquindi la (3) @ equivalente alla non negativiti della derivata
direzionale in | x* 44 ¢ lungo ogni direzione ammissibile rispet-

to ad X. se x° ¢ ine x , la (3) si riduce alla ben nota condi -

zione dell'annullamento delle derivate parziali 44 £,

= .

(*) La differenziabilita 8ard assunta (n varie parti del sequito, ancha gquando

sard sufficiente l'esistenza dalle derivate parziali. Cid semplifichera l'espo=

sizione, 1la possibilica 44 affinamento risultando ‘cmnqu. chiara da} contesto,

e o x-2° £(2% x-x® o -x°=
o Q) divieme, Laep [{ V4, i) ¢ STEED [ 20 el porte seon ta.
. . o, . )
S:{?fui‘l '1‘ 'd.\h«q, gs‘t_ A.M’L- [(V*(t’)‘ 2-),. z_ﬁ?ﬂ]zo L?m AA«?E.(*
> &5

. 2 )

24 VH9, )20, e<do]

u
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Fx e (4)

come & immediato verificare, applicando la (3 nei‘caso in cug

X = x° = - af'(x°), con 4 €]O0, a[ ed 3 opportune.

Si noti che, posto F(x) = £'(x), la  (3) pud essera interpretata
come disuguaglianza variazionale per F,

Sussiste il segquente classico:

TEOREMA 2. Se un punto 2 di minimo globale {locale), @ anche d{
minimo Locale (dtazionanio);

la cui prova & immediata. Il teorema 2 non @ invertibile, a meno
che si facciano opportune ipotesi su f egd X, come ad es. quelle
di convessitd, cosl come sari visto, In questo ordine di
cose si potrebbe pensare di assicurare l'esistenza del minimo in x°,

rinforzando la  {2) col chiedere che x° sia punto di minimo del-

la restrizione di f ad ogni semiretta uscente da x° ed indivi -
duata dal generico xeSn X. Cid 2 falso, cosl come mostra il seguen

te celebre:

®
ESEMPIO (Peano). Si ponga n = 2; f£(yx) = (xi- 2 p xj)(xz- 2 q x1),

con 0 < p < gq; X =‘R2: x°= (0,0). E' immediato verificare che x°® &

: (Lowal.) Julln watariymme
punto di minimoYdi £ sy ogni retta passante per x°, mentre x*

(s walle) x,ﬂ xZ
non & punto di minimoy perchd f(x) < £(x°) = 0, se 5§~ < x, < Eé_

?

e le x che soddisfano tale condizione esistono in ogni intorno d4i

x&

* I‘.Gcauztﬁﬁlc;.ﬁlqvu;r: ?:¢2¢,e, ctlénu~u,¢; ¢./u54.¢;- o Cotecls -vfﬁu’é
F-'Q'é&z../'ﬁ:,ﬂ!“_ :
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Problemi di Programmazione.

Siano f:IRn—-> R ; gi:m“—-om ’ 1‘=1,...,m ; hi:mn-—ox
i:1,...,p; assegnate funzioni. Le considerazioni svolte in quest
capitolo non cambiano, se le funzioni Precedenti sono definite s
un aperto qualsiasi, anzichd sy Rr°, Il caso in cui i) deminio
non & aperto pud spesso ricondursi al caso attuale. Ne} sequito

considereremo problemi de} tipo (1) che possano mettersi nella

forma sequente:

min f(x1....,xn) CEEJ

con i vincoli
gi(x1,..,,xn) 20, 1{=1,...,nm ; Cgb)
hi(xl,...;xn) = Q ’ 131,...,p;i (p < n) /n—¢>

Con le ovvie notazionit vettoriali x = (x1....,xn),g(x)=(91(x),..

..,qm(x))' h(x)*(h1(x),...,hp(x)) ’ L51 si scrive cosi:
min £(x) , x¢R A(xcmn:g(x) 20 ; h(x) = 0} . (6)

Il problema (6)} oppure quello .‘53, viene detto problema di

4
paogaammaziane( ) non limeare; £ 1a sua funzione obiettive;

(*) Il termine Programmazione per indicare problami 44 estremo vincolato a
adottato forse pPer la {° volta in alcuni scritti di R.Dorfman negli anni 'so.




g(x) ¢ 0, hix) = 0 4 suoi vincoli ; R la sua rARgLone ammisy (-
| Nel caso in cui f,9,h sono affint, (‘) & detFo problema di
f : grammazione Lineanre (‘); se £ @& una forma quaératica, g ed »
j affini, (6) & d;tto Problema di programmazione quadratica.Quan
| do almeno un elemente di x @ soggetto all'ulteriore vincolo di
essere intero, (6) % detto problema di programmazione diofancte
O a variabili intere . se f,9,h sono differenziabili, (6
¢ detto problema di Programmazione differenziabile.
We esar pasticolumuts trianty o Pomtes
, NYOWEEA 2L S PR SR Tl
? A MQQW. Limens s Pu Nl cane (5) weer

Arfopretiame U Vave At oppiianind .
| Poac ptes Patmaanty

- (*) Se non vi & pericolo di confusicne, si adotta l'attributs "lineare” an-
zichd correttamente quello “affine”, perché ormai d'uso comune. Inoltrea “non
lineare™ significa qui "non necessariaments lineare”; lo stesso dicasi per
“non convesso®, "non differenziabile®, ed aleri. :



An programma lineare & un problema come (§) r ove £ 2 1i-
*
neare e g ed h sono affini. Non @& restrittivo( ) considerare

un programna lineare nella forma secuente

Ga)

n
min(£f(x) & <c,x>= c.x.]

con i vincoli

n
>= =
hi(x) 8 <ai,x Z: aijxj b

, i=1,...,m, L*‘)
f i
3=1
xj> o) ’ i=1, .., C;c)
dove i vettori (riga) c® (¢ ,...,¢) ed a = fa ,...,a ) so-
1 n i bR in
no ad elementi reali: a dove b1""'bm Sono scalari reali. Na-

turalmente, non @ restrittivo nemmeno considerarlo nella forma
&fab), cosa che faremo, quando cid semplificherd l'esposizione.
Introdotta la matricea A = (aij » L=, ...,m =t ..o,
il vettore bT- (b1""'bm) , e detta

R? (x,m"™ Ax=b ; x30}

" la reciona ammissibile, il problema (?) pud formularsi pid bre

’2‘;1'{' [ ) ={e, %) ] (8)

“(*) Una disuguaglianza come <a ,xoKb Pud equivalentementas essers rimpiazza

ta col sistema di <a , %+ =h x 0; 4 h® & ricondotta al ti -
i xn+i i’ n¢i> opodic po

(;bc). Analogaments dicasi per <‘L'x>>bi;xn+1 viene detta variabile scarto.

vemente cosl:

Una variabile non vincolata in segno, sia xj, Pud essere sostituita dalla daif

ferenza di due non negative: x =x'-x" , x'30 ¢ X"30 ; con ¢id ¢i si riconduce
ancora al tipo  (Jbc). 3 ] !



