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Prefazione

Com’e che si dice? 1l lupo perde il pelo, ma non il vizio? Penso che ormai si sia capito che
mi sono appassionato a quel meraviglioso mondo che & I’Analisi Matematica. Nel seguito
troverete una mia personale reinterpretazione delle lezioni del corso svoltosi nell’anno
accademico 2022-2023. Qualsiasi tipo di correzione e/o consiglio ¢ il benvenuto, potete
contattarmi a a.rocca2@studenti.unipi.it.

Vi auguro una buona lettura e un buono studio.

Andrea Rocca


a.rocca2@studenti.unipi.it

Indice

1 Richiami generali
1.1 Spazioduale. . . . . . . ..

1.1.1

Il duale degli spazi LP(2) . . . . . . ... ... ... ...

1.2 Convergenza debole . . . . . . ...
1.3 Teoria spettrale . . . . . . . . . . ...

1.3.1

Spazidi Hilbert . . . . . . . . ... ... .. ... ... ...

1.3.2 Teorema spettrale . . . . ... ... ... .. ... ... ... ...

2 Spazi di Sobolev in una variabile
2.1 SpazidiSobolevsuR . ... .. ... ...

2.11
2.1.2

Lo spazio duale di WYP(I) . ..o oo
Caratterizzazione della convergenza debole in WLP(I) . . . . . . ..

2.1.3 Teoremi di rappresentazione in WhP(I) . . . ... . ... ... ...
2.2 Teoremi di estensione, approssimazione e compattezza . . . . . ... .. ..

2.21

Teoremi di estensione da WhP(I) a WIP(R) . . . . .. .. ... ...

2.2.2 Teoremi di approssimazione . . . . . . . . . ... ... .. ... ...

2.2.3

Immersione compatta di WYP(I)in L®(I) . .. .. ... .. ....

2.3 Operazioni elementari in spazi di Sobolev . . . . .. ... ... ... ....

2.3.1
2.3.2
2.3.3

Prodotto di funzioni di Sobolev . . . . . . ... ... ... ... ...
Composizione con funzioni C* . . . . .. ... .. ... ...
Parte positiva e modulo di una funzione di Sobolev . . . . . . . . ..

24 Glispazi WyP(I) . . oo
2.5 Legame spazi di Sobolev e serie di Fourier . . . . . ... ... ... .....

2.5.1

Due basi di Fourier in L2(I) . . . . . . .. ... ... ... ......

3 Equazioni ellittiche in una dimensione

3.1 Soluzioni forti e soluzionideboli . . . . . . . . . . .. ... ... ...

3.1.1
3.1.2

Formulazione variazionale . . . . . . . . . ... ... ... ..
Principio del massimo debole . . . . . .. ... ... ... ......

3.2 Convergenza di soluzioni . . . . . . . .. .. ..o

3.3 Equazionedel calore . . . . . .. ... ... o

4 Spazi di Sobolev in piu variabili
4.1 SpazidiSobolevsuR? . . . . . ...

4.1.1
4.1.2
4.1.3

Lo spazio duale di WHP(Q) . . . .. ...
Caratterizzazione della convergenza debole in W1P(Q) . . . . . . ..
Convoluzione e teoremi di approssimazione . . . ... .. ... ...
4.1.3.1 Convoluzione e spazi di Sobolev . . . . .. ... ... ...
4.1.3.2 Teoremi di approssimazione . . . . . . . . ... ... ....

3

12
21
21
26

31
31
33
34
35
39
39
42
44
47
47
49
50
93
54
o4

59
99
61
64
66
68



INDICE

4.1.4 Teorema di rappresentazione . . . . . . .. ... ... 84

4.1.4.1 Traslazioni di funzioni di Sobolev . . . . ... ... .... 84

4.2 Teoremi di approssimazione, estensione e compattezza . . . . .. ... ... 88

421 Tlcaso Q =BR . . . . .« i i it e e 88

4.2.2 1l caso 2 dominio qualsiasi . . . . . .. ... ... ... ... 92

4.3 Glispazi WoP(Q) . . o o oo 95

4.3.1 Convergenza debole in Wol’p(Q) ..................... 97

4.3.2 La disuguaglianza di Poincaré . . . . . . . .. ... ... ... ... . 97

4.4 1l teorema della traccia . . . . . . . . .. L L 98

441 Tcaso Q =DBR . . . . .« i i it i e e 99

4.4.2 1l caso 2 dominio regolare . . . . . . .. ... ... L oL 103

4.5 Le disuguaglianze di Sobolev . . . . . . . ... ... oL 107

4.5.1 La disugaglianza di Poincaré-Wirtinger . . . . .. .. .. .. .. .. 107

4.5.2 Disuguaglianza di Gagliardo-Nirenberg-Sobolev . . . . . . . . .. .. 109

4.5.3 Teorema di Rellich in domini illimitati . . . . . .. .. ... ... .. 112

4.54 Lemmadi Morrey . . . . . . . . . ... 113

4.5.4.1 Definizione puntuale di una funzione di Sobolev . . . . .. 117

4.5.5 1l teorema di Gagliardo . . . . . . ... ... ... ... ... 119

4.6 Legame spazi di Sobolev e serie di Fourier . . . . . ... ... ... ..... 122
4.6.1 L’operatore risolvente. Autovalori e autofunzioni del Laplaciano con

condizioni di Dirichlet . . . . . . . . ... ... ... ... .. 122

4.6.2 Fourier e Sobolev . . . . . ... 122

Equazioni ellittiche in piu dimensioni 125

5.1 Soluzioni deboli di equazioni ellittiche con condizione di Dirichlet . . . . . . 125

5.1.1 L’equazione del calore . . . . .. .. ... ... ... ... .. .... 128

5.2 Equazioni con condizioni di Neumann . . . . . . .. ... ... ....... 132



Capitolo 1

Richiami generali

1.1 Spazio duale

Sia Q C R? misurabile. In questo corso considereremo
LP(Q):{f:Q—HR:/ |fIP < +o0}.
Q

1
Ricordiamo che LP(€2) & uno spazio di Banach con la norma || f|| 1) = ([ | f(x)[Pdx)?
con p € [1,400). Le cose che vedremo saranno facilmente generalizzabili.

Funzionale lineare continuo

Sia T : LP(2) — R una funzione, diciamo che T' & un funzionale lineare continuo se
valgono:

1. T(au+ Bv) = o1 (u) + BT (v) Yu,v € LP(Q) e Va, 5 € R.

2. T & una funzione continua rispetto alla topologia in LP():

1fon = Fllzr) =2 0= T(fa) — T(f)

n—oo

Osservazione 1.1.1
E un risultato noto che la seconda condizione sia equivalente a richiedere la limitatezza di
T, ossial:

1T := sup{T'(f) : f € L*(Q), | fllLr() = 1} < +00

Spazio duale

Dato B spazio di Banach, definiamo lo spazio duale, che indicheremo con B*, come
lo spazio di tutte le applicazioni lineari continue su B.

[ Teorema 1.1.3 |

Lo spazio B* ¢ uno spazio di Banach con norma

I

g =sup{T(f) : f € B,||fllz = 1}.

INel contesto dei funzionali lineari possiamo omettere i moduli, poiche & sempre possibile ricondursi a
quantita positive.
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Dimostrazione. 11 fatto che B* sia uno spazio vettoriale & ovvio: infatti se S,T" € B* allora
anche aS + 5T € B*.
Mostriamo che || - ||g= € una norma. L’unica verifica non banale & la sub-additivita:

(S+T)(f) =S +T) <ISIIfAB+ITHIAz = IS+ T < +oo Vf e B

Mostriamo ora che B* ¢ completo. Sia T}, una successione di Cauchy: Ve AN : [|T,,— T, |5+ <
e Vn,m > N. In particolare, per ogni x € B, la successione T),(z) ¢ di Cauchy, infatti

Tn(2) = T ()| < |[Tn = Tl s+l lls < ell2]5-

Quindi esiste il limite (in R) lim 7,(z) = T(x). Possiamo dunque definire 7' : B — R
come e
T(x) = nh_}ngo T (x).
Bisogna verificare che:
e T ¢ lineare, chiaro.

e T ¢ limitato: Vale che

|T(z)| = lim |T,(z)| <limsup ||T,|

n—+00 n—-+00

Quindi basta dimostrare che limsup ||T,||g« < +o0o. Ma questo vale perche la
n——+o0o

successione delle norme ||7,||5+ ¢ di Cauchy, infatti

5 — [Tl

15|

Bx| < ||Tn _TmHB* < e.

Mostriamo ora che T ¢ effettivamente il limite, ossia che ||T,, — T'||g= — 0. Visto che la
disuguaglianza passa al limite puntuale notiamo che

Tn(z) = Tin(2)| < [ Tn = T+ |2l < €llzl|gVn, m = N
= [Tn(2) = T(z)| <ellzlls Vo€ B,¥n>N
= |1, —Tl|p <eVn>N

Osservazione 1.1.2

Visto che B* ¢ di Banach, possiamo considerare il suo duale B** che chiameremo il biduale
di B. Chiaramente vale che B C B**, infatti per ogni « € B possiamo considerare la mappa
tale che T'— T'(x). Questa ¢ lineare e limitata. In generale questa inclusione ¢ stretta. Gli
spazi in cui questa € un’uguaglianza sono importanti.

Spazio riflessivo
B & riflessivo se B** = B.

1.1.1 Il duale degli spazi L*(12)

In questo paragrafo arriveremo a dimostrare che, per p € (1,4+00), LP(Q) & riflessivo.
Notiamo subito che cio & falso per p = 1: & possibile mostrare che (L')* = L°, mentre
la caratterizzazione di (L°)* non ¢ per niente banale ed esula dagli scopi di questo corso.
Cid che & importante & che (L>)* & strettamente pit grande di L.
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Esempio 1.1.5. Se p € (1,400) e se g € L9(f) fissata, dove ¢ & ’esponente duale
q= 1%’ allora possiamo definire I'operatore T, : LP(§2) — R come

_ /Q f(2)g(x)de

Vale che T, ¢ un operatore lineare continuo su LP(2), infatti:

IT,(f) = T, (£)] = /Q o(Fa— 1) < lgllzallfn — Fllze

In particolare vale che ||T'|| = ||g|l za(q)

‘/f x)dz

Vediamo che esiste f € LP(Q) tale che: ||f|lzr@) =1 e [ fg = llgllLe@)

<Ilgllza@ I fllize() = llgllLa(e)-

Idea Intuitivamente fg deve essere g9, quindi basta considerare

19072 = g™ seg=0
9 —(=9)"! seg <0

e scegliere f = g|g|772 —1-1. J
lgllfq
Osserviamo infatti che:
Wy = [P = e a7 =1
1Y) = T [l = o
]

Osservazione 1.1.3
Notiamo che T, ¢ un’isometria tra LP(€2) e (L?(£2))*. Segue che T'(LP(Q2)) C (L%(£2))* ¢ un
chiuso?. Vedlamo che in realta vale proprio LP(2) = (L9(£2))*.

. Teorema 1.1.6 — Teorema di Riesz J .

Siano p € (1,400) e 2 C R? misurabile. Allora per ogni operatore lineare continuo
T : LP(Q2) — R esiste un’unica g € LI(Q2) tale che

- /Q f(2)g(z)da

Vale inoltre che ||T|](Lp)* = |lgl|La-

Prima di vedere la dimostrazione di questo teorema € necessario richiamare le seguenti:

2Ricordiamo che se F spazio di Banach e FF C E allora F chiuso se e solo se F & di Banach.
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Disuguaglianze di Clarkson
Per ogni a,b € R

p p
e Se p € [2,+00) vale “T*b‘ + aTib‘ S%—F@

e Sep e (1,2] vale |a+ b|P + |a — bP < 2]al? + 2[bP

Se chiamiamo z = %42 ¢y = “be ea+b=2a',a—b =1y otteniamo altre due

disuguaglianze.

Dimostrazione del Lemma. Facciamo prima il caso p € [2,+00): consideriamo la seguente
funzione F : [0,400) — R:
Ft)=(1+4t)2 —t* -1

Notiamo che F(0) = 0 e che F'(t) > 0 infatti:
Fl(t) = pt(1 +2)"% —ptP L = pt(1 + )5 — ptt's >0

Possiamo concludere che F(t) > 0 per ¢ > 0 e quindi (1 +#2)% > 1 +? per t > 0. Per ogni

x,y > 0 consideriamo t = 5 allora abbiamo

2 2\ 2 D
(x +y> >t 1= (@ +17)E > 0P+
yP yP

A questo punto poniamo, Va,b € R, x = Ia;rbl ey = ‘a;b‘ e abbiamo
a+b|” |a—bl" _(a®+b*)% _ |a|P + [b?
< 5 <
2 2 9% 2

per la convessita di z — z7.
Vediamo ora il caso p € (1,2]: consideriamo G : [0, 4+00) — R:

T

r . . .
2. Come prima considerando t = v abbiamo

Segue che G(t) <0 e che tP + 1 < (1 +t?)

p
2 .

P P > (22 + )

_ Jutol
L= "

_ cs g P
e ponendo YVu,v € R Y = ‘U—QU‘, per la concavita di x — x2, vale che

p o lul -+ Jop

p
Tty > 5
Si ha la tesi considerando u = ‘%H’ ev= “7_”.
O
Dimostrazione del Teorema. Caso p € (1,2]: Sia Q = [-R,R]%,R > 0. Per ogni n > 1

consideriamo la partizione di €2 in 2nd cubi uguali 9, e di lato 2%

Pn={Qj:j=1,...,2"}.
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Definiamo lo spazio V,, come segue:

2nd

Vii=quelP(Q):u= Zaj]lgj

Visto che P, 41 € piu fine di Py, si ha che V,, C V,,;1. Osserviamo inoltre che V,, € un
sottospazio chiuso di dimensione finita di LP(Q2) tale che Yu € V,,

ond

= Z CLjT(]lQ].)
j=1

Definiamo la seguente funzione:

Allora, per costruzione
T(u) = [ gn(z)u(x)dx YueV,
Q

e inoltre [|gal| ooy = sup{ fy gn (2)u()da : u € Vi, o < 1} < |17

Idea Stiamo considerando l'operatore 1" applicato ad un sottospazio di LP(£2). E chiaro
che, al piu, il sup potra abbassarsi. J

Vediamo che I'estremo superiore & raggiunto in f,, € V,, definita come

q—1
fn ‘q T o=l Z < ) ILQj(x)'
2nd

T(1, )\ P@-1) »
TN — <Z< “?”) |le>
loal iy V2 Q)]

1 2nd
HganLq(Q) i

T(1g,)\* % . ’
) |Q]’ HgnHLq(Q) =1
j=1 ’QJ’ || n”Lq(Q
2
lgnllze = (

Vediamo che || fp||zr = 1:

=

Segue che:

i=1 i=1
(TN ) )i T(ig,)\"™
= d : (1 4
<J~:1< o) 1) 2 o))

I
?*

/Q on (1) fo (@) dz = T(f) < [T fullze = 7]
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Osserviamo che ||gn||re < ||gn+1lze, infatti:

lgnllze = /Q Ful@)gn(x) = T(fn) = /Q Fa(@)gns1(@) < [ Fallrllgnsr e = lgnsa 2o

Quindi la successione delle norme ¢ crescente ed ¢ limitata da ||7'|| = esiste il limite

L= nglfoo Hgn”LP(Q)

e poiche V =, Vi, € denso in LP, vale che L = ||T|.

Idea Vogliamo ora dimostrare che g,, & convergente ad una certa g € L4(£2). Mostreremo
poi che g rappresenta F'. a

Vediamo che g, € una successione di Cauchy. Siano m > n, usando la disugugaglianza

di Clarkson per ¢ > 2:

q q

Im + Gn
2

L4
1 1 m(x) + gn(x
2||gnu%q+2ugn||%q—‘ [ (2 ) o)
Q

q

9m — In
2

1 1
< Hignlle, + Lgule —H
Lo ggmliLe * 5119nllLa
q

IN

1 1
= Slloml%, + 5 lgallt - \ [ sn@)tuta)
Q

1 1

= §||9quLq + §”gn”qu - HgnH%q
1 1

= Llgnlt — Sl

dove abbiamo usato che:

/ 9<~”€>;9m<> Fal@) < | fallzo
Q

[ (#2900 o

Quindi g, € di Cauchy in L9(Q) e sia g = ILm gn in L1(Q).

gm + gn
2

La

T 1 1
:2/angn+2/gfngm:22T(fn)

Vediamo ora che g rappresenta T": come osservato in precedenza V = J;~, Vi € un denso
in LP(Q) e dunque, per ogni f € LP(Q), esiste f, € LP(Q) tale che f, € V,, e

f= lm f.

n—-+00

Allora
T(f) = lim T(fn) = lim gnfn:/gf~
Q

n—-+o0o n—+o0o

Si conclude la dimostrazione osservando che, per passare da [-R, R]? a Q C R? qualsiasi, ¢
sufficiente considerare gli spazi

W, = {f € LP(R%) : f = 0 quasi ovunque al di fuori di [—n, n]?}.

Per ognuno di questi W, si ottiene g,, e poi si conclude passando al limite come nel caso
precedente.
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o’

Caso p > 2: Dato T # 0 consideriamo lo spazio K =kerT = {f € LP(Q) : T(f) = 0}. K
un sottospazio lineare chiuso di LP(Q). Sia ora u € LP(Q), tale che® T'(u) = 1
Claim 1: esiste v € K tale che?

lu— | = inf{|ju —wl||rr : w € K}.

Sia w, una successione minimizzante, ovvero che realizza l’estremo inferiore. Vediamo che
wy, € convergente. Notiamo subito che w,, € limitata infatti ||u — wy,|| < ||lu — 0] e quindi
lwnllze < Jullr + lu = wnllzr < 2[jul|Le-

Idea Vorremmo ora estrarre una sottosuccessione convergente, ma non ¢ possibile visto
che non si ha alcun tipo di compattezza. Tuttavia e possibile usare la disuguaglianza di
Clarkson. J

Dimostriamo che wy, ¢ di Cauchy in LP(€2). Dato € > 0 possiamo scegliere N € N tale

che Vn > N |||lw, —u||¥, — ngrfoo |lwy, — ullf, | <e, con L < Hu — W%H’;p Quindi

=L
p 1 p

1 U — W U — W
§me—u\|1£p +§Hwn—UH’£p - = =

2 * 2

me — Wp

Lpr Lp

1 1
§§(L+5)+§(L+s)—L§€ Vn,m > N

Sia® v = lirf wy, in LP(§2). Siccome K chiuso, v € K. Chiaramente u # v perche
n—-—+0o0

T(u) =1 e T(v) =0. Notiamo infatti che Yy € K
/ o(x)(u —v)|u — v[P~2dz = 0.
Q

Questo segue poiche la funzione t — [, [u — v + tp|? ha minimo in ¢ = 0. Di conseguenza

p—2

d 2 __=
0= ‘tzo/(|u—v|2+2t90(u—v)+t2ga2)g :p/ tp(u—v)(lu—vP) =
dt Q o

Scegliamo oraw =u—veg= wlwlp?2 o L1(Q). Segue che [, wg =1 e per ogni f € LP(Q),

||w||ip

T(f) = [, fg.- Infatti, visto che f — T'(f)w € K, abbiamo che

/Q of = /Q g(f = T(fw+T(fHw)) = /ﬂ o(f — T(fw) + /Q gT(f)w
=7(7) [ gw =71,

Gli spazi LP(Q) per p € (1,+00) sono riflessivi.

3Data u tale che T'(u) # 0, allora @ := Ty © tale che T(u) = 1.

4y & la proiezione di u su K e lo mostriamo esattamente come faremmo se fossimo in uno spazio di
Hilbert.

5La stessa disuguaglianza, sempre per Clarkson, ci dice che la proiezione v & unica



12 CAPITOLO 1. RICHIAMI GENERALI

1.2 Convergenza debole

Vogliamo ora introdurre la nozione di convergenza debole per gli spazi LP e, piu in
generale, per gli spazi di Banach. Per poter dimostrare una serie di risultati ¢ necessario
introdurre inizialmente il seguente teorema:

7

[ Teorema 1.2.1 — Teorema di Hahn-Banach } .

Siano B uno spazio di Banach, V' C B un sottospazio vettoriale e F' : V' — R
un funzionale limitato® Allora esiste S : B — R tale che S =T suV e |S(z)] <
C||lz||p Vz € B.

“ossia: esiste C' > 0 tale che |T'(z)| < Cllz|ls Vx € V.

| Corollario 1.2.2 | |
Dato =z € B,z # 0, esiste un funzionale lineare 7' : B — R tale che: |T| =1e
I(z) = |5

Osservazione 1.2.1
In realta per gli spazi LP(2) per questo fatto non & necessario passare per Hahn-Banach:
flfP!

Y
1o

basta considerare T'(f) = [, gf dove g =

Il lemma principale che serve per la dimostrazione del teorema ¢ il seguente:

,l Lemma 1.2.3 .

Sia B spazio di Banach, V C Be T : V — R funzionale lineare tale che |T'(z)| <
C|lz||p Yz € V. Allora, dato z € B\V, possiamo trovare S : W — R dove

W ={z+tz:xeV,t e R} =span(V,z)

tale che S =T su Ve [S(y)| < Cllyllg Vy € W.

J

Dimostrazione del Lemma. Vediamo che chiaramente S dovra essere del tipo S(z + tz) =
T(z) +tS(z). L'unica cosa non ovvia & la limitazione di S. Per ogni z,y € V e a, 8 € R,
vale che:

T(az + By) < Cllaz + Bylls < Clla(z — Bz) + By + az)|s
< Clla(z — Bz)|8 + Cl|B(y + az)|5
= aCl|lz — Bz||s + BC|ly + az||5

ma questo e equivalente a, Va, 8 > 0

o(T(z) = Cllz — Bz|s) < -
1

E(T(x) — Cllz— Bz(B) < -
Notiamo che il membro di sinistra dipende solo da 3,z € V, mentre quello di destra da
a,y € V. Quindi esiste un elemento separatore, ossia ds € R tale che

™

(T'(y) = Clly + az|5)

(T'(y) = Clly + az|5)

Q|m

sup {lmgc) ~Clle —ﬁzHB)} <s<inf {1<T<y> +cuy+az||s>}
550 ﬁ a>0 | «v
zeV vev
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Definiamo quindi S(z) = s. Allora per costruzione per ogni z,y € V e «, 8 € R>? si ha:
T(ax + By) < aCllz — Bzl + BCly + ozl
che implica:
S(x+az)=T(z)+as <T(z)+ (-T(z) + C|lx + az||B)
S(x— pz)=T(x) — ps <T(x) — (T(z) — Cllz — Bz||B)
dove, rispettivamente, abbiamo stimato dal basso « e dall’alto j. ]

Dimostrazione del Teorema. Dividiamola in casi:
Caso B separabile: Se B ¢ separabile vuol dire che 3{¢y, }n>1 C B che ¢ denso. Poniamo
Vo=V eTy: Vy — R (quindi Ty = T'). Costruiamo per passi:

1. Definiamo V; = span(Vy, ¢1). Se ¢1 € Vp, Vi =V e Th = Tj altrimenti consideriamo
la mappa T3 : Vi — R data dal lemma.

2. Passo n: V,, = span(V,—1,¢n) e T,, — R la mappa del lemma.

Consideriamo infine il limite Voo = |J,, Vi, e la mappa T : Vo — T definita come
Too(x) = Ty (x) se z € V,,. Questa & ben definita poiche V41 estende V;, e cosi anche le
funzioni. Segue anche che

T(@)| < Cllzlls Vo € Vao

Visto che V4, € denso in B, dato un qualsiasi x € B definiamo

T(x):= lim Too(zy)
n—-+00
dove z, ¢ una qualsiasi successione z,, — = in B. Chiaramente T ¢ lineare, continua e
limitata.
Caso B generale: La dimostrazione e pressoche uguale ma va usato il lemma di Zorn.
Consideriamo le coppie (W, S) con

VCWCEB
S : W — R e una mappa tale che S =T su V
[S(w)| < Cllwl|g Yw € W

Consideriamo la relazione d’ordine (W7,S51) < (Wa,S3) se Wi C Wy e Sy = 57 su Wh.
Data C catena, consideriamo

Woo :=Umw,5yec W
Soo(w) := S(w) per ogni w € Wy,

Chiaramente (W4, Sx) € un maggiorante per C. Per il lemma di Zorn allora esiste un
elemento massimale (Wyaz, Smaz) che, per il lemma iniziale, ¢ tale che W4, = B. O

Convergenza debole in L?

Sia p € (1,400),Q2 C R? insieme misurabile, diciamo che f, € LP(Q) converge
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debolmente (in LP) ad una funzione f € LP(Q) se Vg € L4(f2) abbiamo che

/Q fal@)g(@)ds —> /Q F(2)g(x)dz

n——+o0o

Si indica f, — f.

Osservazione 1.2.2 - Unicita del {z’mz’te
Se f, = fef,— f,allora f = f. Infatti si ha

| (@) = FNgte)iz =0 vy e L@
e prendendo g = (f — f)|f — f|P~2 abbiamo la tesi.

Convergenza debole

Dato B uno spazio di Banach, diciamo che una successione u, € B converge
debolmente a u € B se T'(uy) — T'(u), VI € B*.

Osservazione 1.2.8

L’unicita del limite, in questo caso, resta vera ma ¢ meno immediata da dimostrare. Serve
infatti il teorema di Hahn-Banach: se per assurdo avessimo u, — u e u, — v con u # v
allora si avrebbe che per ogni T' € B* vale

T(u)= lim T(u,)=Tw)=T(u—v)=0

n—-+o00

Ma per il teorema di Hahn-Banach, visto che u — v # 0, sappiamo che esiste T' € B* tale
che T'(u — v) = 1, assurdo.

Convergenza forte

Dato B uno spazio di Banach diciamo che w,, converge fortemente a u € B se

Osservazione 1.2.4

Se u, — u fortemente in B, allora u,, — u debolmente in B. Infatti, VI' € B*
T (un) = T(u)] < ||T||g lun —ulls

In generale convergenza debole 7 convergenza forte.

Idea Modi standard per cercare controesempi sono da cercare in funzioni che oscillano
tanto o che scappano all’infinito. J

Esempio 1.2.7. Se B = L?(0,7) e ¢, = sin(nz) allora ¢, — 0 in L?(0,7) ma
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¢n 7 0 fortemente in L?. Infatti
[énllz2 = / sin®(na)dr = ¢ # 0
0

Yu € L2(0, )
400 9

ull?2 = Z - (u(z)pn(z)dz)

n=1

In particolare [ ¢n(z)u(z) — 0 Vu € L? per il lemma di Riemann-Lebesgue.

Esempio 1.2.8. Sia ¢ € LP(RY),p € (1,4+00). Data {x,} tale che |z,| — +oo,
consideriamo ¢,,(z) = ¢(z — x,,). Allora ||¢pl|Lr(ray = |9l Lr(re), quindi ¢, # 0, ma
¢n — 0 debolmente su LP(R?).

Dimostrazione. Osserviamo che se g € L(R?) allora

[ s@on@ide = [ ota - z)g(w)is = (g5 D)) | 22 0

R4 n—-+o0o

dove ¢(z) = —p(z). O

Idea La nozione di convergenza debole ¢ bella perche ogni successione limitata ¢ compatta,
ossia ammette una sottosuccessione convergente. J

Teorema 1.2.9 — Compattezza debole delle successioni limitate

Sia B uno spazio di Banach separabile e sia T,, € B* una successione limitata in B*.
Allora esiste una sottosuccessione T}, € B* e T' € B* tale che

Ty, (z) = T(x) Vo € B.

Dimostrazione.

Idea L’ipotesi di separabilita gioca un ruolo importante. J
Sia C' = {z; : j € N} un sottoinsieme denso di B. Dato z; vale che T;,(x1) € una
successione limitata in R, infatti:

Tn(21)] < [Tl [l ]

E dunque possibile estrarre una sottosuccessione convergente Tng) (z1). Consideriamo ora
29 e ripetiamo il ragionamento precedente con T (D) al posto di T;,. Abbiamo quindi la
sottosuccessione Tn;(f)' Iterando il ragionamento, per ogni j € N troviamo la sottosuccessione
Tng). Allora, per processo diagonale, possiamo estrarre 75, come T’ () cosl si ha che Ty, ()

e convergente per ogni z; € C. Poniamo T'(z;) = limT},, (z;). In seguito indicheremo T},
con T, per alleggerire la notazione.



16 CAPITOLO 1. RICHIAMI GENERALI

Per concludere dobbiamo vedere che T,,(z) ¢ di Cauchy Va € B. Ricordando che esiste
C > 0 tale che ||T,||p- < C allora

Tn(2) — Tn(x)| < |Tn(2) — To(2))| + |Tn(25) — Tin(25)| + [Tin(2) — T (05|
< | Tallsllz =zl + [Tolz;) — T (25)] + | Tl
< 2C||x — zjllp + [Ta(xs) — Tin(z;)|

Bllz — x5

Dato ¢, scegliamo x; tale che 2C||z—z;||5 < § e N tale che |T},(zj) — T (x;) < §Vn,m > N.

Abbiamo dunque che

NI

To(z) — Tn(z) < e Vn,m > N.
Si conclude definendo T'(x) = lirf T, (x). Per costruzione abbiamo che T & lineare e
n——+0oo

limitato infatti |T'(x)| = lim |T,,(z)| < C||z|5- O

Corollario 1.2.10 |

J

Siano p € (1,4+00), Q C R? misurabile e f,, € LP(Q) successione limitata. Allora f,
ammette una sottosuccessione debolmente convergente in LP(£2).

Dimostrazione. Segue® perche f,, & un operatore lineare continuo su L?(§2) con norma

| frllLr (o). Quindi 3f € LP(Q) tale che [, fng — [, fg, Vg € L2 O
Idea 1l bello di avere uno spazio riflessivo e di poter vedere elementi di un Banach come
elementi del duale. J

_ Corollario 1.2.11 |

J
Se H & uno spazio di Hilbert separabile, allora ogni successione limitata ammette

una sottosuccessione debolmente convergente.

[ Teorema 1.2.12 }

Sia p € (1,400), Q2 C R insieme misurabile e f, gy f e LP(Q). Allora

< limi .
Iz < Timin | follz»

ffP=2

—1 -
I£1%5

Dimostrazione. Sia g € L1 con g = Per costruzione ||g|lra =1 e [, fg =|/fllz». Si

ha quindi che

n—-+o0o

sy = [ f@at@yde = tim_ [ fu@g(e)ds < lmint 1flolollo
=t -
O

Osservazione 1.2.5
A priori potremmo avere che liminf || f,,|| = 400, ma ¢id non puo succedere per il prossimo
teoremas

SUsiamo implicitamente che L sono separabili.
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[ Teorema 1.2.13 J

[ In uno spazio di Banach B ogni successione debolmente convergente ¢ limitata. ]

Osservazione 1.2.6
La dimostrazione in LP(§2) non ha bisogno del teorema di Hahn-Banach, basta infatti usare
la disuguaglianza di Minkowski.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che esista z, — =z con ||z,| — +oo. Di
conseguenza

Ty —x—0

?WmﬂﬂZH%H—WH%+%

Possiamo dunque supporre senza perdita di generalita che x,, — 0.

Idea L’osservazione chiave ¢ la seguente: se una successione scoppia € possibile controllare
dal basso la velocita di convergenza. Quindi & sempre possibile trovare qualcosa che vada a
400 molto velocemente.

Un’altra osservazione & che per Hahn-Banach, la successione e limitata nello spazio duale

T pr—
infatti: Vn 3T}, : B — R tale che {”;(:ﬁn> 1 lznll )

Esiste quindi una sottosuccessione {zy, }r>1 tale che:
Lo zng g I 2 a2 lzn |l > 4
2. Ty (wn,)| <1 V) >k

Osserviamo che per la prima condizione basterebbe avere ||z, || > 1, mentre la seconda &
motivata dal fatto che, visto che lavoriamo con la coda di una successione convergente, la
norma deve diminuire e, poiche Ty, (x;) — 0, se [T}, (zn;)| > 1 prendiamo un coefficiente
successivo.

D’ora in poi, per alleggerire la notazione, chiamiamo x,, = xy e T =T, .
Idea La contraddizione sara nel trovare operatore 7' tale che T'(zy) /4 0 a

Costruiamo T a partire da T: sia A2 := |z (quindi Ax+1 > A7 e Ay > 2). Defi-

S \
niamo 7T := ) A%T] E ben definito perche 2?21 A%TJ ¢ di Cauchy, dunque converge
j=1

assolutamente. Vediamo cosa succede quando applichiamo T" a x.

Tlen) = 3 5 @) + - Tele) + 3 4 Ty(o)

j<k j>k

Idea Sappiamo che A%Tk(:nk) = A}, quindi esplode velocemente. E sufficiente dire che gli
altri due membri sono in norma molto piu piccoli di Ay cosi T'(zy) esplode. J

o0
Osserviamo che % < 400 infatti:
J

=1
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> T < 3 1T |<ZZ<+m

j<k Y j<k 7 j<k

(abbiamo usato che T} applicato a 3 con k£ > j € in norma < 1)

Z T:ck <Z IT wk|<zf||$k||_AkZA

]>k ]>k i>k i>k

poiche Ayi1 > A7 allora Agy, > (A2)™. Questo ci dice che

=21 11

=1 =1
Z 7.:2 ZZ(A%)n:Aiil_LSZ

AR

Osservazione 1.2.7
Il teorema che segue, che non e stato dimostrato a lezione, puo essere visto come una

generalizzazione del risultato precedente.

[ Teorema 1.2.14 — Teorema di Banach-Steinhaus } |
Siano X,Y spazi di Banach e T,, : X — Y una successione di operatori lineari con
la seguente proprieta:

Per ogni z € X, la successione T),(z) ¢ limitata in Y.

Allora la successione di norme
1Tnllcxyy = sup{[|Tn(z)lly : ® € X, [|z]|x = 1}

¢ limitata.

[ Teorema 1.2.15 — Teorema di Radon-Riesz J

Sia p € (1, 400) e sia Q C R? misurabile. Sia f, € LP() successione e sia f € LP(1)
una funzione. Allora sono equivalenti:

1. fn — f debolmente e || fn|lzr — ||f|lzr

2. fn — f fortemente in LP.

Osservazione 1.2.8
Questo teorema, con la stessa dimostrazione, vale anche per un qualsiasi spazio di Hilbert

H.

Osservazione 1.2.9
Nei controesempi fatti in precedenza abbiamo sempre lavorato con una sorta di “perdita di

massa” della norma.
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Dimostrazione. La 2) = 1) & chiara, infatti se f,, — f fortemente allora f,, — f per un
risultato gia visto. Inoltre, visto che || f,||zr — || fl|zr < ||fn— fllzr € che lir}rl | fo—fll =0
n—-+0oo

abbiamo la seconda condizione.
Vediamo ora 1) = 2): supponiamo’ p > 2 e usiamo le disuguaglianze di Clarkson: notiamo
che f, — f = {nt  f infatti Vg € L9(Q)

/ng=;(/gfng+/gfg>—>/ﬂfg

ma allora

fo—fI7 1 1 fo+ fF
< Sl + 51 oy — (|5
‘ 2 g~ 2@ 2O 2 )
Quindi
. fn B f P : 1 1 fn t f '
hmsup’ —_ < limsup §an||z£p(ﬂ) + §||f||gp(ﬂ) 9
n—00 Lr(Q) n—00 LP(Q)

1 . 1 1
= §Hf\|1£p + hglsouop <2‘fn”LP(Q) - §||fn + fHIzP(Q)>

1 1 1
e Siepe i s L p
< 2Hf||Lp(Q) + 2Hf||Lp(Q) lgggf <2an + fHLp(Q)>

wazp(g) - ”f”ip(g) =0

IN

Se fp, = fin LP(Q) e g, — g fortemente in LI(Q2) allora®

| h@n@is = | f@gs

“Sostanzialemente stiamo dicendo che la convergenza forte per debole passa al limite.

Dimostrazione. La tesi segue subito osservando che

/ (fa(@)gn(z) — F(2)g(a))dz = / (@) — F(2)g(x)d + / (9n(z) — g(@)) fu()de
Q Q Q

Vale che
o [o(fulx) — f(2))g(x)dz — 0 poiche f, — f e g & fissa.

* Jolon(x) = g(@)) fn(x)de < [lgn — gllLall fullLr — O visto che || fu]|r < +o00.

Esempio 1.2.17. Non & vero che la convergenza debole per debole passa al limite.
Basta considerare f,,g, € L? dove f, = sin(nz) e g, = sin(nz). Entrambe
convergono debolmente a 0 ma il loro prodotto va a 1.

"Nel caso p = 2 abbiamo tutte uguaglianze.
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| Teorema 1.2.18 |

Sia B spazio di Banach® e V' C B sottospazio chiuso. Se v, € V' converge debolmente
(in B) a b€ B, allora b € V, ossia un sottospazio chiuso di un Banach, resta chiuso
per la convergenza debole.

11 risultato resta valido se si suppone di avere uno spazio convesso.

\.

Dimostrazione. Se per assurdo b ¢ V allora, essendo V' chiuso, si ha che
inf {[|b—v|jp:veV}>0.
Consideriamo lo spazio W = span(V,b). Definiamo T : W — R come
T(V +ab) = a, Ya € R.

Basta dimostrare che T sia limitato su W:

(0]
Tw+ab)|=|a=—F—||v+ abl|p
[T+ ab)| = fof = =% o+

= |lv+abs
Iz +0bls
S Y
< ——||lv+ abl|s.
inf [|b— ¢
peV

Allora per il teorema di Hahn-Banach esiste S : B — R tale che S(b) =1 e S(v) = 0 per
ogni v € V. Troviamo ’assurdo poiche

1=95(0)= lim S(v,) =0.

n——+o00
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1.3 Teoria spettrale

1.3.1 Spazi di Hilbert

Ricordiamo le seguenti definizioni:

Sia ‘H uno spazio di Hilbert con prodotto scalare
()Y HXH—=R,
con le seguenti proprieta:

e simmetria Yu,v € H:
(u, U> - <U7 u)

e bilinearita Yu,v,w € H,«a, 5 € R:

(au+ v, W) = alu,w) + B(v,w)

e positivita Yu € H:
(u,uy >0 e (u,uy =0 seesolose u=0.
Sia || - || la norma associata al prodotto scalare, ovvero:

|ul| = (u,u)2  perogni €.

Lo spazio H dotato della norma || - || & completo, ovvero se u,, ¢ una successione di
Cauchy in H, allora esiste u € H tale che

i g — uf] = 0.

Diremo che una successione u, in H converge fortemente ad u € H, se

lim |lu, —ul| =0.
n—-+oo

Diremo che una successione u,, € H converge debolmente ad u € H, se

(u,v) = lim (up,v) per ogni veH.
n—-+00
Scriveremo u,, — u per indicare che u, converge fortemente ad u e u, — u per
indicare che u,, converge debolmente a wu.

Ricordiamo che vale il seguente teorema.

| Teorema 1.3.3 ]

{ :
Sia H uno spazio di Hilbert separabile. Sia w, € H una successione che converge
debolmente ad u € H. Allora, sono equivalenti:

1. u, converge ad u fortemente.
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2. Jjull = Tom_Ju] .

Diciamo che una mappa 7' : H — H & un operatore lineare limitato, se:

e T ¢ lineare:
T(ou+ pv) = aT(u) + T (v) perogni u,v€H edogni «,f€R;
e T ¢ limitato, ovvero
ITlcos = s {IT@I = wed, full =1} < +oc.
Indichiamo con L£(H) lo spazio degli operatori lineari limitati su H.
Esercizio 1.3.1
Mostrare che la somma di due operatori lineari limitati
T:H—H e S H—->H,

¢ un operatore lineare limitato e

1T+ Sllzery) < N T M2z + 1S 2y -

Esercizio 1.3.2
Dimostrare che lo spazio £(H) dotato della norma || - [|£(3), € completo.

Esercizio 1.5.3
Dati due operatori Imineari limitati

T:-H—H e S:H—>H,
la loro composizione
ToS:H—-H, (ToS)(u) =T(S(u)),
€ un operatore lineare limitato e

1T o S|leiry S NT Nl ISllee -

[ Teorema 1.3.5 J

Sia H uno spazio di Hilbert separabile e sia T : H — H un operatore lineare.
Allora, sono equivalenti:

1. T e limitato;

2. per ogni successione debolmente convergente u, — u in #, si ha che T'(u,) —
T(u) in H.
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Dimostrazione. Dimostriamo che (1) implica (2). Dato un elemento v € H, consideriamo
la mappa:
by H—-R, ly(u) = (T(u),v).

Osserviamo che £, : H — R & un operatore continuo e limitato. Infatti,
6o (u)] = [{T'(w), 0)| < T )]l 1]l < Tl ey ull ]l -
Quindi, per il teorema di rappresentazione di Riesz, esiste w € H tale per cui:
(T'(u),v) = (u,w) per ogni uecH.
Ora, usando la convergenza debole u,, — u, abbiamo che:

(T'(u),v) = (u,w) = lim (up,w) = lim (T'(uy),v).

n—-+o0o n—-+o0o

Siccome v ¢ arbitrario, otteniamo che T'(u,) — T'(u).

Dimostriamo ora che (2) implica (1). Sia wu, una successione di vettori di norma 1 che
realizza ’estremo superiore

se=sup {|T()]| - weH, |ul =1},
ovvero la successione [|T (uy,)|| & crescente e

lm |7 (up)| = s.

n—-+o0o

Siccome u,, ¢ limitata, esiste una sottosuccessione u,, che converge debolmente in H ad
un certo u € H. Quindi, per (2),

T(up,) — T(u).

Ma allora, la successione ||T'(uy, )| ¢ limitata e quindi s < 4o0. O

Esercizio 1.5.4
Sia H uno spazio di Hilbert con prodotto scalare (-,-). Mostrare che se T': H — H ¢
un operatore lineare continuo, allora esiste un unico operatore lineare T : H — H
tale che

(T(u),v) = (u, T*(v)) per ogni u,v € H.

Inoltre, mostrare che:
e T ¢ limitato e ||| < ||T|;
o T =T,
o 7% = |7

Operatore aggiunto

L’operatore T™* e detto operatore aggiunto di T.



24 CAPITOLO 1. RICHIAMI GENERALI

Operatore autoaggiunto

Un operatore lineare continuo 7' : H — H e detto autoaggiunto, se T = T*.
Osserviamo che T' & autoaggiunto se e solo se

(T'(u),v) = (u, T(v)) per ogni u,v € H.

Operatore compatto

Un operatore lineare continuo 7' : H — H ¢ detto compatto se manda successione
limitate in successioni precompatte, o equivalentemente, se manda successioni che
convergono debolmente in successioni che convergono fortemente.

[ Teorema 1.3.9 J

Sia ‘H uno spazio di Hilbert separabile e sia

T:H—H,
un operatore lineare. Allora, sono equivalenti:

1. Se u,, converge debolmente ad un certo u € H, allora T'(u,,) converge fortemente
aT(u).

2. Ogni successione limitata u,, € H ammette una sottosuccessione uy, tale che
T'(uy, ) sia fortemente convergente in H.

Dimostrazione. La dimostrazione dell’implicazione (1) = (2) ¢ immediata. Infatti, sic-
come u, ¢ una successione limitata, essa ammette una sottosuccessione u,, debolmente
convergente ad un certo w. Quindi, per (1), abbiamo che T'(uy, ) — T'(u) fortemente in .

Dimostriamo ora che (2) = (1). Supponiamo per assurdo che esistano 6 > 0 ed una
successione u, — 0 tale che ||T'(u,)|| > J. Siccome u,, converge debolmente, abbiamo che
||un|| € limitata. Esistono quindi una sottosuccessione u,, ed w € H tali che

T(up,) — w.

In particolare,
[[w]| > 4.

D’altra parte, per la convergenza debole wu,, — 0, abbiamo

_ : * _ : _ _ 2
0= lim {un, T*(w)) = T (T(un,),w) = (w,w) = o]

il che & un assurdo. O

.

,J Corollario 1.3.10 |

Su uno spazio di Hilbert separabile, ogni operatore compatto ¢ limitato. ]

Esercizio 1.53.5
Sia ‘H uno spazio di Hilbert separabile. Siano

T:-H—>H
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un operatore lineare limitato ed
S:H—-H

un operatore lineare compatto. Mostrare che S oT e T o S sono compatti.

Esercizio 1.5.6
Sia ‘H uno spazio di Hilbert separabile. Siano

T:H—>H e S:H—->H

due operatore lineari compatti. Mostrare che anche 'operarore T'+ S & compatto.

Esercizio 1.3.7
Sia ‘H uno spazio di Hilbert separabile. Se T' : H — H ¢ un operatore lineare
compatto, allora anche il suo aggiunto 7" : H — H & compatto.

FEsercizio 1.5.8
Sia H uno spazio di Hilbert seprabile e sia {¢, },>1 una base hilbertiana. Data una
successione o, € R con

lim a, =0,
n——+oo

definiamo 'operatore
+oo
T:H—H, T(“) = Zan<ua ¢n>¢n
n=1
Mostrare che T' € un operatore compatto.

Soluzione. Basta dimostrare che data una successione up — 0, abbiamo che T'(u;) — 0
fortemente in . Infatti, osserviamo che esiste una costante C' > 0 tale che

|lug|| < C  per ogni k> 1.
Fissiamo ora € > 0 ed osserviamo che esiste N > 1 tale che
|oy| <€ perogni n>N.

Quindi, per ogni k,
“+o0o

Z O‘n<uka¢n>¢n < €||ukH <eC.

n=N
D’altra parte, siccome u; — 0, abbiamo che

N
lim an (U, On) o = 0.
1

k——+o0
n=

Quindi, per k abbastanza grande || T (ug)|| < (14 C)e. O



26 CAPITOLO 1. RICHIAMI GENERALI

1.3.2 Teorema spettrale

Operatore (semi)-definito positivo

Siano H uno spazio di Hilbert e T': H — H un operatore lineare.
Diremo che T e semi-definito positivo, se

(T'(u),u) >0 perogni ué€H.
Diremo che T e definito positivo, se

(T(u),u) >0 perogni ueH\{0}.

Siano H uno spazio di Hilbert e T': H — H un operatore lineare. Se
peH\{0} e AeR,

sono tali che
T(¢) = \p

allora diremo che A € un autovalore di T" e che ¢ ¢ il corrispondente autovettore.

\\ Teorema 1.3.13 — Teorema spettrale }

Sia ‘H uno spazio di Hilbert separabile. Sia
T:H—H

un operatore lineare, compatto, autoaggiunto e semi-definito positivo.
Allora, vale una delle seguenti alternative:

1. Esistono un numero finito di autovettori {qbl}fil corrispondenti agli autovalori
1Ty =M =X > 2 An >0,

tali che
N

T(u) = Z)\j (bj, u)p; per ogni ueH.

j=1

2. Esiste una successione di autovettori {¢; j:of con corrispondenti autovalori

{\i},2 con le seguenti proprieta:

A S TN 2oy

e )\, € una successione monotona decrescente;

A > 0 per ogni n > 1;
o )\, —0;

e per ogni u € H, abbiamo
“+oo
T(u) =Y Aj{oj,u)d; -
j=1

Inoltre, se T & definito positivo, allora {¢; j:of e una base hilbertiana.
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Osservazione 1.3.1
Nel caso 1. del teorema si ha che rnk(T) < +oo- In generale si puo vedere che se un
operatore ha rango finito, allora questo sicuramente ¢ compatto.

In generale invece segue che ogni operatore compatto puo essere approssimato con
operatori compatti di rango finito. Il primo caso € ovvio, nel secondo invece si considerano
le somme parziali.

Sia H Hilbert separabile e T : H — H compatto, autoaggiunto. Consideriamo V'
sottospazio chiuso invariante® per 7. Sia

A =sup{(T'(u),u) : u € V,||ul]| = 1}.

Se A > 0, allora esiste ¢ € V tale che ||¢|| = 1,(T(¢),») = \. Inoltre T'(¢) = A¢.

“ossia per ogni ¢ € V vale T'(¢) € V.

Dimostrazione. Esiste una successione u,, € V, |Ju,|| = 1 e tale che liT (T(up),un) = A
n—-+0o0

Estraiamo una sottosuccessione u,, convergente debolmente a u € H. Poiche V' ¢ chiuso,
u € V. Per la compattezza di T si ha T'(uy, ) — T(u). Segue che

A= <T(unk)7 u”k) - <T(u)7 u>
Visto che X\ # 0 si ha che u # 0. Per la convergenza debole

Jull < Tnint g, | = 1.
Possiamo dunque considerare ¢ = ﬁ Si ha che
(T(6),6) = g = A
’ Jull>

Per definizione di estremo superiore abbiamo che (T'(¢), ¢) = A e dunque ||u|| = 1. Vediamo
ora che & un autovettore: visto che v & un massimo si ha®

0. & (T(¢+ tw), ¢ + tw)

Tty o+ twl?
(T + tw), 6+ tw)) |9+ tw] — (T(6+ tw), ¢ + tw)) (6 + tw, § + tw)
6+ twl® o
_<Tw»ww+wﬂyw@—aww¢x¢w>
6

= 2((T(¢), w) + (¢, T(w)) — \¢, w))
Segue quindi che per ogni w € V si ha
(T'(8), w) = A\(¢,w).
Si conclude considerado w = T(¢) — A¢, infatti
0= (T(¢) — A, u) = |T(¢) — Ag|I>.

8in generale si avrebbe che (T(¢) + T (), u) = 2X(¢, u).
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Siano H uno spazio di Hilbert separabile e T : H — H un operatore compatto e
autoaggiunto. Sia V un sottospazio lineare chiuso di H e invariante rispetto a 7T,

ovvero:
T(v) eV perogni veV.
Se
(T'(u),u) =0  perogni weV,
allora

T(u)=0 per ogni ueV.

Dimostrazione. Fissiamo un vettore v € V. Siccome V e invariante per T', abbiamo che
per ogni vettore ¢ L V', si ha che

(T'(u),) = 0.

D’altra parte, se ¢ € V, allora

(T(u+4),u+ ) = (T(u),u) + (T(¥), ) + 2(T(u),¥)

e quindi
(T'(u),¥) = 0.
Quindi T'(u) = 0. O

Dimostrazione del Teorema. Applicando Lemma 1.3.2 con Vi = H, otteniamo un vettore
¢1 € H tale che

g1l =1 e  T(¢1) = M1,

dove
)\1:H1&X{<T(U);U> : UGH, ||U” :1}

Se A1 = 0, allora l'operatore T' ¢ identicamente nullo (per Lemma 1.3.2). Se invece \; > 0,
allora consideriamo lo spazio

Vo = {uEH : uusl}.
Osserviamo che V5 € uno spazio invariante per I'operatore T'. Infatti, se u € V5, allora
(T(u), ¢1) = (u, T(¢1)) = (u, \i¢1) =0,
e quindi T'(u) € V,. Esiste quindi un autovettore ¢ tale che

H¢2” =1, <¢17¢2> =0, T(¢2) = A2g2,

dove
Ao = max{(T(u),u) cueH, |lu|l=1, (u,¢1) = O}.

Consideriamo di nuovo due casi. Se Ay = 0, allora T" & identicamente nullo su V5. Quindi,
in questo caso, T' e della forma

T(u) =\ <¢17u>¢1'
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Se invece Ao > 0, allora continuiamo la costruzione considerando lo spazio
ngz{ue’}—[ tu L@, uJ_gbg}.
In generale, al passo n, abbiamo n — 1 autofunzioni ¢1, ..., ¢,_1 relative ad n— 1 autovalori
0< A1 << A< Ay,

tali che
(Pisdj) =0di5 e T(¢5) =A;jo; ,

edove perogni 1l <k<n-—1
A 1= max{(T(u),u> cuweH, lu| =1, (¢pj,u) =0 perogni j=1,....k— 1}.
Definiamo quindi

Vn::{ueH cul gy, ul ... uL(bn_l},

An = max{(T(u),u) L ueVy, |ul = 1}.

Consideriamo quindi due casi:
Caso 1. Esiste N > 1 tale che

AN=0 e A >0 per E<N-1.

In questo caso,
N—-1

T(u) =Y Aj(u, ).

=1

Caso 2. Il processo non termina mai, ovvero esiste una successione {¢, },,>1 di autofunzioni
tali che:

(@i @) = 04j e T(¢p) = o ,

e dove per ogni k > 2
Ak ::max{(T(u),u) cueM, ||u| =1, (¢j,u) =0 per ogni jzl,...,k‘—l}>0.

Per costruzione, abbiamo che:
o A\ < [Tl £enys
e )\, & una successione monotona decrescente;
e siccome T & semi-definito, positivo, A\, > 0 per ogni n > 1.

Dimostriamo ora che \,, — 0. Supponiamo per assurdo che A,, > d > 0 per ogni n. Siccome
¢n ¢ una successione limitata, esiste una sottosuccessione ¢,, che converge debolmente ad
un certo ¢ € H. Ora, da un lato ¥ & nella chiusura dello spazio generato dalla famiglia
{¢n, }r>1, mentre dall’altro lato,

0= <¢n17¢nk> = <¢nj,¢> per ogni Js

lim
k—+o0
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e quindi abbiamo che necessariamente ¥ = 0. Di conseguenza, siccome T & compatto,
abbiamo che T'(¢y,, ) — 0 fortemente in H e quindi

0 < lim <T(¢nk)7¢nk> =0,

k—+o0

il che & un assurdo. In conclusione,

lim A, =0.

n—-+00
Sia ora W la chiusura dello spazio generato da {¢y }>1 € sia Vi il suo ortogonale. Definiamo
oo 1= max{(T(u),u> L we Voo, JJull = 1} .

Siccome
An > Ao perogni n>1,

abbiamo che Ao = 0. Per Lemma 1.3.2, abbiamo quindi che
T(v) =0 per ogni ve V.
Si ha quindi che

400
T(u) =Y A(oju)d;,
=1

per ogni u € H. Infine, osserviamo che se T' & definito positivo allora necessariamente
Voo = {0}. In questo caso, {¢y}r>1 € una base hilbertiana di H. O



Capitolo 2

Spazi di Sobolev in una variabile

2.1 Spazi di Sobolev su R

In generale I C R sard un intervallo qualsiasi', I = [a,b], [0, +00),R e in generale
p € [1,400].

Spazio di Sobolev su R

Consideriamo lo spazio di tutte le funzioni u € LP(I) tali che esiste una funzione
v € LP(I) con la seguente proprieta: Vo € CL(I) , le ¢ sono dette funzioni test,

/1 w(z)¢ (z)da = — /1 (@) p(z)de

Diremo che u € WHP(I) dove WP (I) si chiama Spazio di Sobolev; v & detta derivata
debole di u (e si indica con u').
Dato m > 2 possiamo inoltre definire WP (I) come segue:

WmP([) = {u e WmLP([): 0 € Wm—lvp(f)} .

Osservazione 2.1.1
v € unica: infatti se esistono v,w € LP(I) tali che

—/v¢—/us0’——/w<p Vi € Co(I)

allora [;(v—w)p =0V € CL(I) = v=w.

Osservazione 2.1.2

Vediamo che il concetto di derivata in senso classico e di derivata debole coincidono. Infatti
sep e CY(I)epe LP(I), ¢ € LP(I), allora o € WHP(I) e ¢ & esattamente la sua derivata
debole. Infatti:

[ e@i@ias =~ [ @ vo e i)

1

Idea La nozione di spazio di Sobolev ci permette di derivare cose che non sono C*.

lyedremo che & uguale a prendere estremi o meno

31
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0 sex <0

T sex > 0

Vediamo che f € WHP([-1,1]) Vp € [1,+o0] e f'(z) = Ljg,1(w). L'unica verifica da
fare & che effettivamente f’ sia la derivata debole di f: se p € C}([—1,1]) allora

Esempio 2.1.2. Consideriamo f(z) =

[ v@s@ir= [ dawis=lo@ah - [ owrio=- [ oty

=i

Osservazione 2.1.3
Precisazione: d’ora in poi ” funzione a supporto compatto” vuol dire supportata in sottoin-
tervallo compatto visto che in generale lavoriamo su WP(I) con I aperto.

Esempio 2.1.3. Se consideriamo f(x) = 1y ), allora f ¢ W'P([—1,1]) per nessun
€ [1,+o0]. Infatti sia ¢ € CL(I) allora

1 1
/ o (@)1 1y (z)de = / )
—1 0

Vediamo che non esiste g € LP([—1,1]) tale che [; gp = —¢(0) V.

Idea Prendiamo una successione che approssima. Stiamo dicendo che la delta di
Dirac non e una distribuzione. J

Supponiamo che |{g > 0}| # 0. Allora esiste una successione ¢, € C5([—1,1])
tali che 0 < ¢, <1 tali che ¢, — 1,50} puntualmente. Inoltre posso supporre che
©n(0) = 0 VYn. Quindi

/g+ nﬁm/wngz —%n(0) =0

Ripetendo il ragionamento per la parte negativa abbiamo g = 0, assurdo.

Possiamo definire VVllof (I) come lo spazio di funzioni u € L (I) tale che esiste

ve Ly (I)

[ @@z =~ [ v@et)in v
I

1

{ Teorema 2.1.5 ‘

WLP(T) & uno spazio di Banach con la norma

lullwiery = llull ey + Hu/“LP(I)

Dimostrazione. Vediamo innanzitutto che WHP(I) & uno spazio vettoriale. Infatti se
u,v € WHP(I), a, B € R allora au + Bv € LP, au’ + fv’ € LP. Quindi basta osservare che
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(qu + Bv) = au/ + Bv’, ossia che Vo € CL(R)

/Iw’(au+ﬁv)=a/lso’U+B/lsO’v=oz/lsm/ﬁ/sov’

= —/go(au’ + ')
I

Quindi au + fv € WHP(I) e au/ + Bv' & la sua derivata debole.

Chiaramente || - [y1,p(7) ¢ una norma. Per verificare che (WEP(I), || - lwe(r)) € completo,

prendiamo una successione di Cauchy u,, € W1P(I) e vediamo che converge.

Poiche {u,} & di Cauchy in WHP(I) e

[tn — wml|Lr + Juz — g 2o = g — umHWLP(I)

allora u,, & di Cauchy in LP(I) e u], & di Cauchy in LP(I). Esistono dunque i seguenti limiti
forti in LP(I): u, — w e u,, — v. Verifichiamo ora che v sia la derivata debole di u: data
¢ € CL(I), allora

T I ro
/Iv e = nggloo I Unp = ngl}rloo I Un¥ /I vy
Quindi u € WP(I) e v/ = v. O

Osservazione 2.1.4
Il caso p = 2 & speciale. H'(I) := W12(I) & uno spazio di Hilbert (sui reali) con prodotto
scalare dato da: u,v € W2

(u,v) = /u(m)v(m)daz + /u/(x)v/(:c)cm
I I

Il prodotto scalare cosi definito non ci restituisce la norma || - [|y1.(7) definita prima, ma

ce ne da una ad essa equivalente.

Osservazione 2.1.5
Visto che
WP(I) = {(u,v) 1w € LP,v € LP|lv = u'}

possiamo pensare a W1P(I) come ad uno sottospazio chiuso? di LP(I) x LP(I). Segue
quindi che W1P(I) & separabile per 1 < p < +o0.

2.1.1 Lo spazio duale di W'(I)

Osservazione 2.1.6

Dato p € [1,+00] e ¢ = ;5 se consideriamo T": LP(I) x LP(I) — R un funzionale lineare
continuo allora esistono f € L(I),g € LI(I) tali che

3

T(u,v) = /Iu(x)f(x)dx + /v(:n)g(x)dx V(u,v) € LP x LP

I

Allora se consideriamo v = ' abbiamo che 7' : W!P(I) — R & un funzionale lineare
continuo. Quando p € (1,400) vale anche il viceversa.

Zessendo uno spazio di Banach.
3per visualizzare meglio conviene pensare alle restrizioni L x {0} e {0} x L?
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[ Teorema 2.1.6 }

Se p € (1,400) e T : WHP(I) — R funzionale lineare continuo, allora esistono
f,g € Li(I) tali che

T(u) = /I f(@yu(z) + /I oo (z) Yu € WH(I)

Dimostrazione. Per Hahn-Banach, esiste S : LP(I) x LP(I) — R tale che S = T su WP(I).
S ¢ della forma detta sopra, e quindi abbiamo la tesi. O

Osservazione 2.1.7

La rappresentazione dei 7' : LY(I) x L9(I) — R ¢ unica (segue da unicita di funzionali
LY(I) — R) mentre quella dei funzionali di W'?(I) non lo &. Infatti, fissata ¢ € CL(I)
vale che il funzionale

¢ il funzionale nullo su WHP(I).

Idea Moralmente il duale di WP & quoziente di LP x LP. Ricordando che un sottospazio
chiuso di uno spazio riflessivo ¢ riflessivo, segue che W1?(I) & riflessivo in quanto sottospazio
chiuso di LP(I) x LP(I). a

2.1.2 Caratterizzazione della convergenza debole in W'?(J])

[ Teorema 2.1.7 J

Sia I C R intervallo, p € (1,+0o0). Sia u, una successione in W1»(I). Allora sono
equivalenti:

1. uy, converge debolmente in W1P(I) ad una qualche funzione u € WP (I).

2. u, — u debolmente in LP e u), — u' debolmente in LP(I) per una qualche
u € WHP(I).

3. up, — win LP(I) e per una qualche v € LP(I) e u), — v in LP(I) per una
qualche v € LP(I).

Idea Sostanzialmente il teorema traduce la nozione di convergenza debole nello spazio di
Banach WP(I) a una coppia di convergenze deboli in LP(T). a4

Dimostrazione. 1) = 2): basta osservare che i funzionali T : WHP(I) - Re S : WHP(I) —
R, definiti come

7(0) = [ f@)u(a)ds
I
S(u) = /g(ﬁ)u/(ﬁ)dx
I
con f € LI(I) e con g € L4(I), sono funzionali continui in WP(I). La linearita & ovvia,

¢ sufficiente vedere che sono limitati, ma anche questo ¢ immediato. Si conclude perche la
convergenza debole passa per funzionali continui.
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2) = 3): ovvio.
: 2 7 1
3) = 1): Siano u, — u,u;, = v allora Yy € C

/U(x)cp(x)dm = lim ul (z)p(z)dz

=— lim [ up(2)y' (z)dr = —/u(a:)cp’(x)da:

n—oo I I

quindi u € WHP(I) e v = /. Per ogni funzionale T della forma

T(u) = /1 F@)u(z)ds + / g(2)u (z)dz

I

con f,g € L(I) abbiamo che
T(un) = /I () (2)dz + /I ()9 ) de —> /1 u(@) f () + ' (2)g(x) = T(u).

Poiche tutti i funzionali su W sono di questa forma, allora u, — u in WHP(I). O

_ Corollario 2.1.8 W

Se p € (1,+00), ogni successione limitata in WP(I) ammette una sottosuccessione
debolmente convergente in W12 ().

. J

,.[ Corollario 2.1.9 |

J A’

Se up, — u in WP per p € (1,400) allora ||uy 1., & limitata e

llul| e < liminf ||u, | L
n—oo

o/ < it 1

Idea Questi due lemmi sono i risultati principali che ci permetteranno di dimostrare
esistenza di soluzioni in equazioni a derivate parziali e si possono generalizzare abbastanza
facilmente per spazi di Sobolev su R?. J

2.1.3 Teoremi di rappresentazione in W' ()

I prossimi risultati sfrutteranno il fatto di essere in dimensione 1 e non sono validi
in piu dimensioni. Il teorema fondamentale del calcolo integrale che presentiamo ora e
un teorema di rappresentazione per gli spazi W1P(I) che sta alla base dei risultati che si
ottengono negli spazi di Sobolev in dimensione 1 e idea principale che presenta & che ogni
funzione u € W1P(I) ammette uno e uno soltanto* rappresentante continuo su I.

Lemma 2.1.10 }
Sia I = (a,b) con a,b € RU {£oo} , p € [1,+0]. Se g € LP(I), definiamo
G(z) = [T g(t)dt. Allora G ¢ continua su [a,b] e, se I ¢ limitato, allora G € WP(I)
eG' =g.

4Achtung: dire che una funzione v & continua quasi ovunque o dire che ammette un rappresentante
continuo sono cose diverse.
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Dimostrazione. La continuita e la limitatezza di G sono ovvie. Per concludere G’ = g
basta che G € LP(I): Sia®p € C&, allora

/G daz—/ / t)dty' (x d:z:—/ / x)dtdx
/ / L0 (D)g(8) (2)dtd
/ / 1,(2)g() ! (2)dbdc
/ / D)dzg(t)d = [ —plt)gtt)ar

: Lemma 2.1.11 }

Sia I C R intervallo, u € LP(I). Se [, u(z)¢'(z)dz = 0 Yo € CL(I), allora esiste
C eRtalecheu=Csul.

Dimostrazione. Data una qualsiasi funzione 1) € C¢(I), consideriamo

ota) = wio) - ([ wioydr) nte)

dove n € C(I) & una funzione con [;n(t)dt = 1. Ponendo

_ / " oy)dy

segue che ® € CL(I) e ¥'(z) = ¢(x). Quindi

0= /I b’ = /I w(t)b(t)dt — /1 V() /I w(@)n(@)dz
= [ ottut) - [ @mardolar

siccome ¢ & arbitraria e u & fissata vale che u = [, u(z)n(z)dz su I. O

Teorema 2.1.12 — Teorema fondamentale del calcolo integrale in W1P(I)

Sia I intervallo, p € [1,4+oc]. Se u € WP (I), allora esiste @ : I — R continua tale
che @ = u + C quasi ovunque® in [ e

a(z) — a(y) = / “W(B)dt, Yoy e L.
)

“Ossia u ammette un rappresentante continuo.

Sessendo ¢ € C abbiamo che ¢(b) = 0
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Dimostrazione. Fissato xg € I consideriamo

che & una funzione continua tale che

/I(u(x) —v(z))p(x)de =0 Vo € C’é(I).

Allora esiste C tale che, per quasi ogni x €

O
[ Corollario 2.1.13 ‘
Sia I CRepe€[l,+00]. Se u € WHP(I) e u' & una funzione continua su I, allora
u € CH(I).
Dimostrazione. Ovvia conseguenza del teorema precedente. O
J Lemma 2.1.14 ] .
Sial CRewe LP(I) con 1 < p < 4oo. Allora sono equivalenti:
1. we Whe(I)
2. esiste una costante C' > 0 tale che:
[ wla)e @a| < Cligluny Ve e CLD)
dove g = E7. A posteriori possiamo considerare C' = ||u/|| 1o(r).-

Dimostrazione. Chiaramente (1) = 2). Vediamo che 2) = 1: consideriamo il funzionale
T :CL(I) — R dato da

Visto che T' & definito su C}(I) C L9(I) ed & limitato per ipotesi, per il teorema di Hahn-
Banach sappiamo che esiste S : L9(I) — R tale che S|c1, ) =T e [S(¢)| < Cll@|lpacr)- Per

il teorema di rappresentazione di Riesz® esiste v € LP(I) tale che

S(p) = /1 v(@)p(e)dz.

Concludiamo osservando che Vi € C}(I) si ha

e dunque u € WYP(I) con v/ = —v. O

L utilizzo del teorema & possibile visto che ¢ € [1,4-00).
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[ Teorema 2.1.15 }
Sia u € LP(R), p € (1,400). Allora sono equivalenti:

1. u € WhHP(R)

2. Esiste una costante C' > 0 tale che
[u(z + k) — u(@)| @) < Clh|, Vh €R

A posteriori possiamo prendere® C' = |[u/| 1o (w)-

“Simile al teorema di Lagrange classico.

Dimostrazione. 1) = 2): Questa implicazione vale anche per p = 1. Per il Teorema (2.1.3):

z+h

1
uw(z + h) —u(z) = / o (t)dt = h/o u'(x 4 sh)ds

xT

dove s = FTw Questo vuol dire che
1
lu(x + h) —u(z)| < |h] / |u'(x + sh)|ds
0
ma quindi
1 p 1
lu(z 4+ h) —u(z)|P < |h|P / [u'(x + sh)|ds | < |h|p/ |u(z + h)|Pds
0 0
e integrando in x su R

Amm+hrwmmwxg4yw[ﬁw@+mw@m

1
_ yhyp/ ds/ (& + sh)Pdz
0 R
1
_ yhyp/ ds/ ()P = \h|p/ () P
0 R R

2) = 1): 1l punto di partenza & Vo € CL(R) si ha

‘/wm+hrwmwM@Mx=/@@NMw—m—¢mmm
R

Vale quindi che
< Cl[h[llollLa(r)-

/uwxwx—m—@@»m
R

Allora dividendo tutto per |h| e facendo il limite per |h| — O:

(/Mwwu—m—¢@»w
R

= lim

<C .
P < CllellLar)

h

/R w(z)¢! (z)da

Concludiamo per il lemma precedente. O
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Data u € LP(I) con p € (1,+00). Allora sono equivalenti:
1. uwe Whe(I)
2. esiste C' > 0 tale che per ogni intervallo compatto I’ C I si ha
[u(z + h) —w(@)| L2y < Clh

per ogni i € R tale che |h| < dist(0I,01"). Si puo prendere C' = ||u/|| »(p).-

Osservazione 2.1.8
Il caso p = +00 va visto separatamente. Possiamo infatti dire che u € L>(I) & in W1°°(I)
se e solo se esiste C' > 0 tale che quasi ogni =,y € I valga

u(z) = u(y)| < Clz —y.

Dimostrazione. Come prima se u € W1°°(I) basta utilizzare il Teorema 2.1.3. Per I'altra
implicazione invece, se h € R con |h| abbastanza piccolo, vale che

[t + ) —u@le@rts = [u@lete ) - pla)ids

1 I

Vi € CL(I), ma allora otteniamo subito che

/wmww—m—wwwm

I

< Clnlllellr-

La tesi segue per il lemma precedente, osservando che

lim i
|h|—0 ||

< CH‘P”LI-

/u(:c)go’(x)dm

1

Lw@ww—m—@umw

O]

2.2 Teoremi di estensione, approssimazione e compattezza

2.2.1 Teoremi di estensione da W'?(I) a W'?(R)

Nel seguito vorremo considerare alcuni operatori, come la convoluzione o la trasformata
di Fourier, che pero sono definiti per funzioni che hanno come dominio tutto R. Al momento
abbiamo considerato principalmente funzioni u € W'P(I) con I C R. Vogliamo costruire
metodi per essere in grado di passare da v € WP(I) a & € WIP(R).

Esempio 2.2.1. Osserviamo immediatamente che, data u € W'P(I), estendere u a
0 fuori da I non garantisce che @ € WP(R), sia infatti: u(z) = 1;(z). Chiaramente
u € WYP(I), ma @ ¢ WHP(R).

Osservazione 2.2.1
Se I C R intervallo e se u € WHP(R) con derivata debole u' € LP(R), allora u € W1P(I) e
u' € LP(I) & la sua derivata debole.
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Dimostrazione. Infatti u € LP(I), v/ € LP(I). Quindi basta verificare che Vo € C} (1)

[ ¢ @tz = [ oni @
I I
ma questo & ovvio perche & vero Vi) € CL(R) e CL(I) C CL(R). O

La cosa che vogliamo dimostrare ¢ il viceversa.

p [ Teorema 2.2.2 — Teorema di estensione }

Sia I C R intervallo e p € [1,+0o0] allora esiste una costante C' € R (C dipende da
I e da p) tale che: Yu € WHP(I) esiste 4 € WHP(R) conu=asule

- _ 9
1. se I ¢ illimitato, allora {HUHLP(R) lull e

1@ | Lo ) = 2l ull Loy

il e ) < Cllull e

2. se I ¢ limitato, allora® ¢ = ,
@] ey < CllwlLe(ry

“la costante non & piccola, si pud vedere che C' = 4(1 + ‘Tl‘) Piu bordo c’¢ piu si fa fatica ad
estendere.

Dimostrazione di 1.) in Teorema 2.2.1. Sia u € WHP(0,b) con b € (0, +0o0). Sicuramente
Ve >0

u(z) =C+ /Ol“ o' (t)dt.

Idea Per estendere la cosa piu semplice ¢ considerare una riflessione di w. J

Definiamo quindi

v:(=bb) - R v(:p):{

/ > 0
w:(=bb) - R w(z) = {u (z) T =
Segue che v, w € LP((—b,b)) e chiaramente

vl -bp) = 2lullepy  1wlze-be) = 20l Lo(op)-
Per costruzione vale -
/ w(t)dt = v(z) — v(0)
0
abbiamo quindi che v € W1P(—b,b) e v/ = w.

Osservazione 2.2.2

Questa dimostrazione non funziona nel caso di un dominio I limitato perche, come visto,
se u € WIP(I), allora estendere 0 fuori da I non assicura che & € W1P(R). I seguenti
lemmi ci consentiranno di estendere nella maniera corretta.

La dimostrazione di 2.) segue usando i prossimi lemmi. O
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,.[ Lemma 2.2.3 |
Sial CRepe([l,+o0], u e WP(I)ene CL(I). Allora

nu € WY(I) e (nu)’ = n'u +nu’
Vale inoltre:

ImullLecry < Inllzos(nllwll e
”(UU)’”LP(I) < (HUHLOO(I) + HU'||L°°(1))HU||WLP(1)

Dimostrazione. Osserviamo che nu € LP(I) con [[nul| ey < |1l Loe(ryllullLe(ry € che u'n +
n'u € LP(I) con

lu'n +n'ulle < lu'nllze + Jun'l|ze
< Inllzee 1 llze + 10l zoe lull v

< lnllwre lullwe.

Quindi basta verificare che effettivamente u'n + n'u sia la derivata debole di nu. Sia
© € CL(I), allora

ﬂmwwwzﬂww%mzﬂMWW—#ﬂw

= /u(ncp)/da:—/un/godx
I I

e —/u’ngodm—/un’goda:
I I

=—ﬁwv+wmwm

—
=

dove (x) segue perché u & una funzione di Sobolev e np € CL(I). O

,.[ Lemma 2.2.4 |

Sia I C R intervallo aperto, per p € [1,+00] e K C I compatto. Se u € WP(I) &
tale che
u=0 e v =0 quasi ovunque su I\ K

allora, definendo

o Julz) sexel o Ju(z) sexel
u(:n)—{o sex ¢l eu(x)—{o sex ¢l

si ha che & € WHP(R) e @'(z) @ la sua derivata debole.

Esempio 2.2.5. Se il supporto di u fosse tutto I il risultato non sarebbe piu vero.
Si consideri infatti u(z) = 1o 1)(z).
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Dimostrazione. Consideriamo n: R — R, n € C*°(R) tale che abbia supporto compatto
contenutoin f en=1su K.
Allora per ogni ¢ € C4(R) abbiamo che ¢n € CL(I) e (1 — n)¢ € CL(R\K). Quindi

/ch(:r:)a'(x)dwz/ o(x)u' (x)dx

K

2.2.2 Teoremi di approssimazione

Da corsi precedenti € emerso I'importanza della densita delle funzioni continue a
supporto compatto. Infatti per p € [1,400) data u € LP(I), esiste {u,} C CZF(I) tale
che u,, — uw in LP(I). La validita di quanto segue sara piu chiara con l'introduzione degli
spazi VVO1 P(I), tuttavia in generale vale che non esiste {u,} C C&(I) tale che u,, — u in
WLP(T). Facendo maggiore attenzione otteniamo i seguenti risultati:

Teorema 2.2.6 — Teorema di approssimazione in WP (RR)

Presa u € WHP(R) con p € [1,+00) allora esiste una successione u,, € C&F(R) tale
che u, — u in WHP(R).

Dimostrazione.

Idea Vogliamo usare il Teorema fondamentale del calcolo integrale. Concettualemente
stiamo considerando 3 step:

1. Data u € WHP(R) la vogliamo rendere a supporto compatto.

2. Data v € W'P(R) a supporto compatto sappiamo che v(y) — v(z) = [Yv/(t)dt e
possiamo quindi approssimare” v’ in LP(R). Tuttavia se v, — v’ non & detto che
J vn, = [, potremmo avere delle code il cui integrale non & zero.

3. Tronchiamo le v, in modo che l'integrale delle code sia 0.

Nella dimostrazione il secondo e il terzo step saranno svolti insieme considerando fin dal
principio la corretta scelta delle v,. J
Step 1: Sia (nx)r>1 una successione di funzioni CZ(R) tale che:

o N =1su |-k, k]
o i =0suR\[-k—1,k+1]

4o qui che fallisce la dimostrazione per p = +o00. In quel caso ricordiamo infatti che le C&° non sono
dense in L*.
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o |7/l Lor) < M. Questa condizione ci garantisce che 1 cresca/decresca in maniera
continua.

Osserviamo che 7 " 1. Quindi per il teorema di convergenza dominata un, — w in LP.
Per concludere basta dimostrare che (ung)’ — ' in LP(R). Questo segue immediatamente
osservando che, poiche 7, € Cé, si ha che un, € WHP(R) e dunque, per il teorema di
convergenza dominata:

lu” = (une)' oy = ' (1 = ne) = mull o ry

< ' (1 = ni)l| e + [Injulle — 0
k—+o00

Step 2: possiamo supporre che u abbiamo supporto compatto, u = 0 in R\[—k, k.
Sia ¢, € CZF(R) una successione supportata in (—k — 1,k + 1) e definiamo ®,(x) :=
[5 1 en(t)dt.

Idea Visto che u ¢ supportata in (—k, k) sappiamo che u(x f e W (t)dt =0se x> Fk.
Invece non ¢ detto che ®,( f k1 Pn(t)dt =0 per x > k. Aggiustiamo il tiro. J

Data n € C¥(R), [n=1en=0in R\[k+ 2,k + 3], la successione di funzioni che
approssima sara

) (z) = pul2) — 7(2) /R (n(t) — o' (£))dt

Visto che up(z) = [*, | ul (t)dt, up € CZF(R), ma inoltre supp u, C [—k, k+3]: sia infatti
y>k+3 allora

ww = [ puto— [* e [ (ealt) - a0
- [ ewas— [ eulw) - w@)as
—k—1 " —k—1 "
=0

Si ha la tesi se u, — u in WP(R). Osserviamo che

lim [Juy, — /|| oy = lim
n—-+0oo n—-+o0o

n(@) =) [ (o) = a0t} (0

Lp
< lm lon = 'llze + [I0llzellon — o/l =0

n—+oo

Visto che .
tn() — u(z) = / (ul (1) — (1))t

k-1
allora |[un — ul| oo (—p—1,k+3) e 0. Dunque u,, — u uniformemente. Visto che I ¢ di

misura finita abbiamo che u,, — u in LP. ]

[ Teorema 2.2.7 |

Se I C R intervallo aperto, p € [1,4+00), u € WP allora esiste u,, € C>(I)NW1P(I)
tale che u, — u in WHP(I).
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Osservazione 2.2.3
Attenzione: non ¢ detto che u,, sia a supporto compatto in I. E possibile infatti che non
siano 0 sul bordo!

Dimostrazione. Data u € WP(I) basta considerare @ € W1P(R). Allora esiste i, che
approssima . Si ha la tesi considerando w,, = uy,|s. ]

2.2.3 Immersione compatta di W'?(I) in L*>(I)

Presentiamo ora la prima disuguaglianza di Sobolev che permettera di vedere I'inclu-
sione dello spazio W1P(I) in L*>(I). Con alcune ipotesi aggiuntive vedremo che questa
immersione sara compatta.

[ Teorema 2.2.8 J

Sia I intervallo aperto e p € [1, +00]. Allora WP (I) C L>(I) ed esiste una costante®
C > 0 tale che per ogni u € WP(I) si ha che

[ullee < Cllullwirn-

“che dipende da intervallo I e p. In seguito scriveremo C' = C(I,p).

Idea L’approccio generale che seguiremo ora, e nel futuro, ¢ che se riusciamo a mostrare
la tesi per le C°, allora questa, grazie al teorema di approssimazione, sara valida per ogni
u € Whp, a

| Lemma 2.2.9 | ,
Sia I intervallo aperto e p € [1,+00). Se esiste C' > 0 tale che

[ullzee < Cllullwrpry

per ogni u € C(I) N W1P(I) allora la stessa disuguaglianza vale per ogni u €
Whe(I).

. 7

Dimostrazione. Data u € WP(I) esiste u, € WHP(I) N C>®(I) con u, — u in WHP(I). In
particolare u,, ¢ di Cauchy in W1P(I). Visto che

lun — umll Lo < Cllun — um|lwrr

Up, — u in LP

si ha che u, & di Cauchy in L°(I). Ma quindi { . . Segue che® u = v,
Up — v in L

in particolare u € L*°. Quindi, passando al limite per n — oo in ||uy || < Clun|lyie

abbiamo la tesi. O

Dimostrazione del teorema. Caso 1: p = +o00. Chiaramente Yu € W1°°(I)

lullzee < flullzoe + (1wl e = [Jullprce.

8se u, — w in LP allora esiste un,, tale che u,, — u in L? e puntualmente. Analogamente per u — v in
L°°. Quindi abbiamo due sottosuccessioni che convergono puntualmente = il limite puntuale deve essere lo
stesso.



2.2. TEOREMI DI ESTENSIONE, APPROSSIMAZIONE E COMPATTEZZA 45

Idea Avendo p # 400 potremo usare il teorema di approssimazione e dunque supporre
u € C(I) N WLP(I). J

Caso 2: Supponiamo p > 1 e [ illimitato.
Data u € C°(I)NWYP(I) sappiamo che u(z) —u(y) = J, 't )dt e che [} Ju(z)|Pdr < +oc.
Esiste quindi, Ve > 0, z. € I tale che |u(z.)| < €. Segue che'®

u(@)P = [uP ()] = [uP(x) — uP(ze + uP(z.)]
< P () — uP(ze| + |uP ()|
T

<p / ()P + Julz) P

Te
SPHU/”pHUpilnq"ng
< plld|lplullp + &
< ||, + f|| 19P=1 4 v

< HUH];VLP(]) + €.

Visto che ¢ ¢ arbitrario abbiamo che [u(z)[? < [Jull1, = llullze < [lullyre.
Caso 3: Supponiamo p > 1 e I limitato:
Bisogna cambiare il punto di partenza: data u € W1P(I) N C>(I), esiste xg € I tale che

ua)” < o7 [ Jutopas,

Si procede ora con una stima analoga alla precedente:
u(@)|? < Ju(@)? — u(zo)” + |u(zo) |’

-1
< pll|| e |ullf, [Jull7,

+ -
1]
< (L D el
Quindi si ha
[ull ooy < (L + 1T D lullwrr )

I casi in cui p = 1 e I limitato/illimitato seguono come sopra, senza dover passare per la
disuguaglianza di Young. O

J Corollario 2.2.10 \

Dato p € [1,+0oc] la convergenza forte W1P(I) implica la convergenza L>°(I), ossia:
se u, — u fortemente in WHP(I) allora u,, — u in L>(I).

J

Teorema 2.2.11 — Inclusione compatta di W1P(I) in L°(I)

Sia I intervallo limitato e sia p € (1,400). Allora ogni successione limitata in
WHP(I) ammette una sottosuccessione che converge in L>(I).

\.

Dimostrazione. Sia uy, successione in WP (I) con ||uy||y1, < M Vn, allora:

9Ricordiamo che questo ci dice che nei punti in cui u non & nulla, & molto piccola.
ORicordiamo la disuguaglianza di Young: dati A, B positivi e p,q coniugati vale che AB < %Ap + %Bq.
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1. uy, & equilimitatal!: infatti ||ulp~ < CM.

2. uy € equicontinua: infatti dal Teorema 2.1.3

z p—1
n (@) — un(y)] < / Wy (8)|dt < o — y|"F (e |-
Yy

La tesi segue per il teorema'? di Ascoli-Arzela. O

Sia I intervallo limitato e p € (1,+00). La palla unitaria in WHP(T), ossia
{u e WHP(I) : [Jullyie < 1}

¢ un sottoinsieme compatto di LP(I).

Vediamo ora la necessarieta dell’ipotesi p # 1 e I limitato con due esempi:

Esempio 2.2.13. Mostriamo u,, € WH1(—1,1) limitata che non ammette sottosuc-
cessioni convergenti in L>°(—1,1). Sia ¢ € CZ(—1,1). Consideriamo ¢,, = ny (zn)
e ®,(z) = f_ll on(t)dt. Allora

[ ent@yte = [ npmaris = [ oy

Visto che?® o, (7) — 04, si ha ®,(x) — 1jg)(7) puntualmente, tuttavia ®,(z) non
ammette sottosuccessioni convergenti in L>°(—1,1). Se convergesse, visto che il
limite uniforme di continue e continua, il limite puntuale dovrebbe essere continuo.

“Con 6, indichiamo la delta di Dirac.

Esempio 2.2.14. Sia considerassimo I = R potremmo traslare all’infinito: w,(z) =
u(z — n). Visto che la traslazione non varia norma si ha che u, non converge in

2(I).

Se I limitato e p € (1,+00). Se u, € WhP — vy € WP, allora u, — u in L*, ossia
la convergenza debole WP implica la convergenza L.

Osservazione 2.2.4
Visto che I limitato, la convergenza in L°° implica la convergenza forte in LP. Abbiamo
quindi che la convergenza debole in WP implica la convergenza forte in LP.

Hyale anche per p = 1.

2Per chi ne conosce una versione diversa riportiamo l’enunciato classico del teorema: Sia {f.} una
famiglia di funzioni equilimitate ed equicontinue da un compatto in R™. Allora f, ha una sottosuccessione
che converge uniformemente.
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Dimostrazione. Visto che una successione debolmente convergente e limitata, si consideri
in particolare una sottosuccessione u,,. Per il teorema precedente esiste una sotto-
sottosuccessione uy, convergente in L°°. Sia v il limite uniforme. Vale che Vo € L9(I)

J

[ o, @t — [ vla)ptys

Jj—+oo

Se consideriamo il funzionale limitato 7" : WP (I) — R definito come

T(u) = /u(az)cp(m)d:n

I

segue che, per la convergenza debole di u,,,

/un(m)cp(:b)dx =T(up) — T(u) = /u(a:)gp(x)dx

I I
Visto che
[ u@etads = [ o@e@) o € L)
I I
si ha che v = w. Quindi'® u, — u in L>(I). O

Esempio 2.2.16. Se consideriamo [ illimitato esistono successioni limitate in
WLP(I) che convergono debolmente, ma non uniformemente. Un esempio sono le
traslate considerate in precedenza: u,(z) = u(x —n). Questa converge debolmente
a zero®, ma come visto non converge in LP.

“L’idea & che presa u a supporto compatto K esiste 71 tale che us abbia supporto disgiunto da
K.

Sia I intervallo illimitato e p € [1,+00). Se u € WHP(I), allora u(z) — 0.

T—+400

Dimostrazione. Visto che u ha un rappresentate continuo, la tesi segue perche lo spazio
Cg C Cp & un chiuso. O
2.3 Operazioni elementari in spazi di Sobolev

2.3.1 Prodotto di funzioni di Sobolev

A differenza degli spazi LP, vediamo che il prodotto di due funzioni di Sobolev ¢ ancora
di Sobolev. Abbiamo anche ulteriori proprieta di chiusura.

Sia I intervallo aperto in R e p € [1,+00). Se u € WLP(I) e v € C°(I) N WLP(I)
allora uv € WP(I) con (uv)’ = u'v + uv'. Esiste inoltre C' = C(I,p) tale che

luvllwery < Cllullwreyllvllwe -

134, converge in L™ se ogni sottosuccessione ammette una sotto-sottosuccessione convergente.
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Dimostrazione. Dal teorema di immersione sappiamo che u, v € L*°. Dunque si ha uv € LP
visto che
[uvllze < [Jullze|[v]lLee < Cllul|ze l[v]lwre -

Vediamo che v'v + wv’ € LP(I) infatti:
|lu'v +uv'|| e < ||Ju'v|| e + |Jud|| Lr
< W llzellvllzee + v/ l|zellull Lo
< ClllIzellvllwre + Cllv' 2o ullwrn
< 20 ullwro[lvllwe

Resta da vedere che u/v + uv’ & la derivata debole di wv. Visto che v € C™ si ha che
Vo e CF(I),vp € CF(I), allora:

/uvgo’d:z; = /u((wp)’ —v'p)dx

1 I

= /u(vgp)'dm—/v’go)d:n
I I

= —/ulvgoda:—/v/goda:
I I

= —/cp(u’v + w')dx
I

( Teorema 2.3.2 — WHP(I) & un’algebra }

Sia I C R intervallo e p € [1,+00). Se u,v € WHP(I), allora

1. uwv € WHP(I)
2. (w) =vv+vu
3. |luvllwrr < Cllullwre|[vllwe

per una costante C' = C(I,p).
Segue che W1P(I) & un’algebra con la norma di Banach.

\. J

Dimostrazione. Siano u,v € WHP(I). Siano u, € C®(I)NW'P(I) con u, — u in WHP(I).
Per il lemma precedente si ha che u,v € WHP(I) e (upv) = ul,v + upv'. Segue inoltre che
u, U — uv fortemente in LP infatti:

lunv — wv|| e < ||un — ul|e||v|| e — 0.
Allora concludiamo mostrando che (u,v)" & di Cauchy in LP(I):

1(unv) = (umv) o) = | (upv + unv’) = (U0 + wmv") || o)
< (i = g )0l oy + Nl (i — v )0l o)
< Nllzoellun = umllzory + llun = wmllze [0l ey

< Nwllzeellup = wi oy + Clliun — wmllwre @ 10l ey

Quindi uv € WP e (uwv)’ = u'v + v'u. O
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2.3.2 Composizione con funzioni C!

I seguenti risultati ci porteranno a vedere che, data v funzione di Sobolev, la sua parte
positiva ¢ sempre una funzione di Sobolev.

[ Teorema 2.3.3 |

Data G : R — R di classe C? e tale che G(0) = 0, I C R intervallo, p € [1,+o0] e
u € WHP(I). Allora G(u) € WHP(I) e (G(u)) = G'(u)u'.

Osservazione 2.5.1
E importante notare che le costanti non possono essere ammesse solo se [ illimitato, infatti
G(u) non starebbe neanche in LP!! Se I limitato non ci sono problemi.

Dimostrazione. Sappiamo che u € L*(I) dunque esiste R tale che [[ul|p) < R. Se
consideriamo D'intervallo [— R, R], allora G’ e G sono limitate. In particolare consideriamo

L= G (2)].
e |G (z)]

Quindi G(u(z)) € LP e G'(u)u’ € LP(I). Consideriamo u,, € WP(I) N C*(I) con u, — u
in WHP(I). Visto che G & continua vale che
|G (un) — G(u)| < Llun — ul
dunque G(u,) — G(u) in LP(I). Similmente!'* facciamo per (G(uy,)) — (G(u))’: visto che
G’ (up) — G'(u) uniformemente allora
|G (un )y, = G (w)u'] < |G (un)[Jug, — o] + G (un) = G (u)][u/]
< Lluy, — /[ + |G (un) = G (u)][o].

Sia G € CY(R,R) e G(0) = 0. Sia I C R intervallo aperto e p € (1, +00). Se u, — u
fortemente in WP(I) allora G(u,) — G(u) fortemente in WP (T).

Dimostrazione. Per il teorema precedente le quantita che consideriaamo appartengono
tutte a WHP(I) e sono dunque ben definite. Dobbiamo vedere che

o G(up) — G(u) in LP
o u G (up) = v'G'(u) in LP

Vediamo 1): Sicuramente, detto L = max G', dove R = maxy, [|un ||z (1), vale

|G (un) = G(u)| < Llun —

Vediamo 2): Visto che u/, — u fortemente in LP e G'(u,) — G'(u) uniformemente!® in I,
ma allora abbiamo una convergenza LP per convergenza uniforme che &€ LP e segue dunque
la tesi. O

MRicordiamo che convergenza forte per uniforme & forte.
15pe]rch‘e uy, tende uniformemente e G ¢ uniformemente continua.
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J Proposizione 2.3.5

Siano Gj : R — R una successione di funzioni C! ¢ G : R — R sempre C, tale che
1. G(0)=0e Gx(0) =0 Vk > 1.
2. G} — G puntualmente e Gj, — G’ puntualmente.

3. esiste una costante L > 0 tale che

|G'lr~ <L e |Gillre <L Vk.

Allora Vu € WHP(I) si ha Gp(u) — G(u) fortemente in WhP(T).

k—+o00

Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare che

1. Gplu) 25 G(u)
2. v'G)(u) RN u'G'(u)

Dimostrazione di 2): Notiamo che [v/G)(u)| < «'L. Otteniamo la tesi per il teorema di
convergenza dominata.(convergenza puntuale & ovvia)
Dimostrazione di 1): anche qui abbiamo la convergenza puntuale, serve quella dominata,
che pero segue poiche:

Gr(w)] = [Gy(u) — Gr(0)] < Liu]

2.3.3 Parte positiva e modulo di una funzione di Sobolev
Per gli utilizzi che vedremo in seguito, sara molto utile sapere che, se u € WP(I) allora
anche uy e |u| sono WHP(I).

Idea 1l seguente risultato ci dice che la derivata debole e un concetto locale, il che non &
affatto ovvio dalla definizione. In particolare vedremo che se u funzione di Sobolev ¢ nulla
su un insieme misurabile allora anche la sua derivata ¢ nulla sullo stesso insieme. a

[ Teorema 2.3.6 J

Sia I intervallo aperto e p € [1,400] e g5, : R — R una successione di funzioni C'*
tale che®:

1. 0< g, <1Vn.

0 sex<
2. gn(x) :{

3o 3=

1 sex>

3. {gn} e crescente, in particolare g, ' 1 (g o)

Definiamo Gy (z) = [ gn(t)dt. Allora, per ogni u € W'P(I) si ha che Gp(u) €
WLP(I) e converge fortemente in WP (I) alla funzione uy (z) = max(u(x),0). In
particolare u, € WHP(I) e

u’+ = u']l{u>0}.

“le gn, saranno la derivata di qualche cosa
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Dimostrazione. Osserviamo che la successione di funzioni G, : R — R ha le proprieta
seguenti:

e G, € C(R) per ogni n ;

|G!| <1 suR per ogni n;
. ' s
e la successione G, ¢ crescente e

0 se x<0;
1 se z>0;

n—oo

lim G/, (x) = {

e G,(x) =0 per ogni x < — e per ogni n;
n
e 0 < Gp(z) <z perogni xz > 0;

e 0 <xz—Gp(x) < — perogniz >0 e perognin.

3w

Ora fissata, u € WHP(I), osserviamo che:

~—

1. Per ogni funzione u € W1P(I),
Gn(u) = ugy  puntualmente su 1.

Siccome,
|Gn(u)] <wuy perogni n>1,

per il teorema della convergenza dominata

Gn(u) — uy fortemente in  LP(I).

2. Infine, osserviamo che per costruzione
G (u) = 1o 100y (u) puntualmente su 1.
Quindi, anche
Gr(u)u’ = T g o0y (u)u’  puntualmente su 1.
Siccome |G),| < 1, abbiamo che
|G (w)d| <[] perogni n>1,
per il teorema della convergenza dominata, abbiamo:

G (u)u" = Lo o0y (u)u’  fortemente in - LP(I).

In conclusione,
Gn(u) = uy fortemente in  WHP(I),

e, siccome 1 (g o0y (u(2)) = L {y501(2), abbiamo

(ug) = Lgysopud’.
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,{ Corollario 2.3.7 }
Data u € W1P(I), allora® u_(z) = max{—u(z),0} & in WHP(I) e

(u_) = —u'T e

Segue che anche |u| € WHP(I) e

(Jul) = (uy +u-) = u'lys0p — u'lpucoy

Invece

U= (up —u-) = ulgys0p +u'lpuc

“Attenzione: per questo corso considereremo la parte negativa di una funzione come una funzione
positiva. Dobbiamo quindi invertire il segno.

Dimostrazione. Ovvio perche u_ = (—u)4 O

Corollario 2.3.8 |

Se u & nulla quasi ovunque su A C I allora v’ ¢ nulla quasi ovunque su A. ]

Dimostrazione. Segue da u' = (uy —u_)" = u'l50) + Ul <0} O
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2.4 Gl spazi W,”(I)

Wol’p(I) ¢ la chiusura di CF(I) rispetto alla norma || - [|y1p(;). Quindi, data
u € WHP(I) diciamo che u € WO1 P(I) se esiste una successione ¢, € C(I) tale che
on — u in WHP(T),

Osservazione 2.4.1
Non definiamo WO1 P per p = +oo.

Osservazione 2.4.2

Dalla definizione emerge immediatamente un’ambiguita: poiche C (1) C CZ(R) se ¢, €
C&(I) tale che ¢, — u, allora ¢,, € CZ(R). Tuttavia nel primo caso abbiamo u € Wol’p(I)
per definizione, mentre nel secondo u € W1P(I). Si ha quindi che WO1 P(I) c WHP(R) e
WO1 P(I) ¢ WHP(I) senza che ci sia relazione tra i due spazi. Quando parleremo VVO1 P(I) 1o
staremo, moralmente, considerando come spazio nell’intersezione.

Osservazione 2.4.3
Se I =R, per la densita delle funzioni CZ(R), abbiamo che Wol’p(R) = WHP(R).

Osservazione 2.4.4

Con il seguente risultato vedremo che se u € VVO1 P allora ¢ proprio nulla al bordo. Capiamo
immediatamente che questo spazio avra un ruolo chiave nella risoluzione di equazioni
differenziali dove spesso abbiamo condizioni al bordo.

-

{ Teorema 2.4.2 |
Sia I C R intervallo aperto e p € [1,4+00) e u € WHP(I). Sono equivalenti:

1. u e WyP(I).

2. u=0suodl.

Dimostrazione. 1 = 2): se Wol’p(I) allora esiste {u, } € C&([I) tali che u,, — u fortemente
in W1P. Allora u, — u uniformemente su I e quindi v = 0 su 0I.
2 = 1): Sia Gj : R — R una successione di funzioni con le seguenti proprieta:

e Gi(x) — x uniformemente su R per k — +oc0.

e Per ogni k, G, € C*°(R) ¢ tale che

11
Gy =0 -, —.
k su[ k’k:|

wlep

Consideriamo una successione ¢, € C°°(I) N WHP(I) tale che ¢, u fortemente e

consideriamo G (). Fissato k vale

Gr(pn) — Gr(u) fortemente W'P(I).

n——+00
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Tuttavia, visto che ¢, — u uniformemente e |u| < % vicino a 0I, allora per n abbastanza
grandi si ha G(p,) € a supporto compatto in I, dunque Gg(p,) € I/VO1 P(I). Concludiamo
poiche per kK — +o0

Gr(u) T U E W,P

[ Teorema 2.4.3 }
Sia I C R intervallo aperto e p € [1,4+00) e u € WIP(R). Sono equivalenti:

1. uwe WyP(I).

2. u=0suR\I

Vediamo ora un caso specifico del Teorema 1.2 visto in precedenza:
[ Teorema 2.4.4 }

Sia I C R intervallo e p € (1,400). Se u, € Wol’p(l) converge debolmente a u €

WLP(T), allora u € T/VO1 P(I), ossia gli spazi I/VO1 P sono chiusi rispetto la convergenza
debole.

Dimostrazione. Se I & un intervallo limitato e u,, — u in WP(I) allora sappiamo che
esiste u,, — u uniformemente. Visto che u,, € zero al bordo, u =0 su 0l = u € VVO1 P(T).
Nel caso in cui I = [a, +00), possiamo limitarci a considerare un qualsiasi sottointervallo
limitato [a, b], stimare per approssimazione e vedere che u(a) = 0, quindi v = 0 al bordo. [J

2.5 Legame spazi di Sobolev e serie di Fourier

In questa sezione vediamo come sono legati gli spazi di Sobolev con gli sviluppi in serie
di Fourier. Scopriremo una cosa soprendente: alcune serie di Fourier sono meglio di altre.

2.5.1 Due basi di Fourier in L*(])

Dato L > 0 consideriamo l'intervallo aperto I = (0, L). Su questo intervallo possiamo
considerare due famiglie di funzioni diverse:

1. ® ={¢y : k> 1} con ¢y(x) = \/%sin(%kx).

2. U ={¢)p: k>0} con = ﬁ e Yi(z) = \/%cos(%kx).

Chiaramente si ha che

/I¢i¢j =0y = /Iwiwjdx.

| Proposizione 2.5.1 |

Le famiglie ® e ¥ sono due sistemi ortonormali completi su L?(I). In particolare,
per ogni u € L%(I):
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e Detti ¢; := [; u(x)d;(x)dx vale che
+oo
lulZ2 = ZC eu=>Y cjd;
j=1
dove la seconda serie converge fortemente in L?(T).
e Detti d; := [;u x)dx vale che
+0o0 +oo
lulfs =) _df eu=2)_d;
j=1 j=1
dove la seconda serie converge fortemente in L?(I).
Idea Ciascuna di queste e meta della classica basi di Hilbert. J
Upari = Z ckPj + djvp; = Z dj;
k?j
Udispari = Z CNk(bk + kak = Z ék¢k
"
O
p [ Teorema 2.5.2 }
o0
Sia u € L?(I). Siano ¢;, = [ udr, u= 3 crdp. Allora sono equivalenti:
k=1

1. uw € HY(I)

2. Y Ak? < +oo
k>1

Inoltre, se v’ ¢ la derivata debole di u, si ha

77'2 ™
/|72 = 72 Zk%i eu'(z) = T chkd)k(l’)

k>1 k>1

n
Dimostrazione. 2) = 1): Consideriamo le somme parziali S,, = > cpdr e S, (z) =

k=1

oo
> Tkeyp(z). Siccome la Y ¢ converge allora Sy, S}, sono di Cauchy, infatti
k=1

n 2
1S = Shl2. = > %czkz’ < 400
m+1

Esiste quindi il limite forte in L?

oo E . /
;_: 7 hentr(z) = lim S,
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Segue che u € H'(I) e v & la sua derivata debole. Poiche S,, ¢ nulla agli estremi,

S, € HY(I) Vn e quindi u € H}(I).

1) = 2): Sappiamo che u € H}(I), in particolare v/ € L2(I). Scriviamo u/(x) =
20 At (), dove dy = [;¢x(z)u’(z)dz. Osserviamo che in realth k = 0 non c'e

infatti

L
—u

o VL

Quindi v'(z) = >"p7; dgr(z). Osserviamo che

do = '(z) = [u]} = 0 poiche u € HI(I)

L . - )
dy, 2/0 u' (2) Yy (x)de = —/O u(z)y)(z)de = Lk/o (@) (x)dx = chk

e per lidentita di Bessel |[u/[|3 =Y d? = 3" c?k? < +oo. O

Osservazione 2.5.1
Nel conto precedente abbiamo usato che se u € H}(I) e v € HY(I) allora

/u’v:—/uv’
I I

Questo ¢ vero perche, visto che C (1) = VVO1 P(I), possiamo usare Hé P(I) come spazio per
le funzioni test.

[ Teorema 2.5.3 }

o0
Sia u € L?(I). Siano dy = J; ur, u= 3" dythy. Allora sono equivalenti:
k=1

1. uwe HY(I).

2. > d2k? < +oc.
k>1

Inoltre, se v’ & la derivata debole di u, si ha

7(2 T
/72 = 13 D _K*di e w'(@) =7 hdgi(x).
E>1 E>1

Dimostrazione. Omessa in quanto identica a quella precedente. O

Osservazione 2.5.2

Con i risultati precedenti abbiamo visto che, in dimensione 1, le funzioni in H' sono tutte e
sole le funzioni in cui vi € sommabilita di c%k:2 / dsz. Osserviamo tuttavia che, sviluppando
la stessa funzione nelle due basi, capitiamo una volta in H&, l'altra in H'. Capiamo quindi
che non tutte le basi di Fourier sono uguali.

Esempio 2.5.4. Consideriamo ¢;(x) = %sin(%w) e proviamo a svilupparlo nella
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o7

base® U:
L
0
9 L
= L/o sin <2x) oS <7£k:x> dx
1 (L
_ L/o [sin ((k: + 1)zx> _ i <(k - 1)2@)]
1 1 1 g
77 T
= [_k+ 7 cos <(k - 1)L:1:> + 7 ¢os <(k: — 1)Lx>] y
1 4
= TR
0 se k pari 1.
dove 0 = ~ .. Maallora ¢;(z) € H' visto che
1  se k dispari

+oo +oo ]{,‘2
E 212 E
k=1 k=1

“ricordiamo sin(a + 3) + sin(a — 8) = 2sin acos 8

Esempio 2.5.5.
base ®:

Consideriamo 91 (z) = /% cos(Fx) e proviamo a sviluppare nella

L
- /0 (s
2 L

= /0 sin (ka) cos (ZZ‘) dx

L

i/OL [sin ((k + 1)233) — <(k: _ 1)2:5))]

I [_k-lu cos (<k+1>}ﬁw> B kil o <(k_ 1)?)]@_0

1 4k

T TkE_—1F

Ma allora vy (z) ¢ H}(I) visto che

+o0o
Z c2k? = +oo.
k=1
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Capitolo 3

Equazioni ellittiche in una
dimensione

3.1 Soluzioni forti e soluzioni deboli

Nel seguito considereremo I intervallo aperto limitato in R e, per semplicita, indicheremo
HY(I) e H}(I) gli spazi WH2(I) e WO1 (I rispettivamente. Ricordiamo inoltre la definizione
dello spazio H?(I):

H2(I) = {u e HY(I):u € Hl(f)} .
Data V € LY(I),V >0 (V & un potenziale!) e f € L?(I) considereremo il problema
" +Vu=f sul
u=20 su 01

Soluzione debole

Diciamo che u ¢ soluzione debole di (1) se u € H}(I) e per ogni ¢ € H}(I) si® ha

[ @@+ [u@e@Vad = [ o@e).

1 I

“Possiamo anche verificare la condizione Vo € C& (I).

Soluzione forte

Diciamo che u & soluzione forte di (1) se u € H*(I) N H}(I) e se la derivata debole
di u’ & tale che
v =Vu—f.

Osservazione 3.1.1
Chiaramente se u ¢ una soluzione forte ¢ anche una soluzione debole.

Dimostrazione. Se u soluzione forte allora per ogni ¢ € CZ(I) si ha

/u'gp’:—/u”go:—/Vugo—i—/fgo.
I I I

Wisto che WP C L° possiamo lavorare con misura finita che & la meno restrittiva e considerare
1
VelL.

99
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Si conclude visto che CF = H]. O

Proposizione 3.1.3

Se V € L*(I) e u € H}(I) & soluzione debole di (1) allora u ¢ anche soluzione forte. ]

Dimostrazione. Se u € H}(I) & soluzione debole abbiamo che
@@ @i+ [u@e@Viad = [ o

con f—uV € L*(I). Allora ' € H'(I) con derivata debole v’ = Vu — f. Quindi
u € H*(I) N HY(I) ed & soluzione forte. O

Proposizione 3.1.4 — Regolarita soluzioni forti }

Sia u € H?(I) N H}(I) soluzione forte del problema (1) con V, f € C(I) N L(I).
Allora u € C%(I).

Dimostrazione. Segue dal Corollario 2.1.3. Ritroviamo dunque una soluzione in senso
classico. 0

f{ Lemma 3.1.5 — Disuguaglianza di Poincaré \

Sia I = (a,b) intervallo limitato in R, v € H'(a,b) con u(a) = 0. Allora®

/uzda: < 4|I|2/(u')2da:.
I I

In particolare, se u € H(I), allora

/u2daj <|I? /(u/)2d$.
I 1

“Vedremo che 4 non ¢ la costante ottimale.

Dimostrazione. Visto che il prodotto di funzioni di Sobolev & ancora di Sobolev?, per ogni
x € (a,b) abbiamo che

W2(z) = u2() — u(a) = 2 / "t ()t

<2 (/j u%lt)é (/:(u’)zdt) ’
<[ uzdtf ( /I@/)adt)%

2Avremmo potuto anche ragionare con u € C* N Hg e finire per densitd. Questo sara il modo in cui
procederemo in piu dimensioni.

N
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Integrando in x abbiamo

[eas <2 ([ ugdt)é (Jotrar)

(/ UQdm)% <o /Wt)%
/qudx < 4|I|2/](u’)2dt.

E molto importante avere |I|? perche la disuguaglianza deve essere invariante per
riscalamento di intervallo.

=

da cui segue che

e quindi

Osservazione 3.1.2
Consideriamo u € H{(I), allora u,(z) = u (%) & in Hg(rI) e valgono

br t IZL b
/ uz(t)dt:/ u? () =" r [ u?(zx)dx
rl ar r a
br 2 b
1 t 1
/rl(u;)z(t)dt—/ar e <T> dt—r/a o (2)2dz

/ uldz §4|IT]2/ (u)*dx <~ /quaz < 4|1 /(u’)Qdaz.
I I I 1

Idea In generale quando si hanno disuguaglianze che coinvolgono funzioni e loro derivate
e comodo vedere che sono invarianti per riscalamenti. J

Quindi

3.1.1 Formulazione variazionale

Vediamo ora che ¢ possibile risolvere il problema (1) in termini di minimizzazione di un
funzionale appropriato.

Sia I C R intervallo aperto, V € L!(I) non-negativa e f € L?(I). Allora sono
equivalenti

1. u & soluzione debole di (1).

2. u minimizza il funzionale F fra tutte le p € H}(I) dove

/Isa )[2dz + - /V da:—/lap(a:)f(:v)dx.

Dimostrazione. Notiamo preliminarmente che se ¢ € Hg(I) allora

Flu+p) = ;/u—kgo /Vu—HO /fu—Ho

1
—I—/u'go’—l—/Vuap—/ﬂp—i—/(tp') —&—/V@Q
I I I 2 /r 2 /1
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1) = 2): se u soluzione debole allora

1

Flute)=Fu)+5 () +3 [ Vet 2 7w,

Visto che questo vale per ogni ¢ € Hg(I) allora v minimizza F in Hg ().
2) = 1): Se u minimizza F in Hg(I), allora Vt € R,V € H}(I) vale

F(u+tp) > F(u)

ossia:

0<.7-'(u+t<p)—]-"(u):t[/Icp’u'—i—/Ichu—/]fgo] + 12 [;/1(90')2—1—;/11/@2].

Deve quindi necessariamente valere

/go'u’—l—/Vucp—/f@:O.

Visto che questo vale Vo € H}(I) si ha che u & soluzione debole. O

Osservazione 3.1.3
A volte viene utilizzata la seguente notazione per indicare la variazione di F calcolata nel
punto u lungo la direzione :

|, Fotte) =67l = [l [u-pp

Idea Questa equivalenza ¢ molto comoda, perche di solito ¢ molto piu facile mostrare che
un funzionale ammette minimo, piuttosto che soluzione debole. J

Esistenza e unicita di soluzioni deboli

Sia I intervallo limitato, V € LY(I),V >0, f € L?(I). Allora esiste unico in H}(I)
il minimo di F dove

o) =3 [ I¢@Pde+ 5 [ V@i - [ o@ra

1

Dimostrazione. Esistenza: Sia u, € H}(I) una successione minimizzante® per F, ossia
{u,} & tale che F(u,) sia decrescente* e

lim F(u,) = inf{F(u):uec H(I)}

n—-+o0o

3Visto che I’estremo inferiore esiste sempre perche stiamo parlando di insieme di numeri reali, questa
successione minimizzante esiste sempre.
“cosi vale che inf F(un) = liminf F(un, ).
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Siccome 0 € H}(I) e F(0) = 0, possiamo supporre che F(u,,) < 0 Vn. Vale allora®

5 <5 [nrars 5 [vidas
/Ifund:r
(o) (22
<in(/f f?dac>é (/ <u;>2dac)é .

2y < 21T fll 2y

<

Segue che

e quindi
[unllz2cry < 21PNl L2ry-

Abbiamo quindi che u, ¢ limitata in H}(I). Di conseguenza esistono u € H}(I) e una
sottosuccessione uy,, tali che:

o u,, — uin H}(I).
o u, —> uin L>®(I).
Vediamo che

F(u) <liminf F(uy,)

k——+o0

quindi v & un minimo in HE(I). Questo segue dalle seguenti:
AV sl /I \2
<l f .
/I(U) < Lim inf /I(unk)

/u2 = lim Vuik.

k—+o00

Jur =g [

k—-+o00 I

Unicita: se w,v minimi di F tali che F(u) # F(w), allora posto ¢ = w — u, si ha

Flw) = Flu+e) = Fu)+ 5 [0 +3 [V

Visto che F(w) minimo deve valere che [;(¢’)?dz = 0 ossia ¢ = 0. O

Esercizio 3.1.1 - Ottimizzazione disuguaglianza di Poincarée
Trovare la piu piccola costante C' > 0 per cui valga la disuguaglianza di Poincare,
ossia tale che per ogni u € H}(I) si ha:

/Iu2 < C|I)? /I(u')Q.

usiamo la disuguaglianza di Poincare.

5



64 CAPITOLO 3. EQUAZIONI ELLITTICHE IN UNA DIMENSIONE

Idea Visto che la disuguaglianza ¢ invariante per riscalamenti, la costante non dipendera
da intervallo. 3

Risoluzione: basta trovare C' per I = (0,1). Osserviamo che

mf{m?/( )2da : /01u2—1,ueH5(I)}.

Prendiamo u,, successione minimizzante = u,, & automaticamente limitata in H}(I). Quindi
esiste up, convergente debolmente in H{ (1) e uniformemente su I a u € H}(I). Siccome

converge uniformemente
/ w? = lim [u? =1
k
I n—o0 I

/I(u/)2 < ggg/l(u;k)z

quindi u realizza il minimo. Allora Vo € HZ(I),Vt € R

W +te)E 1 [(W)?
0= Tt 20~ T

Derivando in ¢ abbiamo che

JW)?+2t [u'o + 12 [(¢)? L, 2
—2/Iu —C/ugo

8t‘t =0 [u?+2t [weo+t?[p?

f(t —0<:>/ go—c/ugo—o

Quindi u € H}(I) & la soluzione debole di —u” = Ju in I. In particolare v’ € H'(I) e

u' = Cu Visto che sia u che u' sono di Sobolev si ha che per ogni z € (0,1)

Segue che

c / — . xu// — _l mu
u(z) = /0 d()dt o (x) = ' (0) /0 (it ='(0) = & [ u(t)a

Visto che u & continua su [0, 1] abbiamo che v/ € C'([0,1]). Ma allora u € C%(]0,1]) e
quindi v’ € C3([0,1]). Iterando questo ragionamento, che prende il nome di bootstrap, si
ha che u € C*°([0,1]).

Osserviamo ora che se u realizza il minimo, allora anche |u| lo realizza, infatti:

Jur=[w=1 e [qury=[wr=.

Vale quindi che il minimo ¢ realizzato da una funzione positiva. Inoltre, visto che la soluzione
u appartiene a H& (I), questa si annulla negli estremi e, non essendo identicamente nulla,
si ha che u > 0 su I. Viste le condizioni si vede che la soluzione deve essere

u(x) = V2sin(rz).

Vale quindi che C' = # O

3.1.2 Principio del massimo debole
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Principio massimo - prima variante

Sia I C R intervallo limitato e V € L(I),V > 0. Se f € L?(I) e non-negativa su I,
allora u > 0 su I dove u ¢ la soluzione di —u” +Vu = fin I e u € H}(I).

In particolare, se fi > fa con fi, fo € L?(I), allora u; > ug dove u; ¢ la soluzione di
—u! +Vu; = fisulew € HY(I)

Dimostrazione. Step 1: Osserviamo che se u € H}(I), allora uy € HZ(I). Infatti u €
Hi(I)=ue H(I)eu=0sudl. Allorau; € H(I) e uy = 0sudl. Quindi uy € HE(I).
Step 2: u & soluzione debole di —u” + Vu = f, quindi u minimizza F(u) = § [,(«/)* +
5 J; Vu2— [, fu. In particolare F(u) < F(uy.). Ricordando che (uy)’ = u/1{,>0}, possiamo
riscrivere

F(u):;/l(u+)2+;/l(u)2+;/Vui+;/Vu2_—/fu++/fu

:]—"(u+)+;/l(u/)2+;/vuz+/f“— < Fluy)

~~

>0

dove I'ultima disuguaglianza segue perche F(u) minimizza 5. Ma allora abbiamo che

uwiF=0=u_=0inleu_ =csudl. Dunque u_ =0 su I. O

Idea Il precedente & un ragionamento universale, valido anche in piu dimensioni. Se
vogliamo mostrare (principio alla base del calcolo delle variazioni) che un minimo ha una
certa proprieta lo dobbiamo confrontare con una funzione che ha questa proprieta che
chiameremo competitore naturale. Nel caso precedente, volendo u positiva, la abbiamo
confrontata con la sua parte positiva. L’idea ¢ che il confronto dara informazioni che ci
Servono. a

Osservazione 3.1.4
Con questa prima variante abbiamo che se f aumenta, u aumenta. Cosa succede se
aumentano [ o V7

Esempio 3.1.9. Se I = (—L,L) e consideriamo —u” =1sul eu=0sudl. La

soluzione & u(z) = 1(L* — 2%). Pil grande & L, pitt grande & u(z).

Principio massimo - seconda variante

Siano I C J C R intervalli limitati aperti. Siano V € L'(I) e v € L'(J) con
V >v>0sul. Sia f € L3(J), f > 0, allora U > u dove U e u sono, rispettivamente,
le soluzioni deboli di

U oU=f sud, UeHLNJ)
—u" +Vu=f sul, ue H}I)

Idea Il potenziale gioca contro. A differenza del caso precedente mon abbiamo piu un
competitore naturale ovvio. L’idea sara quella di scontrare U con max(V,v) e u con
min(V,v). 4

Simportante ricordare che la parte negativa & positiva, quindi va messo un meno
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Dimostrazione. Consideriamo le funzioni U V u e U A u. Poiche v € Hi(I) = {p €
H'(R)|¢ = 0suR\I}, in particolare HO(I) C H(J). Quindi v € H}(J). Ma allora
UVue HJT), visto che UV u=u+ ( u)4. Poiché U minimo si ha

;/};U'|2+;/ /fU< /va )12 + /|U\/u|2 /vaU (3.1)

Consideriamo U A u € HE(J) e siccome u = 0 su R\I abbiamo che U A u = 0 su
R\/ = U Au € H}(I). Quindi per minimalita di u, abbiamo

;/l|u’|2+;/lvu2—/l.ﬁt§;/JI(uAU)'IQJr;/IV(uAU)Q—/If(u/\U) (3.2)

Notiamo che 1 [, |U']> = % [, |(Uvw)|* =5 [, |W']* =5 [, (u AU)'|?, infatti
U7 + ' * = \U'!2]1U>u +U'Ply<a + |U’\2]1U>u + '] inf
= (UL wsuy + WP Lw<wy) + (U P e + WP L wsay)
= (U VW) ]?+ (U Aw)?
infatti
UVu) =+ U-ui) =u+U-uly =+ (U -u)
= U'lysuy +u' (1= Tiysyy)
—_——
{lv<u}

Quindi se facciamo 3.14-3.2, abbiamo

/IVU2+/J1)U2§/IV(u/\U)2+/Jv(uVU)2

possiamo scegliere di considerare sia I che J, quindi

/IVu2+/IvU2S/IV(u/\U)2+/I”(“VU)2

e questa vale poiche in generale se abbiamo A > a > 0, X > x > 0 allora
aX + Az < AX 4 ax perche <= (A—a)(X —2)>0

Nella nostra disuguaglianza si ha che, puntualmente, © VU > u A U. Abbiamo quindi
un’uguaglianza, ma allora F(U) = F(UVu) = U =U V u. O

Osservazione 3.1.5

Questo fatto, con questa stessa dimostrazione, vale in tutte le dimensioni.

3.2 Convergenza di soluzioni

Sia I intervallo limitato, V,, — V in L? con V;, > 0 e f, — f in L2(I). Allora u,, — u
fortemente in H& (I), dove uy, e u sono le soluzioni deboli di —u) + Vyu, = f, su I
eu, € HH(I) e —u" +Vu= fsuleuec HYI).
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Osservazione 3.2.1
La proprieta di essere limitata dal basso/alto e stabile per convergenza debole. Quindi
V,>0,V, € L?>(I),V, = Vin L? = V > 0. Infatti

0< /Ivn]l{v<0} — /IV]I{V<0} <0

assurdo”.

Dimostrazione. Il minimo u esiste perche & il minimo di F(p) = % [, |¢/[*+3 [; V2= [, feo.
Step 1: Dimostriamo che uy, & limitata in H}(I). Siccome u, minimizza F,(p) = % [} |¢/|*+
%f[ Vap? — [; fap allora F(u,) < Fr(0) = 0. Ma quindi

1 1
3 @245 [V < [ o < Wallallualze < eliunlzs < eyl 1

dove || fnl|lz2 < ¢ perche convergono debolmente, quindi limitate e C), & la costante di
Poincare. Quindi
lunllz2 < 2¢C

ossia uy, ¢ limitata in H}(I). Esiste quindi w € H{ (1) tale che u,, — w in HZ(I) e, grazie
allimmersione compatta, u,, — w fortemente in L*(I) e u], — w’ in L*(I)). Quindi w
& soluzione debole di —w” + Vw = fin I con w € H}(I). Infatti, passando al limite®,
Ve € Hy(I)

/ ©'uy, + / OV Un,, = / O frp — / o'w' + / eVw = / of.

Siccome la soluzione debole ¢ unica, abbiamo che u = w.
Step 2. Vediamo che u,, — u fortemente. Osserviamo che u,, — u in H}(I) <= ul, — v
in L?(I). Osserviamo anche che

ul, = in WHP(I) <=

up — v’ in L2(1)
gz = flull 2

Idea Usiamo un bieco trucco: siccome —u” + Vu = f usando come funzione test ¢ = u
abbiamo
/u'|2 +/Vu2 = /fu

Visto che abbiamo una convergenza forte per una debole, segue che

/i\u’IQ :/Ifu—/IVu2 :ngrfw/lf"“”_/[v”“i :ngrfoo/\u;f

Abbiamo quindi la convergenza in norma. Concludiamo visto che ogni sottosuccessione
ammette sotto-sottosuccessione convergente, allora la successione € convergente. O

"Altro modo sarebbe vedere che le funzioni positive sono un chiuso per la convergenza in L? e sono un
convesso. Dunque € un chiuso anche per la convergenza debole
8Si ha una convergenza debole per forte che passa al limite.
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Esercizio 3.2.1

Mostrare che per uno spazio separabile la topologia indotta da convergenza debole &
metrizzabile. Ricordiamo che per spazi metrici se ogni sottosuccessione ammette
una sotto-sottosuccessione convergente, allora la successione ¢ convergente.

Abbiamo visto le seguenti cose:
e Se Ve LYI),V >0, f € L? allora esiste un’unica soluzione debole di —u" + Vu = f.

e SeV € L?(I),V >0, f € L? allora u & soluzione forte di —u” 4+ Vu = f. (la soluzione
debole in realtd & forte, ossia u’ € H').

Per ottenere u soluzione forte abbiamo supposto V' € L2. Con i prossimi esempi
vediamo che questa e una condizione necessaria:

Esempio 3.2.2 (Esempio di soluzione debole, ma non forte). [ =(-1,1),f=1;V,, >
0,Vp € L\L?. V, » 0in L' e V, = 0 su (—1,1)\(—3, 3). Infatti: Vn considero
—u! + Voyup, = 1sul ewu, € H}(I). Se ripetiamo lo stesso ragionamento di
prima, u, — u in H'(I) N L*°(I) alla soluzione® di —u” = 1 su I che ha soluzione
u(z) = 3(1 — 2%). Poiche V,, — 0 fortemente in L' e u, — u forte in L> allora
convergenza forte per forte passa al limite.

Quindi u, > i su (—%, %) Ma allora Vyu, ¢ L?, se lo fosse anche V,, sarebbe in
L?. Quindi V,u, € Ll\L2. Ma quindi u! = Vyu, —1 ¢ L?, ossia u,, non & soluzione
forte.

“la cosa importante & che ci tenda in L.

3.3 Equazione del calore

Dato il nuovo linguaggio che abbiamo introdotto, vediamo ora di riottenere alcuni
risultati riguardanti I’ equazione del calore. Vedremo che ’esistenza e I'unicita dell’equazione
del calore sono riconducibili all’uso di funzioni e norme di Sobolev. Si ricorda che:

Continuita e derivabilita in uno spazio di Banach
Sia B spazio di Banach con norma || - ||g. Dati un intervallo I e u : I — B diciamo

che:

e u € C(I,B) se la funzione u & continua su I, ossia:

lim ||u(t +s) —u(t)|[s =0 perognite .
s—0
e u € C(I,B) se esiste una funzione v € C(I, B) tale che

1 :
£1_1>1% HHu(t +5) —u(t) — sv(t)|[s =0 per ognitec I.

Siano L > 0e I = (0, L). Consideriamo la base di Fourier ¢ = {qbk(x) = /% sin (Zkz) }
+oo

Data ug € L?(I) scriviamo ug(z) = Y. cxér(x). Nel seguito considereremo, per ogni t > 0,
k=1
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la seguente:

o0
— At
U = g cpe” o
k=1

dove Ay = %21{:2 e la serie converge fortemente in L?(I). Chiaramente u; € L?(I), ma in
particolare:

o u; € C*°(I), infatti ¢ convoluzione con il nucleo del calore, funzione C'*°.

e Per la caratterizzazione dei coefficienti di Fourier si ha che u; € Hi(I) e la sua

derivata debole &
oo

Oput = Z %cke_)‘tkwk(t).

k=1

Sempre per la caratterizzazione con i coefficienti segue che d,u; € H(I) e

+oo 2 +oo
v _ _
gzttt = — E <L> k2cpe ™ oy (x) = — § Axcre ™y ()
=1 =1

Quindi® si ha che u; € H}(I) N H?(I).

Soluzione dell’'equazione del calore
Diciamo che, data ug € L?(I), la funzione u, dove

u € C([0,+00), L*(I)) N C*((0,+00), L*(I)) N C((0,+00), Hy (1) N H*(I))

¢ la soluzione dell’equazione del calore con condizioni di Dirichlet e con dato iniziale

ug se
lim u; = ug fortemente in L?([)
t—0
u = HI(I)NH?*(I) Vt>0
&gut = 8mut inIVi>0

{ Teorema 3.3.3 ‘
Dati I = (0,L) e up € L*(I), si ha che:

1. u; converge a wug fortemente in L2*(I) per ¢t — 0. Dunque uy €
C([0, +00), L*(I))-

2. Per ogni t > 0 definiamo v; € L?(I) come

+oo
vei= Y (= Mk)eke” Py

k=1

dove la serie converge fortemente in L?(I). Allora
o1
il_l)% gHUtJrs — u — svg| 2y = 0.

Segue quindi che ug € C1(I, L3(I)) con dyuy = vy.

Tterando questo ragionamento & in realtd possibile vedere che u; € H* (I) per ogni k.
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3. La funzione u; € soluzione forte del problema

Opztty = vy in I, uy € Hy(I).

Dimostrazione. Dimostriamo 1). Per il teorema di convergenza dominata nel caso discreto
si ha:

o
/|ut — ul’dz = Zcz(e_/\kt —1)2 22 0.
I k=1

Dimostriamo 2) e 3). Esplicitando le quantita vediamo che

o — —
1 9 9 e )\k(t+8) _ e}\kt +S}\ke )\kt
|weys — up — $Opug||72 = E Cie
k=1

52 S

2
o0 —sA
o 2 2Nt e E—1 + )\ks
= E Cr€ S
k=

1

2
+oo —sA
_ 2,20t yd 2 [ © =14 Ags
= Cke kS 2)\2
k=1 574k

e questa chiaramente converge puntualmente. Essendo anche limitata abbiamo la tesi.
Abbiamo visto che u; € H& N Hy, dunque é soluzione forte. O

J Proposizione 3.3.4 |

3

Data u soluzione dell’equazione del calore con dato iniziale ug € L? su I intervallo
aperto e limitato, la funzione M : [0, +00) — R definita come

I
¢ decrescente e
M(t) < e_kt||uo||%z(1) per ogni t > 0

dove k € una costante universale. In particolare la soluzione dell’equazione del calore
€ unica.

Dimostrazione. Come prima cosa vediamo che M & derivabile su (0, +00) e che

M'(t) = /I2atut(ac)ut(a:)da:.

Calcoliamo:
1 1 9 9
S (M(t +s) = M(t)) ~ I(ut—l—s — ug)dx
1

_1 / (s — ue) (s + u)da
I

S

Ut4s — Ut Ut4s — Ut
= [ 5 toydr + L(utﬁ — ug)dz.
I S I B
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Siccome abbiamo i seguenti limiti forti in L?([)
o Uy — Up . _ _
iy 52 = G o) =0
abbiamo che
1
Nﬂﬂ:hmMﬂbﬂﬂ—M@»ZQ/@m@mm@m.
s—0 8 I
Usando 'equazione 0yu; = 9us abbiamo
M(t) =2 / Dt ()1 ()
I

Siccome!® u; € HY(I) e Ouy € HY(I) segue che

M'(t) = 2/Iﬁmut(:p)ut(x)dx = —2/I(axut(x))2dx.

Per la disuguaglianza di Poincaré, esiste C' > 0 tale che

M) = — /I 2(z)dz > —C /] (g ()2 = %M’(t).

Segue quindi
_2 _2
M(t) < e eM(0) = e ©|lugllL2(r)-

Ora se u, v sono soluzioni dell’equazione del calore, possiamo considerare ’equazione del
calore con dato iniziale nullo la cui soluzione ¢ u — v. Ma allora, per la disuguaglianza,
queste devono coincidere. ]

10Nella definizione di funzione di Sobolev possiamo usare come funzione test anche le Hg



72

CAPITOLO 3. EQUAZIONI ELLITTICHE IN UNA DIMENSIONE



Capitolo 4

Spazi di Sobolev in piu variabili

4.1 Spazi di Sobolev su R?

Spazio di Sobolev su R¢

Dato un insieme aperto Q C R? e p € [1,+00], definiamo lo spazio di Sobolev
WLP(Q) come lo spazio delle funzioni u € LP(f2) tali per cui esistono d funzioni

V1,V2,...,0q € LP(Q),
tali che per ogni j = 1,...,d e per ogni® ¢ € CL()
[ w@yota)dn = [ v d.

La funzioni v1, ..., vq sono le derivate parziali deboli di w.

“Alcuni autori considerano ¢ € C& (). Vedremo che, grazie ai teoremi di approssimazione, le
due definizioni sono equivalenti.

Osservazione 4.1.1
Equivalentemente, usando la notazione

d
V= (vi,...,v9) € (LP(Q))
abbiamo che u € W1P() se per ogni

® = (¢1,...,0a) € CHYHRY)

si ha

/Iu(x) div®(z) dr = —/IV(.T) - ®(z)dx,
dove

d d
dive(z) ==Y 9idj(x) e V(z) ®(z) =) vj(2)¢;(x).
j=1 j=1
La funzione V & il gradiente debole di u.

73
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Osservazione 4.1.2 - Unicita delle derivata e del gradiente deboli
Supponiamo che, data u € LP(2), esistono due funzioni vj, w; € LP(Q) tali che:

/u(x)8j¢(a:) dx = —/vj(a;)qﬁ(x) dx per ogni ¢ € CL(I).

1 I

/u(x)ajqﬁ(a:) dx = — /wj(x)qﬁ(m) dx per ogni ¢ € CL(I).

I I
Allora,

/ (vj (x) — wj(a:)>d>(:z) dx =0 per ogni ¢ € CL(Q).

I
Di conseguenza,
vV =w; 11 Q.

D’ora in poi useremo le notazioni dju, dqu, ..., 0qu e
Vu:= (wu,...,0qu),

per indicare la derivata debole di una funzione u € W1»(Q).

Primi esempi Vediamo ora i primi risultati che ci permetteranno di trovare i primi
esempi di funzioni di Sobolev in piu dimensioni.
Siano Q un aperto in R? ed F : Q — R una funzione di classe C'! su  tale che:
[Fllr) <+o0 e |[VF| @) < +oo .

Allora F' € WHP(Q) ed il suo gradiente debole & esattamente VF.

Dimostrazione. Osserviamo che per ogni campo vettoriale & € Cé(Q; R?)

/QF(w) div®(z) dz + /Q VF(z)-®(x) = /Qdiv (F(z)®(z)) dz = 0.

Osservazione 4.1.3
La regolarita della funzione F' non e una condizione necessaria. Vale infatti la seguente:

Sia By C R% ed F': By \ {0} — R una funzione di classe C* in By \ {0} e tale che
F e LP(B) e |\VF| € LP(By),

per un qualche p € [1,4+00). Se

lim |F| =0,
r—0 9B,

allora la funzione F' & in WP(Bj) ed il suo gradiente debole & precisamente VF.
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Dimostrazione. Sia ® € CL(By). Siccome
F e Lp(Bl) e IVF’ € Lp(Bl) ,

abbiamo che

lim F(z)div®(z)dr = / F(z)div®(z)dz;
r—0 Bl\Br Bl
lim VF(z)- ®(x)de = VF(z) ®(x)dz.
r—0 BI\BT‘ Bl
D’altra parte, per ogni r > 0, abbiamo che
/ F(z) div®(z) da +/ VE(z) - ®(z)de = —/ Fla)®() - -~ do(z).
Bi\B, B1\B» 3By ||

Siccome, per ipotesi

/ Flz)®(z) -~ =0,
OB,

otteniamo che

/ F(z)div®(z)dr = — VF(z)- ®(x)dx.
B By

Esempio 4.1.4 (Una funzione di Sobolev con discontinuita in (0,0)). Consideriamo

la funzione
Ty

F:B1\{(0,0)}, F(x,y)zm-

Allora, F € WP(By) per ogni p € [1,2).

Idea Notiamo quindi che non tutte le F' € W1P(Q) ammettono rappresentante continuo.
Questo fatto rappresenta una differenza cruciale con il caso unidimensionale. J

Esempio 4.1.5 (Una funzione di Sobolev non limitata). Datia >0,p>1ed > 2,
consideriamo la funzione

F:RIN\{0}, F(z)=—.

Se
d—pla+1)>0,

allora F' € W1P(By) ed il suo gradiente debole & dato da

X
_O‘|m|a+2 :

VF(z) =
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La norma su Wir(Q)
Per ogni u € W1P(Q) definiamo

[ullwrr) = llullLr@) + Z 195ull e (o)

Dimostrazione. E immediato verificare che se |ullw1p@) =0, allora u =0 e che
laulwisiy = lal lulwis — perogni  aeR

Inoltre, || - [[y1.0(q) soddisfa la disuguaglianza triangolare

d
|u+vllwir) = lu+vllLe@) + Z 10ju + 90|l Lr ()
j=1
d

< Yl oy + el ooy + 3 (105l zogey + 195l ooy
j=1

d d
= |lullzr(0) + Z 195ull oy + IVl Le(o) + Z 1950 e ()
: e

= [ullwrr) + [[v[lwre@)-

Quindi, || - [[y1s(q) & una norma su WP(€) per ogni p € [1,+00]. O

[ Teorema 4.1.7 |

WLP(Q) & uno spazio di Banach con la norma l|ullw1r@)-

Dimostrazione. Vediamo che W1P(Q) & una spazio vettoriale. Date due funzioni u,v €
WLP(Q), e due numeri reali «, 8 € R, abbiamo che

au+ fv € WHP(Q) e V(ou + pv) = aVu+ V.
Siccome aVu + Vv € LP(Q), abbiamo che
au+ fv € LP(Q).

Quindi, basta verificare che per ogni campo vettoriale ® € C}(Q;R?) si ha:

/(ozu—f—ﬁv)div@dx:a/udiv@d:c—l—ﬂ/vdiv@dm
Q Q Q
:—a/Vu-<I>dx—5/Vu-<I>dx
Q Q
——/(aVu+BVv)-<I>dx.
Q

Dimostriamo che lo spazio normato <W1’p(Q) e ”Wl,p(Q)) & uno spazio di Banach.

Sia u, € W1P(Q) una successione di Cauchy. Siccome

|wn, — UmHleP(Q) = |lun — umHLP(Q) + Z |0, — 8j“m”Lp(Q)
j=1
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abbiamo che le successioni
u, € LP(Q) e Oju, € LP(Q), j=1,...,n,

sono di Cauchy in LP(2). Siccome, lo spazio LP(2) e completo, esistono i limiti forti in
LP(Q):

u:= lim wu, e vj = lim OQjuy,.
n—-+o0o n—-+o0o

Rimane da dimostrare che

V = (v1,v2,...,0q)

sia il gradiente debole di u. Data un campo vettoriale ® € C}(§ : R%), abbiamo:

/Qu(:r)diVCI)(x)d:r: lim up(x) div ®(x) dz

n—-+4o0o Q

=— lim Vuy(z)  ®(z)dr = — /Q V(z)  ®(x)dx.

n—-+o0o Q

Osservazione 4.1.4
Il caso p = 2 & speciale. H'(Q) := W12(Q) ¢ uno spazio di Hilbert.

Dimostrazione. Per ogni u,v € WH2(Q) definiamo:

(u,v) = /Q w(z)v(z) do + /Q Vu(z) - Vo(z) dz.

Allora,
() Wh2Q) x WH(Q) = R

& una forma bilineare simmetrica e definita positiva su W12(Q). La norma associata &:

(wu)d = (/ng(x)dx—l—/Q|Vu(x)|2dx>é,

ed ¢ equivalente alla norma
d
lullwz) = lullrz@) + D 195ull 2.
j=1

Il prodotto scalare (-,-) rende lo spazio W12(Q) uno spazio di Hilbert. O

Osservazione 4.1.5
Visto che

WP(Q) = {(u,v1,vo,...,v9) s u € LP(Q),v; € LP(Q)|v; = dju}

possiamo pensare a W1P(2) come ad uno sottospazio chiuso dello spazio di Banach

d+1
(LP(Q)) . Segue che W1P(Q) & separabile per p € [1,+00).
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4.1.1 Lo spazio duale di W'?(Q)

Osservazione 4.1.6

Siano p € [1,40c] e ¢ := ;7. Date una funzione ¢ € L9(2) ed un vettore ¥ € (Lq(Q))d,
definiamo:

T(u) = /Qu(:v)go(x) dx + /Q Vu(z) - ¥(z)dz per ogni u € WhHP(Q).

Allora
T:WhH(Q) = R,

& un funzionale lineare continuo su W'?(Q). Quando p € (1,+00) vale anche il viceversa.

[ Teorema 4.1.8 J

Siano 2 C R? un aperto e p € (1,400). Dato un funzionale lineare continuo

T:W?(Q) - R,

esistono una funzioni ¢ € L4(£2) ed un campo vettoriale ¥ € (Lq(Q))d, con q :=
tali che:

p—1’

T(u) = /Qu(a:)go(a:) dx + /Q Vu(z) - ¥(z)dz per ogni ue WhHP(Q).

Dimostrazione. Per il teorema di Hahn-Banach, T puo essere esteso ad un funzionale
lineare continuo su (LP(Q))d+1. La conclusione segue dal fatto che il duale di LP(Q2) ¢
esattamente L7(€). O

4.1.2 Caratterizzazione della convergenza debole in W'?(Q)

[ Teorema 4.1.9 W

Siano 2 C R? un aperto e p € (1,+0c). Data una successione u,, € W1P(2), sono
equivalenti:

1. esiste u € WHP(Q) tale che u,, — u debolmente in W1P(Q).

w debolmente in LP({2
2. esiste u € WHP(Q) tale che: " “ evoTmente Tn ( )
Ojun, — 0ju  debolmente in LP(Q)

n — debolmente in LP({2
3. esistono u € LP(Q) e vj € LP(N) tali che " “ evomente Tn ( )
Ojun, — vj  debolmente in LP(Q)

Dimostrazione. 1) = 2): Consideriamo il funzionale T'(u) = [, gdju dove g € LI(Q). Visto
che T & continuo abbiamo che

/Q 90;tn = T(up) — T(u) = /Q 050
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Siccome g ¢ arbitraria abbiamo che 0ju,, — Oju in LP(Q).
2) = 3): ovvio.

. Lr Lr 1
3) = 1): Siano u, — u, dju, — vj, allora Yo € C5 ()

/u(m)ajgo(x)dx— lim unajgo
Q

n—-+4o0o

Sy

Quindi u € WP e 9;u = vj. Abbiamo che u, — u in W1?(Q) poiche tutti i funzionali su

WHP(Q) sono della forma
/ f(z)u(x)dx + / g(x)Vu(x)dzx.
Q

Se u, € W1P(Q) limitata, esiste uy,, debolmente convergente in W1P(Q).

Se u, — u in WHP(Q) allora u, & limitata in WhP(Q) e
lull 7@ < lim i [l o o)

105ull ey < lim inf 195unll Lr (o)

4.1.3 Convoluzione e teoremi di approssimazione

I primi risultati che abbiamo visto W1?() sono stati dimostrati come nel caso uni-
dimensionale. La teoria che andremo ora a sviluppare ¢ simile a quella vista, tuttavia le
dimostrazioni si svolgono in maniera diversa, visto che manca il teorema fondamentale del
calcolo integrale.

4.1.3.1 Convoluzione e spazi di Sobolev
Siad>1e ¢ e CF(RY) tale che:
e ¢ >0in R?
e il supporto di ¢ € contenuto in B
. fB x)dr =1
. 6(2) = 9(—a).
Per ogni € > 0 definiamo

o0) =530 ().

Questa funzione ¢ tale che: ¢. € CF(R?), ¢. > 0, suppp. C Be, [ ¢ = L e ¢-(z) = ¢e(—2).
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Lemma 4.1.12 J
Se u € LP(R?) con p € [1,+00], allora u * ¢ € LP e |lu* ¢-||rr < |lullze

Dimostrazione. Ricordando che
u* e () = / u(r — y)de(y)dy = / u(y)ge(z — y)dy
Rd ]Rd

Allora, per p € [1,+00), si ha

J.

[ ute = w)exiy

dac </ |u x —y)[Poe(y)dydx
— lull, / e(w)dy = [l
Se p = +oo allora

ol =| [ty = 2oty

= R ey

| Lemma 4.1.13 |
Seu € LP(RY) e ¢ € CF(RY) allorauxgp € C® eVji=1,...,d

Oj(ux ) =ux(0;0).

Valgono inoltre le seguenti:

lu s dllzee < lullzellfllze e [V (w* @)l < flullzr[Vllzee.

\. J

Dimostrazione. Ricordiamo che
ux Vo(x) = ((ux019)(x),. .., (uxdgd)(z)).
Vogliamo mostrare che la segunete & un o(h)
(us @) (x+h) = (uro)(z) = h-(uxVe)(x)
= [ uw)lota+ k=] = ow —) ~ - V(o — ).
Poiche V¢ € (0,1) e Vs € (0,1) vale che

p(x+h—y)—d(@—y)=h-Vé(x+th—y)
h-Vo(x+th—y)—h-Vo(x—y)=h-V(x+sh—y)h
abbiamo che!

$(z+h—y) — d(xz—h) —h-Véx—y)| < |B*|V?¢|Lp,(z —y)

'Ricordiamo la stima: |h - Ah| < |h|?||A]|2 dove | - | & una norma vettoriale, mentre || - || & una norma
matriciale.
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con ¢ € CF(By). Concludiamo osservando che, essendo [ |u(y)|1p,(z —y) < ||lul rr:
|(us @) (x + h) — (ux @) (x) — h(u* Vo)(z)| < /Rd u(y) s, (& — y)dy|h*|| V2|
= O(|h|?).

Le disuguaglianze seguono dalla disuguaglianza di Holder. O
Per p € [1,4+00) vale ||u* ¢z — ul| S 0 Vu € LP(R?)
E—

Dimostrazione. Possiamo vederla in due modi:

1. Dopo aver mostrare che le C& sono dense in LP, consideriamo u,, € CF(R?) N LP(R?)
con u, — u in LP. Allora

lu* ¢e —ull < |lux e —up * ¢a||p + |lun * e — un”p + |un — UHP

< 2||up, — ullLe + ||un * pe — un||Le

Ma allora visto che le u, sono a supporto compatto, sono quindi uniformemente
continue, e vale che:

% 6 (2) — () = / (un(@ — ) — un)) e (y)dy

allora ||u * ¢ — up||Lr — 0.

2. Possiamo sfruttare la convergenza debole: Se sappiamo che ux ¢, € LP e ||[u*x d.||rr <

||lul[, allora, se u * ¢, L3, allora u * Oe 2o (dimostrazione che funziona per
p € (1,400)). Infatti, se u* ¢ — w allora |lul|zr < liminf._,q ||u* ¢c|| < ||ullLe. Ma
questo vuol dire che il limite e il limite inferiore coincifono. Abbiamo quindi che

llullzr = lim [Ju * ¢ Lr
e—0

e, per il teorema di Radon-Riesz, si ha la convergenza forte.
Dobbiamo ora dimostrare che ¢. — u: basta considerare ¢ € C'C(Rd) e dimostrare

che? [(ux ) — [up.

| wsoo@e@ir= [ [ oo - ydyota)ds
= [ ey = |

e—0 Rd

2Anche qui usiamo la densitd delle funzioni continue a supporto compatto in LP.
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Lemma 4.1.15 }
Sia u € WHP(RY), p € [1, +00]. Allora u % ¢. € WHP(RY) e

0j(u* ¢pe) = Oju * pe = u* 0jPe

Dimostrazione. Poiché u € WHP(R?) & immediato che ux@. € LP(RY) e (0ju)*¢. € LP(R?).
Per concludere ci basta dire che (9ju) * ¢. € LP(R?) & la derivata debole di u * ¢.

/Rd(u * ¢e(2))0; ¥ (2)da = /Rd (/Rd u(y)oe(z — y)dy> 0,9 (z)da
= [ uls) (2,9) 5 6.(0)) dy

_ /R u()O5 oo (y)]dy

_ /R 0uy) (¥ 6.)(y)dy

—— [ ouw) [ ¥a)oty—)dady
__ / (Dju * 62) (y) U (y)dy

Rd

Corollario 4.1.16 |
Per p € [1, +00), WIP(RY) N C>®(R?) & denso in WHP(R?). ]

4.1.3.2 Teoremi di approssimazione

Lemma 4.1.17 ]

Sia u € WIP(R?) con p € [I,+0] e ¥ € CF(RY). Allora u¥ € WHP(R?) e
V(u¥) =uVU 4+ UVu.

Dimostrazione. Chiaramente u¥ e uVV¥ + UVu appartengono a Lp(]Rd). B dunque
sufficiente vedere che uVW¥ + WVu ¢ il gradiente debole di u¥. Sia® ® € C}L(R?,RY).

/R udiv = /R u(div(®) - V- @)
= /Rd u(div(v®) — VI - )
- Vu.(q@)_/ uVV - o

R R4

= —/ O - (UVu+uVy).
Rd

3Si ricorda che div(¥®) = 225 0i(¥ps) = 32, 0ibp; + 35-W0jp;.
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Osservazione 4.1.7

Abbiamo quindi che vale una regola di tipo Leibnitz per le coppie in WP (Rd) x O (Rd).
Vediamo che non & possibile ottenerla per le coppie in WHP(R?) x W1P(R?), visto che
non ¢ detto che il prodotto di due funzioni di Sobolev sia ancora di Sobolev. A differenza
del caso unidimensionale, W1?(Q) non & un’algebra.

Esempio 4.1.18. Data B; C R?, d > 2 la funzione f(z) = ﬁ ¢ tale che:
o fEWLP(By)sep< i
o fAcWP(By)sep< #‘il.

Ricordiamo infatti che ﬁ € WiP(By) <= d—p(a+1) > 0. Allora se consideriamo
d = 2 si ha che /f € WYP(By), mentre f ¢ WHP(By).

Teorema 4.1.19 — Densita delle funzioni C(R) in WP(R?).

I N

Sia ¥ € Cg?(Rd) con supp¥ C B1,0 < ¥ < 1,¥ =1 su Bi. Consideriamo
2

Up(z) =1(%). Allora, se u € WHP(R?) con p € [1,400),abbiamo che

Up — » — 0.
lu¥r —ullyir —

In particolare Cg & denso in W1P(R?).

Osservazione 4.1.8

La dimostrazione di questo fatto nel caso unidimensionale ha sfruttato il teorema fon-
damentale del calcolo integrale. FEra tuttavia possibile, come vedremo ora, usare la
convoluzione.

Dimostrazione. Mostriamo che valgono le seguenti convergenze:

1. u¥g — uin LP, infatti

[ @@t = )P — 0
]Rd

R—+o00

per convergenza dominata.

2.Vj =1,...d vale 9;u¥Vg + 0;Wru — Oju in LP. Poiche 0juVr — OJ;u, ci basta
dimostrare che ud;Wg — 0 in LP. Questo segue perche

o (v3)|fren )

cosl abbiamo »
c
0. Upulf, < — / Pdr — 0
oyl < g [ o)

1 c
< EHaj\I’HOOILBR\Bg < E]le\Bg

O]

Caso WP(Q)) Per ora abbiamo lavorato con W1P(R%). Cosa succede invece per W1P(Q)?
Vediamo che C°°() ¢ un denso di W1P(Q).
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f{ Proposizione 4.1.20 }
Data u € W1P(Q) allora posta

_ () weQedm— Jju(x) x€Q
u(x)_{o ¢ Q J()_{oj 2 dQ

si ha che & € WHP(RY) e Vi ¢ la sua derivata debole.

Dimostrazione. Allora i * ¢ — @ in LP e ; * ¢. — @; in LP(Q2). Queste due successioni
separatamente convergono senza problemi, perd potrebbe succedere che la seconda non
e la derivata debole della prima. Come facciamo a verificare se effettivamente succede o
meno? Si fa un test con una funzione ¥ € CL(9).

J@xor@o v = [aw@vso)w)
~ [ aw)o,w o0 w)
Lo [oute s o) =~ [0+ o)
dove il passaggio ! si pud fare per gli © € Q5 con, dato § > 0,
Qs = {x € Q: dist(z,00) > o).

Per € < § si ha ux ¢. € WHP(Qs) e 9j(u x ¢-) = (0ju) * ¢-. O

,{ Corollario 4.1.21 } .
Vale anche che lim ||u, — ully1»(py = 0 per ogni D € Q.

| Teorema 4.1.22 |
Se u € WLP(Q),p € [1,+00), esiste u, € C°(2) N LP(£) tale che

L. |lup — ullze e 0

2. ”'U,n — u“Wl,p(Qé) —0Vd>0

4.1.4 Teorema di rappresentazione
4.1.4.1 Traslazioni di funzioni di Sobolev

| Lemma 4.1.23 |
Siano p € (1, +00) e d > 2. Allora, per ogni u € WP(R?) ed ogni y € R?, si ha

d
luz +y) —w(@)llzy < [yl Y 11050l Lo(ge)-
j=1
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Dimostrazione. Data una funzione f € LP(R?), con p € (1, +00] abbiamo che
s =su{ [ f@yia)de o e LR, ol =1},
Siccome, per ¢ € [1,+00), abbiamo che C(R?) & denso in L(R?), otteniamo

Il =sup{ [ f@ote)d + b e CFRY, ol =1},
In particolare,
lu(z +y) —u(z)| Lz = sup { /Rd (u(z +y) —u(@)) () de + e CPRY), |¢]pe = 1}.
Prendendo una funzione 1) € C22(RY) e tale che [ zs = 1, abbiamo:

[ (wa ) = u@)vta)do = [ u@) (- y) - () do
Rd

R4

= /RdU(w)</01(—y) Vi (z — ty) dt> dx
d 1

=— ]z;/o ) yju(z)0(x — ty) da dt

O]

Teorema 4.1.24 — Teorema di rappresentazione in W1P(R9)

Siano p € (1, +00) e u € LP(RY). Allora, sono equivalenti:
1. u € WhP(RY);
2. esiste una costante C' > 0 tale che

lu(z +y) —u(z)lp <Cly|  perogni yeR:

Dimostrazione. L’'implicazione (1) = (2) segue dal lemma precedente. Dimostriamo

2) = (1).

Per ogni funzione 1 € C%(R?) abbiamo che per ogni y € R?

0(a) (ula + )~ u(@) do = [ (e~ y) — 6(a)ule) ds.
R4 Rd
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Quindi
/ 0 (z)u(z) de = lim Yz +tej) - w(x)u(x) dx
R4 t—0 JRd t
1
= %1_1% 7 | (z) (u(z — tej) — u(z)) d
u(x —te;) —u(x
ST A
Li(R?)
< CllYll pa(ray -
Quindi, il funzionale
T:LIRYNCLRY) =R,  T@)= [ 0j(z)u(z)de,
R4

¢ un funzionale lineare limitato su L4(R?) N CL(R?). Quindi, pud essere esteso ad un
funzionale lineare limitato

T:LIRY) R taleche T=T su LIRY)NCLRY.

In particolare, esiste una funzione v; € LP(R?) tale che

/ O (x)u(x) de = —/ vi(z)Y(x)dr per ogni 1 € CL(RY).
Rd Rd

Traslazioni e convoluzioni in Wl’p(Rd)

Siano p € (1,400) e d > 2. Allora, esiste una costante
C=0C(d,p) >0,
tale che per ogni u € WhP(R?)
[u* e — ullLo(ray < Cel|Vull ppgay

dove ¢, : R? — R & una funzione tale che

¢e(x)dr <1, $e>0 su RY e p.=0 in R4\ B,.
Rd

Dimostrazione.

P
dx

/Rd (u(x —y) - U(Hf))qﬁe(y) dy

u(@ —y) — ()| ocly) dydo

u(e —y) - u(@)| dzdcly) dy < Ce|Vulfy,.
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_ Teorema 4.1.26 — Teorema di Rellich |

Siano p € (1, +00) e By una palla in R%. Sia u,, una successione limitata di WP (R?)
e tale che, per ogni n > 1,

u, =0 in Rd\BR.
Allora esistono una funzione u € WP?(R?) ed una sottosuccessione di uy, tali che:
e u,, converge a u debolmente in W1P(R%);
e u,, converge a u fortemente in LP(R?);

e u,, (7) converge a u(x) per quasi-ogni x € R%.

Dimostrazione. Per ogni € > 0 fissato, consideriamo la successione uy, * ¢..

[t * dellLr < |unl| L
IV (un * de)ll e = [|(Vun) * dellr < [[Vun| e

e quindi u, * ¢, ¢ limitata in W1P(R?). D’altra parte,

[tn * Gl oo < [|unl| e[| @ell La-
[V (un * @c)llzoe = l[un * (Vo) [Loe < [[unllzo|[Véel La-

In particolare, la successione u, * ¢, € equicontinua ed equilimitata in Bogr. Possiamo
quindi estrarre una sottosuccessione di Cauchy in L™ (e quindi anche in LP(Bypg)) tale che

[tn * Pe — U * dellLr < €
per ogni m,n. Ora, usando la stima
[un * e — unllze < €[[Vun|| L,
la disuguaglianza triangolare ed il fatto che
IVupllpe < C perogni n>1,
per una costante universale C' (che non dipende da n), otteniamo che
|t — uml||e < (14 2C)e.

Ora, estraendo una successione diagonale, otteniamo una sottosuccessione di Cauchy in
LP(R?) e limitata in W1P(R?). Da questa possiamo estrarre una successione di u, che
converge debolmente in WP(R?) ed un’altra sottosuccessione che converge puntualmente
quasi-ovunque. [
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4.2 Teoremi di approssimazione, estensione e compattezza

4.2.1 1l caso ) = Bp

J Teorema 4.2.1 — Teorema di approssimazione

Sia Br = B(0,R) C R?, p € (1,400) e u € WHP(Bg). Per ogni t > 0 consideriamo
la funzione

u(x) =u <f> x € Bir
Allora:

1. uy € WYP(Bg) e Vuy(z) = 1Vu(%).

2. u; converge a u fortemente in WP(Bg) per t — 1.

Dimostrazione.

Idea L’idea & che se consideriamo ¢ in modo che B;r sia piu grande di Bg, allora la
restrizione di u; a B converge fortemente a u quando t — 17, J
Vediamo (1): sicuramente u; € LP(Byr), infatti

/BtRlut(yﬂpdy: /B ) <Z;) b

Allo stesso modo segue anche che Vu, € LP(ByR):

1
/ |Vue(x)|Pdz :/ - |Vu <x>
Bir Bip t

Quindi basta verificare che Vu,; sia il gradiente debole di u;: data & € Cé(BtR,Rd)
osserviamo preliminarmente che, detta ®;(x) = ®(tx):

dy = td/ lu(z)Pdr < +o0.
Br

P 4
de = — |VulP < +oo.
By

B(y) = B, (?) e divd(y) = %(div@t) (g) .

/ O (z)Vuy(x)de = @(m)EVu <a: dx = / o, (m) lvu <az> da
Bir Bir t t B:ir t t t

—e [ ) Vu(y)dy = / ) v (y)uly)dy
=it [ (@) (i’ u(y)dy = — /B . %div(ID(x)u <”Lf> iz
_ /B v (o))

Quindi u; € WYP(Byg) e Vuy(z) = 1Vu(
Vediamo (2): per ogni ¢ € CZF(BRr) vale

18
~—

/BR u(z)p(z)dr = Lu(y)w(ty)dy.
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Poiche ¢ & a supporto compatto abbiamo che

lim ut(x)gp(x)da?—/ u(z)p(x)dr

t—1t Br Br

e dunque u; — u debolmente in LP(Bpg). Vale inoltre che:

o= [ ()

p
1
/ Vut(x)|pd3::/ w(””) d:v:td_p/ yvu|p—>/ VP
Br Br t t BE t—1+ Br
t

+
Segue che u; ‘=% u fortemente in WP (Bg). O

dz = 14 / u)Pdy —s [ Ju?
bx

t—1t Br

Sia p € (1,400), Bg € RY. Se u € WHP(R?), allora esiste una successione di funzioni
u, € C®(Bg) tali che u,, — u fortemente in W1P(Bg).

Idea Ciascuna delle u,, ¢ definita sulla chiusura di Br (quindi & definita su un insieme un
po’ pitt grande) e la sua restrizione su Bg converge in W1P(Bg). 4

Siano ¢ : Bgp — R e 9 : Bog — R due funzioni di classe C'! fino al bordo tali che
¢ = 1 su 0BR. Allora per ogni p € [1,+o¢], la funzione w : Bop — R

w(z) = o(z) sex € Bg
Y(x) sex € Bag\Br

& in W1P(Byg) e il suo gradiente debole ¢

Vu(z) = Ve(x) sex € Bpr
| Ve(z) sex € Byp\Br

Dimostrazione. Verifichiamo che Vw sia effettivamente il gradiente debole di w. Vediamo
che per ogni ® € Cé(BQR,Rd) si ha

/ (@ Vw + wdivd) = / (®- Vo +divdy) + / (VY + divdey)
BQR BR BQR\BR

:/BR div(tpfb)—l-/ div(y @)

Bar\Br

= / P - vy / Y® - v
OBp O(B2r\BR)

= / pPry + Ydv_ =0
OBgr OBR

dove v, = % ¢ la normale uscente dalla palla di raggio R e v_(z) = —

=V
UJ
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,J Corollario 4.2.4 J ‘
Se p € (1,+00), per ogni u € WP(Bg) esiste una funzione v € WP (Byp) tale che:

e v =u su Bp.
e Esiste C' = C(d) tale che

IVUllLe(Br) < ClIVullLe(BR)-

7

\.

Dimostrazione. Per il teorema di approssimazione possiamo limitarci al caso u € C'(Bg).
Consideriamo la funzione

u(x se r € Bg

v(z) =
(z) u(%) se x € Bagp\BRr

Per il lemma precedente v € WP (Bayg) e poiche

Joon ()
Byr\Br |z

abbiamo la tesi. O

P
de < C |Vul|Pdx
Br

[ Teorema 4.2.5 — Teorema di estensione ]

Sia Br C R%, p € (1,+00),u € WHP(Bg). Esiste una funzione @ € WHP(R?) tale
che:

3. Esiste C' = C(d, R) tale che

%]l Lr(ray < CllullLe(Bg)

I¥allogey < € (lullzoesm + IVl ) -

Dimostrazione. Per il teorema di approssimazione basta verificare la tesi per u € C*°(BpR),
infatti se u € WYP(Bg), consideriamo u, € C*(Bg) tali che u, — u in WHP(Bg).
Esistono i, € W1P(R?) con le proprieta (1), (2),(3) e allora

[dn — ﬂm”LP(Rd) < Cllun — wml| Lo (Bg)
Vi, — VﬂmHLP(IRidl) < Cllun - Um“W1»P(BR)-
Quindi @, & di Cauchy in W'P(R%). Posto @ = lirf Un, si ha che u ¢ la funzione cercata.
n—-+0o0

Sia ¢ € C®°(BR). Presa w € WP(Bpg) come nel lemma precedente, possiamo definire
i(x) = w(z)n(z), dove n € CF(RY) & tale che

1 sex € Bpr
n(z) =
0 sexe BQR\BR

Si ha dunque che Vi = Vyw + nVw, e quindi @ € WP(R9). O
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" Corollario 4.2.6 — Immersione compatta di WiP(Bg) in LP(Bg) ‘

Siano Br C R%,p € (1, +00). Data una successione limitata u,, € W1P(Bg), allora
esistono una u € WP (Bg) ed una sottosuccessione u,, tali che

Up, — u fortemente in LP(Bg).

Dimostrazione. Conseguenza del teorema di estensione e del teorema di Rellich per domini.
O

[ Teorema 4.2.7 — Cambio di variabile } .

Siano Q e ' due aperti su R? e sia H : Q' — Q una mappa bigettiva, con = = H(y)
tale che H € C1(Q), H™1 € C1(Q), |[VH| € L®(Y) e [VH!| € L>®(Q). Allora per
ogni u € WHP(Q) si ha che u(H) € WHP(QY) e

0 Hz-
8y3 Z 83[:1 8y] ().

Dimostrazione. Se* p € [1,+0c) allora esiste {u,} C C&F(R") tale che Vw €

LP(w)
Uy — U

Vu, — Lp(w) Vu

Allora u, o H — uo H in LP(Q)) e

uy, 0H; LP(w) ou 0H;
<8xz ° H) ayz <a_fl‘7, ° H> ayz .

Allora per ogni ¥ € CL(€) si ha

|

/Z (8“" >\Ildy

41enunciato e la dimostrazione di questo risultato sono presi da Functional Analysis, Sobolev Spaces
and Partial Differential Equations di Brezis H.
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4.2.2 1l caso {2 dominio qualsiasi

La trattazione vista fino ad ora ¢ stata fatta su Br. Vediamo ora che valgono gli stessi
risultati per  dominio qualsiasi. L’estensione dei risultati visti non fornisce grandi novita
concettuali, ma presenta un problema tecnico.

Partizione dell’unita

Sia Q C R? aperto, limitato e di classe C'. Allora esistono N funzioni {p;}Y, tali
che:

e Perognik=1,...,N p; € C¥[R?), p; >0

e supp(p;) C Q oppure supp(yp;) C C;, dove a meno di rotazioni e traslazioni,
C; ¢ dato da
Ci = B;l X (—51,(51)

ed ha la proprieta che esiste una funzione 7; : Béri — R di classe C! a valori
in (—d;,9;) tale che

QN (By, N (—26;,268)) = {(2',2q) € By, x (—26;,28;) : mi(z) > x4}

N
e > wi(xr) =1 per ogni x € Q.
i=1

Osservazione 4.2.1
Dato Q C R? limitato esiste sempre una partizione dell’unita associata ad €.

Dimostrazione. Consideriamo I'insieme {9, : z € Q}. Notiamo che{{¢, >0} : 2z € Q} &
un ricoprimento aperto di €, che ¢ compatto. Esiste quindi un sottoricoprimento finito
{tg,,i =1,..., N}, che verifica tutte le condizioni richieste, meno quella di normalizzazione.
Dal momento che

N
szj(x) >0 Vz e
j=1

possiamo rinormalizzare. Definiamo ¢; = Z% . Questa risulta essere una partizione
k 7TE

dell'unita. 0

Osservazione 4.2.2
Dati Q@ C R? limitato, {¢;} partizione dell'unitd di Q e u € WP(Q), se chiamiamo
uj =upj con j =1,...,N, si ha che u; € WHP(Q) e

N
u = E Uj.
Jj=1

Nel seguito, quando considereremo {2, lo faremo sempre associato alla sua partizione
N
i fi=1"
{i}

s 2

Teorema 4.2.9 — Teorema di approssimazione

Se Q C R? & un aperto, limitato con bordo C! e se p € (1,400) e u € WHP(Q),
allora esiste una successione u, € C*(Q) tale che u,, — u fortemente in W1P(£2)
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N \

Dimostrazione. Data u € WHP(Q), scriviamo u = 3 u;. E sufficiente quindi mostrare la
j=1

tesi per le funzioni u;. Per ¢ > 0 abbastanza piccolo consideriamo

uz(x) = uj(x — teq).
Chiaramente u € W'P(Q) e Vuli(x) = Vu;(x — teg). Inoltre

“3 — u; fortemente in W'?(Q).
t—0+

Siccome® uj * e — ug fortemente in W1P(Q), abbiamo la tesi. O
e—

Bordo Lipschitz

Dato un aperto Q C RY, diciamo che 99 & Lipschitz (C!, C*, C*), se Vzo € 09 3
una direzione v (prendiamo per semplicita v = e4) ed un raggio r > 0, 6 > 0, tali
che

QN (B (wo,r) x (—6,6)) ={(2/,za) € B.N(=6,0) : zq < n(z)}

dove con B! intendiamo la palla di raggio r centrata in 0 in R 1 en: B, - R &
una funzione Lipschitz (C*, C*, C%).

Osservazione 4.2.3
La condizione del teorema ”con bordo C'”, pud essere indebolita: possiamo infatti
considerare 02 Lipschitz.

Siano D un aperto limitato in R? e Q € R? un aperto di classe C'. Date ¢ : DNQ —
R e ¢ : D\Q — R due funzioni di classe C!, limitate, con gradienti limitati e tali
che ¢ =1 su D N IN, allora per ogni p € [1,+o0] la funzione u : D — R

() = {gp(m) ser € DNQ
P(z) sex e D\Q

appartiene a W1P(D) e il suo gradiente debole &

) Ve(xz) sexeDNQ
Vule) = {Vw(x) sex € D\QQ

[ Teorema 4.2.12 — Teorema di estensione |

s 1 J )

Sia © un aperto limitato di classe C' (qui C' & importante, non si puo sostituire) in
RY, w € WIP(Q). Allora, esiste 4 € W1P(R?) tale che:

su €

al di fuori di una qualche palla

S
I

N
Il
S 2

||a||W1,P(]Rd) < C”UHW1,p(Q)

5Quest’approssimazione & possibile perche il supporto di u§ contiene strettamente .
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dove C' ¢ una funzione che dipende solo da 2 e p € (1, +00).

Dimostrazione.

Idea E sufficiente estenderla su un dominio piu grande e poi usare una funzione
cut-off. a
Data u € WHP(Q), scriviamo u = 3~ uw;, con up; € WiP(Q) e

lugillLr@) < CllullLr@) e IV (up)llrr) < Cllulle + [[VullLe).
E quindi sufficiente mostrare la tesi per u;. Ci sono due casi:

1. & supportata dentro a {2 (ma allora la sua estensione ¢ lei stessa: fa 0 fuori

2. wu; si trova un po’ sul bordo, come in disegno di prima.

Definiamo®:
wi(z', xq) se g < n;i(2)

ui(a',2n;(2') — zq)  se xq > mi(a'))

wi(2' 1q) = {

Visto che 7; € O, allora sia il pezzo sopra che sotto sono C'! e coincidono lungo n;(z’). Per
il lemma precedente @; € WP(R?) e

||l~”j||W17P(Rd) < CHuuwl,p(Q)

Osservazione 4.2.4

In questo caso In realta il teorema varrebbe anche per funzioni Lipschitz, ma dovresti
sviluppare tuttli gli strumenti usati, come la formula della divergenza, per funzioni lipschitz.
Lo si fa a teoria geometrica della misura

Corollario 4.2.13 ‘

Se Q C R? aperto, limitato C e p € (1,+00), allora, ogni successione u,, limitata in
WLP(Q) ammette una sottosuccessione convergente in LP(£2).

Scome fatto in dimensione 1 solo che si fa sezione per sezione.
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4.3 Gli spazi W,”(Q)

Siano © un aperto di R? e p € [1,400). Definiamo lo spazio di Sobolev Wol’p(Q)
come la chiusura delle funzioni C(f2) rispetto alla norma W1».

Osservazione 4.5.1
Siccome, abbiamo che allo stesso tempo

CE@Q) CcWPRY) e CF(Q) cW(Q),
otteniamo che valgono le inclusioni
WoP(Q) c WEP(RY) e WP(Q) c WP(Q).
In particolare, per ogni funzione u € WO1 P(Q)) si ha che
u=0 quasi-ovunque in R%\ Q.
Infine, osserviamo che siccome C(R?) & denso in W1P(R?), abbiamo che

WyP(RY) = WHP(RY).

Esempio 4.3.2. Siano € un aperto in R? e p € [1, +00). Dato § > 0, definiamo
Q5 = {x eQ : dist (z,00) > 5}.

Se la funzione u € W1P(Q) & tale che
u=0 quasi-ovunque su 2\ Qs,

allora u € WO1 P(Q). Infatti, per ¢ > 0 abbastanza piccolo, le convoluzioni u*¢.
hanno supporto compatto in {2 e convergono fortemente in W1?(Q) alla funzione u.

Osservazione 4.5.2
Siano €2 un aperto in R? con d > 2, e p € [1,d). Non & vero che se u € Wol’p(ﬂ), allora
u =0 su 0.

Esempio 4.3.3. Consideriamo U'insieme 2 := B; \ {0} C R? . Allora, per ogni p < d,
WP (Q) = WP (By).

Dimostrazione. Prendiamo una funzione ¢ € Cg(B;) tale che ¢ = 1 on B

consideriamo i riscalamenti

be(x) = o (%).

Per ogni funzione u € CZ(B1) consideriamo la famiglia di funzioni

u(l = ¢c) € G (Bi \ {0}).
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Per il teorema della convergenza dominata, abbiamo
li 1-— =
ligu(l — 9 =

fortemente in LP(£2). D’altra parte

IV(u(l = ¢e)) = Vullr = [[(1 = ¢-) Vu = Voeu — Vu| 1r
< [[@eVullzr + [[uV el Lo -

Ora, osserviamo che per il teorema della convergenza dominata

lim ||¢5EVU||LP =0.
e—0

Per studiare la convergenza di [|[uV ||z, calcoliamo

Velo) = <V (2).

Quindi
1
IV@ellze < ~[IVepllzoe -

Ora, siccome

B,
[ wvoiiz= [ wvodrar < B vely.
Rd B. €P
Quindi,
lim |V (u(l = ¢e)) — Vul|rr =0,
e quindi

C°(By) € WyP(By \ {0}).

Esempio 4.3.4. Consideriamo l'insieme Q := B;\{0} ¢ R?. Allora per p = d
Wo () = Wy (B1).

Dimostrazione. Data una funzione u € CZ(B) consideriamo la famiglia di funzioni
u(1—¢s). Per costruzione u(1—as) € C(B1)NW1P(By) e il suo supporto & contenuto
in B;\{0}. Quindi u(1 — ¢s) € WyP(B;\{0}). Vale che

|psullpa < ||lull Lo ||@sll La
IV (psu)||pa = ||¢sVu + uV 5| 1a
< lullze Vsl pa + [[Vull Lo || #s|] La-

Quindi %in% u(l — ¢s5) = u fortemente in WP(B;) e di conseguenza C¥(By) C
—
WoP(B1\{0}). O
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4.3.1 Convergenza debole in W,”(Q)

i Proposizione 4.3.5 W

Siano Q un aperto di R? e p € [1,+00). Sia u, € W'P(Q) una successione che
converge debolmente in W1?() ad una funzione u € W1P?(Q). Se

un € WyP(Q) perogni n>1,

allora u € W, P().

i Proposizione 4.3.6 W

Siano Q un aperto di R? e p € [1,400). Sia u, € W'P(R?) una successione che
converge debolmente in WP(R9) ad una funzione u € WHP(R%). Se

Un € WyP(Q) perogni n>1,

allora u € W, P().

J Proposizione 4.3.7 }
Se u, € Wol’p(ﬂ) e up — uin WHP(Q) allora u € Wol’p(Q).

Dimostrazione. Immediata conseguenza del Teorema 1.2. O

. [ Teorema 4.3.8 — Teorema di Rellich in domini limitati } .

Siano  un aperto limitato in R? e p € [1,+00). Se u, & una successione limitata
di WO1 P(Q)), allora esistono una funzione u € WO1 P(Q) ed una sottosuccessione uy,
tali che:

e u,, — u debolmente in wlp;
® u,, — u fortemente in LP;

e u,, (z) — u(z) per quasi-ogni z € RZ

Dimostrazione. Abbiamo mostrato in precedenza che esiste u € W1HP(R?) con queste
proprieta. Si conclude visto che I/VO1 P(Q) ¢ chiuso per la convergenza debole. ]

4.3.2 La disuguaglianza di Poincaré

Osservazione 4.3.3
Nel proseguo useremo la seguente notazione:

vl = ( | \Vurp)’l’ - ( [ (Zomw?)

dove |Vu| ¢ la norma euclidea di Vu.

ol
v
3=
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~ Teorema 4.3.9 — Disuguaglianza di Poincare |

Sia Q aperto limitato in R? e p € (1, +0c). Allora, esiste una costante® C' = C(9, d, p)
tale che [|ul| o) < C||VullLo(q) Yu € WyP(Q).

?Si pud prendere C = C(d, p)diam(§2)

Osservazione 4.3.4
Allora la norma ||Vul||rr € equivalente a ||u||y 1.

Dimostrazione. Abbiamo dimostrato che

d
lu(z + ) — w@)|e < [y Y 05ull Yy € R, Vu € WHPRY)
j=1

Idea Se consideriamo y abbastanza grande, piu precisamente |y| > diam(f2), si ha che

u(z + y) e u(x) hanno supporti disgiunti. Segue che ||u(z +y) — w(x)| rr = 27 ||ul|r.

1 .
20 e < Jyl Y N0ullLe Viy| = diam(Q).
i

i Corollario 4.3.10 ‘

Siano Q aperto limitato connesso® in R? e u € H(2). Se Vu = 0 su Q allora u =0
su €.

%Se € non & connesso, il risultato & valido sulle componenti connesse di ).

Dimostrazione. Sia {p.} una famiglia di mollificatori, allora:
V(uxps) =Vux*p. =0.

Allora u * p. — c. € Q. Visto che perd u * p, — u, per unicita del limite, si ha u = ¢, sulla
componente connessa di §2. O

4.4 1l teorema della traccia

In questa sezione introduciamo, data una funzione u € WHP(Q), la sua traccia T(u).
Storicamente si ¢ iniziato a parlare di tracce per scrivere le soluzioni del problema

{Au =f suBg
u=g su 0BRr
La seconda condizione puo essere espressa in due modi:
1. u—ge€ H} Q).
2. T(u) = g in L?*(09).

Uno dei vantaggi della seconda formulazione e che non & necessario definire g all’interno di

Q.
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4.4.1 1l caso 2 = By

In questo caso limiteremo la discussione di quanto vedremo al caso p = 2. Vedremo che
e possibile estendere i risultati per ogni p quando studieremo il caso di 2 qualsiasi.

Disuguaglianza della traccia in B,

Sia ¢ € C(B1) N CY(By), By C R% Allora

/ @dH ! gd(/ godx—i—/ |V<p|dx>
BBl B1 Bl

Dimostrazione. Sia 0 € 0By allora

©(0) — o(rf) :/ 6 - V(t0)dt.

1

Moltiplicando per 7%~ e integrando abbiamo

<

1 1
/ rd=t / OV o (1) dtdr
0 r

1 1
g/ rd_l/ 10]|V|(£6) dtdr
0 r

« rl 1
g/ </ td1|Vgo](t6’)dt> dr
0 r
1 1
< / / t= V| (t0)dtdr
0 0

1
- / 117 | (1) dt
0

/Olrd—lw(e) - /Olrd_lcp(re)dr

dove () poiche r <t < 1. Integrando ora in 6 su 0By si ha

1 1 !
/ d@/ rdltp(g)dr_/ d@/ r Lo (r0) dr g/ d9/ tT V| (t6)dt.
0B, 0 OB, 0 0B 0

Da questo segue
1
/ edH ! —/ wdx
d 831 Bl

< / Velda.
B1

Sia ¢ € C(By) N CY(By), By C RY. Allora

1
/ Q2dH < 2/ ¢2dm+/ IV|?da.
d Jop, B B
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Dimostrazione. Usiamo il lemma precedente con” u = ¢?.

/ so</so+/ 2\s0HV90!<2/90+/ IVe|?
0B1 B1

Sia ¢ € C(Bg) N CY(Bg), Br C R%. Allora
= <o | ¢ FR Ve
d Jop, R /g, BR| |

Idea Per ricordarsi le diverse costanti, bisogna ricordarsi che devono essere tutte dello
stesso ordine e, per trovarle, ¢ sufficiente fare una prova con la constanti o le lineari.  _

Traccia

Data una funzione u € H'(Bg) definiamo la traccia di u su OBg, T(u), come
la funzione in L? (0BR) ottenuta come limite forte (in L?*(0Bg)) di una qualsiasi
successione ¢, € C(Bg) N CY(BR) che converge fortemente in H'(Bg) a u.

Vediamo che T'(u) ¢ ben definita. Sia ¢, — u in H'(Bg). Allora

ln — ullgr By — 0.

Questo, in particolare, implica che {¢,} & di Cauchy in H'(Bg), ossia: Ye > 0,3N > 0:

len — emllL2Br) + IVen = VomllLesy) <€ Vn,m >N

Per i lemmi precedenti abbiamo |¢n — ¢mllr20m,) < C(d, R)||on — Ymllm1(p,)- Quindi
{on}n & di Cauchy in L%*(0Bg), esiste quindi T'(u) tale che gon — T(u) in L*(0Bg).

H1
Vediamo che T'(u) non dipende dalla successione scelta: se ¢, —> U e Py %, w allora

H‘Pn - "anL2(8BR) < C(d7 R)H@n - wnHHl-

Idea Sostanzialmente la traccia di u € la restrizione di u al bordo 0Bgr: T'(u) = ulspy-
Non possiamo considerare la restrizione vera e propria poiche, se u € H', non & vero in
generale che u sia continua. Un approccio possibile, volendo considerare la restrizione
vera e propria, sarebbe sfruttare i punti di Lebesgue. Noi ci limiteremo a vederlo con un
approccio piu funzionale, sfruttando la densita delle C'*°°. Scriveremo spesso u in luogo di
T(u). J

[ Teorema 4.4.5 — Teorema della traccia }
Sia Br C R?, allora Vu € H'(Bg) vale

2
/ u2§d/ u2—|—dR/ |Vu|?
OBg R Jp, Br

"Sfrutteremo che Vu = 2pV e la disuguaglianza di Young.
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Osservazione 4.4.1
Se u € HY(Q), Bg C (, allora

[ ( [ ) = [ty

La si vede poiche vale per le u,, che sono approssimazioni di u, e passa al limite per teorema
di lebesgue (ho funzioni limitata). Visto che vale per ogni r, posso mandarlo a 0 e quindi

ho
/OR (/8Bsu> ds:/BRu(x)d:r

Sia u € HY(B,), B, C R%, allora® Ve > 0 la funzione M : [¢, p) — R

1
M(r):—rd_1 /BB U

& 3—Holder.

“Se il risultato fosse vero anche in 0, avremmo che 0 sarebbe un punto di Lebesgue, che non &
sempre vero.

Dimostrazione. Siano 0 < r < R < p, dobbiamo stimare la seguente quantita.
1 1
M(R) = M(r) = =3 / u(w)de — g / w(w)da

= / u(RO)dO — u(rd)dd
0By

< /d X / " Sl (s0)ds
</ JRCUERE ( / ’ |Vu12<s9>ds>
(R— 1)} ( / L / ’ |Vu|2<se>ds>) 5

) 11 R 2
< (R—r)z2—= / dG/ s Vul“(s8)dt
rz 0B1 r

1 1
< 7 (R=7)2[|Vullp2(By\B,)

Esplicitando il conto:

/8 (o) - /8 ()

ol

IN

(NI

1
< i (R - T) 2 HVUHLQ(Q)

dove (x) segue perche t > r. O
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[ Teorema 4.4.7 |
Sia v € H'(BR) con Br C R?. Allora sono equivalenti:

1. uw € H}(Bg)

2. T(u) =0su 0Bg

Dimostrazione. (1) = (2): Se uw € H}(Bg) esiste una successione ¢, € CF(Bpg) tale che
wn — u fortemente in H 1( r). Poiche la traccia di w & il limite delle tracce di ¢, e @, =0
su 0Bp, abbiamo che T'(u) = 0 su 0Bg.

(2) = (1): Sia T'(u) = 0. Per ogni € > 0 consideriamo ¢, : Bg — R tale che ¢, € CZF(BR),
@: =1 su Br_. e |[Vy| < 2. Vale che up. € H'(Bp). Vale anche che

Upe 3 u in L*(Bg)

Se dimostriamo che questa convergenza ¢ forte in HZ(Bg) abbiamo finito essendo lo spazio

2
chiuso. Basta quindi vedere che V(ugp;) L% Vu. Osserviamo preliminarmente che:

u(sh) —u(RO) < /R |Vu|(t0)dt

R 2
= u(s0)2 < 2u(RO)P + 2 (/ \Vu](t@)dt)

e integrando® in 6

[ ewn<ef ( [ wu‘(te)dtf

R
<2(R - s) / / |Vul|?(t0)dt < (R — s)C |Vul?
OBy Js Br\BRr_-

Vediamo ora che:

/ V(4 — upe) (1 — po)u)?
Br

/ (1 — @) Vu — Veul?
2

1w Wu|2+2/ V. 2

Br

2/ (1 — )| Vul® + 2/ Ve |2u?
BR\BR—E Br
=0(1)+ % / u?

€” JBR\Br-_.

=0(1) + % /RRE </a>B UQ> ’

8 R
C(R—-s) / |Vu|?ds.
Br\Br--

IN

IN

<O+ —=
N <)+52 R—e¢

80sserviamo che |u(R)| = 0 essendo T'(u) = 0 e quindi [ |u(R0)| =
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Ossia:
g (R
| Nu-wor<ow+ S [ cw-sds [ v
Br € JR—¢ BRr\BR—¢
<0o(1)+C |Vul* = o(1)
BRr\BR—-
e quindi u € H}(BR). O

4.4.2 1l caso {2 dominio regolare

Estendiamo ora i risultati visti per le tracce di funzioni di Sobolev al caso 2 aperto
qualsiasi. Vediamo inoltre che ¢ possibile estendere la definizione di traccia al caso p
qualsiasi.

Sia  C R? aperto limitato e C1. Allora esiste una costante C(d, Q) > 0 tale che

[ e ([iel+ [ va)

per ogni p € C(Q) N CL(NQ).

Dimostrazione. Sia {¢y}Y_, la partizione dell'unita associata ad 2.
Caso 1: supp(dy) € €2, non c’e nulla da dimostrare.

Caso 2: supp(¢r) C C aperto dato (a meno di rotazione) da C' = Bl X (—g, %) e dove
QN (Byr x (=26,26)) = {(2',24) € Bhp x (=26,26) : wg > n(2')}
dove n : By, — R & una funzione C', poiche Q & C!, a valori in < 9 5). Sia? ¢ =

202
(22 o)y =2 er dove o = drp.
Osserviamo che basta dimostrare il lemma per ¢y, infatti se esiste C' > 0 tale che

[ alsc([al+ [ 1vai)

W <X [l lal+ [ [wa)
< Iouli=) [ 16+ O X[ 0uiel + [ 190ullel

Idea Tutta la geometria di {2 & nascosta nella scelta di ¢r. La costante C dipende da (2,
piu questo sara irregolare piu C sara grande. J

allora

Vediamo la disuguaglianza per le ¢5. Osserviamo che per ogni 2’ € Bf,

(', n(a") +0) = 0.

Yomettiamo gli indici di somma consapevolmente. Sappiamo che & finita, non ci interessa sapere con

precisione quali siano indici
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Allora

) . n(z")+0 )
lor (2, n(z"))| Otk (', )dt
n

(')

n(z')+6
< / |Vor|(2', t)dt
"

(')

n(z")+0
/ (e, n(@))|da’ < / da’ / Vol (', )dt = / Vexl
By By n(z’) Q

Siccome 7 & Lipschitz con costante ||[V||2. = L > 0 su B abbiamo che

/\wklz/lwkxn NV 14 |[Ven|?(a!)da'
o0 B!

T

<1 Vi [ loratna] < VITEE [ [V

n(z")+8 )
< / O k| (a )t
n

('

Quindi

]
Sia Q C R aperto limitato di classe C* e p € (1,+00). Allora esiste C = C(p, d, Q)
tale che
[er<c([ler+ [ ver)
o0 Q Q

Vo € C(Q) N CHQ).

Dimostrazione. Visto che |p[P € C1(Q) N C(Q), per il lemma precedente
| e <e(] o+ [ [90emD
o0 Q Q
Calcolando si ha
V(") = plelP~ Vsign(p).
Allora, usando la disuguaglianza di Young, otteniamo che:
L veri <o [ 1opivel
Q Q
p 1 V p
<y / gl L n s0|
Q T
— 1) [ IoP+ [ VP,
Q Q
O]

Sia Q C R aperto limitato C!, p € (1, +00). Definiamo per ogni u € WP(Q), la
traccia di u su 02 come la funz10ne T(u) € LP(0N) ottenuta come limite (forte) in
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LP(0R2) di una qualsiasi successione ¢, € C() N CL(Q) N WP(Q) che converge a u
fortemente in WP (().

Osservazione 4.4.2
L’esistenza di una successione con queste proprieta & garantita dalla densita di C* e dal
ragionamento visto nel caso ) = Br. Sempre per densita vale che

/ WP < ¢ </ |u|p+/ |Vu|p>

( Teorema 4.4. 11

Sia © C R? aperto limitato di classe C* e p € (1, +oo). Per ogni u € WP((2), sono
equivalenti:

1. ue WyP(Q)

2. La traccia di w su 02 ¢ 0.

Dimostrazione. Vediamo 2 = 1: Sia ¢ con k = 1,..., N la partizione dell’'unita su 2.
Allora u = (> ¢r)u = > ug, dove uy, = ¢ru. Osserviamo che

/ fugl? = / Bl < [l el / uf? =0
o0 o0 o0

ossia la traccia € nulla al bordo. Quindi basta dimostrare che uy € WO1 P(Q)VE.
Se supp(¢r) C 2 allora, approssimando per convoluzione, si ha uy € VVO1 P(Q). Conside-
riamo il caso in cui supp(¢y) interseca il bordo di Q. Sia

xg 2 n(z’) + 22

zg <n(x')+e
(xg — (n(2') +¢€)) altrimenti

‘706(:6/7 xd) -

O O =

Osserviamo che ugp. € I/VO1 P(Q) e che ugp- —0> uy fortemente in LP per il teorema di
E—r

convergenza monotona.

Quindi per dimostrare che u € VVO1 P(Q) basta dimostrare che la convergenza ¢ forte
in WP, Ricordando che, visto che V. & supportato nella striscia i + ¢, 1 + 2¢, dunque
V| < ¢, si ha

n(a')+2e
/Q Ve Plusl? = / da’ / Ve P (ur (2, 24))Pdg

n(z’)+e

n(z’ +26
< — / dx// (u (2, 24))Pdxyg
4 n(z ’)+€

c / T] + / -1 vd /
<< / do / . ()P / V(2 t)dtdzg
- n(z’ n

B/ (I'/)
(*) P
<5
4 n(z (z')

2e
Tq —
(e /)+2€ (z")+2e
dz’ [zg — n(x )]pl/ |Vug [P (2!, t)dtdzy
; n
n(z’ +26
=P da’ zq— ()Pt —0

n(z’)
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dove in (%) abbiamo sostituito x4 con n(z') 4 2¢, cosi che I'integrale interno non dipendesse
piu da x4. Segue quindi che

/ IV (ur, — wpe)” < / (1 + 0P| Vugl? + (Ve lPlugl? — 0.
Q Q

Osservazione 4.4.3
Quando consideriamo 9f2 intendiamo il bordo in senso di varieta e non topologico.

Osservazione 4.4.4
E possibile definire la traccia di v anche su domini Lipschitz.
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4.5 Le disuguaglianze di Sobolev

Per gli spazi di Sobolev 1-dimensionali abbiamo visto che per ogni p € [1, +00] W1P(I)
si immerge compattamente in L (I). Questo risultato non & piu valido per dimensione
d > 2, si pensi infatti a f(z) = ﬁ, tuttavia, grazie ad una serie di disuguaglianze, &
possibile esibire alcune immersioni compatte.

4.5.1 La disugaglianza di Poincaré-Wirtinger

Teorema 4.5.1 — Disuguaglianza di Poincaré-Wirtinger \
Sia Bg una palla in RY. Sia u € H'(Bg). Allora

1
R2/ |u(x) — Mg|?dz < C’d/ |Vu|?
Br Br

dove Cy € una costante dimensionale e Mp = ﬁ I Br u(z)dz.

Osservazione 4.5.1
Quindi la norma del gradiente stima la norma delle funzioni a media nulla.

Dimostrazione. Per il teorema di approssimazione ¢ sufficiente dimostrare il teorema per
u € C*°(Bg). Dato y € Bg, ricordiamo che

Br(—y) ={r0:0 € 0B1,r € (0,Rp)}

con V0, Ry € (0,2R). Sia quindi y € Bp, fissato, considerando ¢(x) = u(z + y) e sfruttando
le coordinate polari, abbiamo che:

| @) —utwlde = [ je(e) - e
Br #=¥7Y JBr(-y)
Ry
:/ d@/ rd*1|g0(r9) — @(0)]2d7‘
0B1 0
Ry T
</ d@/ rd=1 / 0 -Vo(sb)ds
9B 0 0
Ry T
< / d@/ rd=ty </ |ch|2(30)ds> dr
0B, 0 0
Ry Ry
g/ d@/ rd/ |V|?(s8)dsdr
0B,
d+1
S (2R) / d@/ V| (s6)d
d+1 Jop,
Ry
— ( ) / d@/ |vg0d| 150 d*lds
‘I‘ OB1 S
R)**

_ / Vel@)
d+ 1 BR(—Z/) ‘.’L‘|

_ (2R)?*! / [Vul?(z) "
d+1 g, oyt

2
dr
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Integrando in y si ottiene:

d+1 \Vu]
dy/ u(x) — u(y 2 / / d dy
/BR BR| (=) W) Br J By [T+ yld!

2R)4+1 dy

- ( ) [l ([ e
d + 1 Bgr Br ‘CL' + y‘
(QR)(d+1) / ) / 1

< -— -

S i BR\Vu| dz » ’dildy

(d+1)
Cd+1 g, 9B,

2d+l Rd+2

— 2
=Bl [ vl

d—ldy

Osserviamo ora che:

2
/ dy/ (y)|*dz = |Bg] u® + |Bg| u? — 2 / u
Bpr Br Br Br Br

2

1
=2|B ulr) — | —— U
| R| Ba ( ) <’BR Ba )

Mettendo tutto insieme si ottiene:

2R)4+1 1 24d
Mgl2dz < oB Vul? = RQ/ Vul?.
[, 1) = M < QoS 0B |19l = R [ el

O]

| Teorema 4.5.2 - Disuguaglianza di Poincare-Wirtinger

Sia Q C R? aperto limitato di classe C! e connesso. Sia p € (1,400). Allora esiste
C = C(Q,p) tale che Yu € W1P(Q)

/ lu(x) — MolPdz < C / VP (PW)
Q Q

dove Mg = f, u(x)dz

7

Dimostrazione. Visto che se la disuguaglianza ¢ vera per u € WHP((Q), allora & vera anche
per cu € WHP(Q) Ve, possiamo limitarci a dimostrare la disuguaglianza per u € W1P()
tale che f,, u = 0. Definiamo

= inf {/ IVulP s u € Wl’p(ﬂ),/ u =0, |ullf = 1}
Q Q

(PW) <= i>0.
Chiaramente se vale (PW) si ha i > 0, mentre se i > 0 Yu € WP, Ju=0,[uP=1siha

che: 1
/up< / [VulP.
Q v Ja

e osserviamo che
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Supponiamo quindi per assurdo che i = 0, ossia che esista una successione u,, € W1?(Q)
tale che [oup = 0,[jun? =1 con [ [Vuy[P = 0. Per il teorema di Rellich esistono
n—-+0oo

u € WHP(Q) ed una sottosuccessione u,,, tale che:

p
— U

k——+o0
wlp

U
Tt k—+4o0

Un,,

Per costruzione si ha che

][ u= lim Up, =0
n—-+4o0o

Q Q

Per la semicontinuita inferiore della convergenza debole si ha inoltre che

/ |VulP < liminf/ |V, |P = 0.
[¢) k—+4o00 Q

Segue quindi che Vu = 0 e, essendo 2 connesso, u & costante su 2. Questo porta ad un
assurdo visto che perche [qu=0e [|ulP = 1. O

Idea In generale, grazie all'immersione compatta, ¢ possibile vedere le dimostrazioni di
questo tipo come problemi di minimo. J

4.5.2 Disuguaglianza di Gagliardo-Nirenberg-Sobolev

Se p € CL(RY) allora

ot

_d_

(/ Iw\“) S/ IVl
R4 R4

Dimostrazione. Facciamo la dimostrazione nel caso d =2 e d = 3, i casi d > 4 seguono per
induzione.
Caso d = 2: In generale valgono le seguenti disuguaglianze:

e

—00

o, p)] < / " Vel(s, u)ds

—00

Integrando in x e in y abbiamo

[t [ et < [ao [an( [1vel0a) ([ 1welts.a)
= ([ 1velvytoa)

Caso d = 3: in questo caso valgono le seguenti disuguaglianze:

o,y 2)] < / 1000|(X, y, 2)dX < / Vel (X, g, 2)dX
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o2l < [ el Y2y < [ Vel Yy

0,3, )] < / 0.0l(2,y, 2)dZ < /R Vel(e,y, 2)dZ

Visto che se d = 3, allora d . Osserviamo che:

et )l < ([ 1961080z >dx>5 (/ |w\<x,Y,z>dY); (/ |wr<x,y,z>dx)é.
Ricordando che
/ Fly)}Ga)hdn < ( / F(z)dm)é ( / G(z)dx)é

e similmente per dy e dz, integrando in z,y, z otteniamo:

/dx/dy/dz|cp(x,y,z) :
/dw/dy/dz/|V<p|Xy, dX§/|w|szdyé/|w|xy, Z)dX)
< /da;/dy(/wy(a:,y,Z)dZ)% (/dX/dz|w(X,y,z))%> </dY/dz\w(x,Y,z))%>
< (/dz (//|V<p(az,Y, z))édmz> <//\w(;¢,y, Z))%dydz>> <// IVo(X,y, z))%dXdydz>
<// IVe(z,Y, 2) 2d:chdz> <// Vo(z,y, Z 2dxdde> (// V(X y,2 2dXdydz>
(/Rd !VsOI) :

N[

M=

IA

p—1

Sia ¢ € CX¥(RY) e p € (1,d). Allora detta Cy, = (pg:pl)) 7 siha

i\ o »
</90d‘p> < Cayp (/ |V80|pdfﬂ>

Dimostrazione. Applicando il lemma precedente a ¢® si ha

d
a-9_ a1
[ s(/ |v<soa>|)
R4 R4
d
d d—1
ot (o)
L (a—1) p %d%il
"P‘p ! dx ]Vap\pda: .
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Concludiamo scegliendo « tale che

Visto che

P P d B 1 B 1 B d—p
p—1 “\p-1 d-1)" o1 d—1) " “p-D@-1)y

segue che I'a da considerare &

Esponente di Sobolev

Dato p € (1,d), chiameremo esponente di Sobolev il numero p* tale che

«__ bd

d—p

{ Teorema 4.5.6 — Gagliardo-Nirenberg-Sobolev }

Siano d > 2 e p € (1,d). Considerato ’esponente di Sobolev p*, esiste una costante
C = C(d, p) tale che per ogni v € WHP(R?) valga

N7 g
(Jrr) <e(furmwr)
R4
In particolare W1P(R%) C LP"(R?) e 'immersione®
it WH(RY) — LP"(RY), i(u) = u

€ una mappa lineare continua.

“Stiamo migliorando I'integrabilitad della funzione visto che p* > p.

Dimostrazione. Per il teorema di approssimazione basta dimostrarlo per le C°°, che ¢ il
lemma precedente. O

| Teorema 4.5.7 — Immersione di W"4(R) in LI(R?) |
[ Siano d > 2 e p = d. Data u € WH4(R?), allora u € LY(R?), Vq € [d, +00). ]

Dimostrazione. Dal Lemma 4.5.2 applicato a p® otteniamo Vo

d—1

d—1 1

ad d _ a— d d d

</ ¢l ) <a [ Je 1||V90|§a</ ol >> (/ |W|d> .
Rd Rd R4 R4

Scegliendo o« = d

1

(L) <a( [1e0) ™ ([war)”
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Se ¢ € WH4(R?), allora ¢ € Ldﬁ(Rd). Scegliendo ora o = d + k con k € N allora

d—1 d—1 1

d d d

(/ le(d”“)ddl) < C(d, k) (/ so(‘”’”)ddl) (/ IVsOId) -
Rd Rd Rd

Se ¢ € WH(RY) 0 LU D7 (Rd) = € LEH a5 (RY),
Per bootstrap segue quindi che p € WI4(R?Y) = ¢ € L(d+k)ﬁ(Rd) VkE > 1. = ¢ €
LY(RY) VYq € [d, +00). O

4.5.3 Teorema di Rellich in domini illimitati

i Lemma 4.5.8
Se ¢ € WHP(R?) con p € (1, +00), allora:

p—1

d-—1 p=1 1
Pd%il ¢ < p P VolP ?
[ <p || Vel
R? R? R¢
Dimostrazione del Lemma. Applichiamo il Lemma 4.5.2:

a-9_ 4=t _ a—1)-2— pTTl
(o) < [ Ve =a [ wvosal [ o) T ([ var)
R4 R4 R4 R4

Scegliendo o = p abbiamo la tesi. O

,—{ Teorema 4.5.9 — Teorema di Rellich in domini illimitati J—

Siano p € (1,4+00) e © C R? aperto® di misura finita. Se wu, & una successione
in WO1 P(Q) limitata in W1P(Q), allora esistono una sottosuccessione u,, ed una
funzione u € W, () tale che

1. up, = uin Wol’p(Q);
2. up, — u fortemente in LP(2);

3. Up, (x) = u(z) per quasi ogni x € ).

“puo tranquillamente essere illimitato

Osservazione 4.5.2
Questo e praticamente il teorema migliore di compattezza che possiamo avere.

Esempio 4.5.10. Vediamo che il teorema ¢ falso per € con || = +o00. Consideriamo
un’unione infinita di palle: Q@ =J,5, B 1 (n,0) e u, che sia nulla su tutte le palle

tranne 1’'n-esima, nella quale € una funzione specifica.

Dimostrazione.
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Idea Noi sappiamo dimostrare il teorema nel caso di €2 limitato, quindi basta ridurci a
questo caso. Lo possiamo fare sfruttando il precedente lemma J

Sia p € CF(RY) talechep = 1suBiep =0inRNB, e0 < p < 1inR% ||Vl r= = L.
Per ogni R > 0 consideriamo ¢p(z) = ¢(%). Quindi ¢ =1 su By e ||[Vog|~ = %.
Consideriamo ora la successione u,@g:

lunprllLr < llunl e

IV (unor)l|lLe < |orllLe | Vunl|Le + [[Vor| Lo |Jun || e
Quindi
lunerllwie < 2l|unllwre

Quindi u,ppr € limitata in W2P(Q). Inoltre u,@r ha supporto in Q C Bsg, dunque
2 0 2

possiamo usare il teorema di Rellich per domini limitati. Vediamo ora quanto u, e u,@Rr

sono distanti':

o= wnnllyy = [ =gl = [ b0 =enP < [

Br QN\Bgr
d—1
_d_ d 1
< ([ rlatc) " 1o0Balt < Cl\Bal
Concludiamo per processo diagonale: Yk > 1 possiamo trovare una successione uy,, tale che

1 .
||unj - SORUTL]‘HLP S 27 vj 2 1

scegliendo R abbastanza grande. (& sempre piu piccola di C|Q2\Bg|). Per il teorema di
Rellich in Q N Br possiamo supporre che , fissato R,

...
H(:ORunj - SORUniHLP < oF Vi, j
Quindi per disuguaglianza triangolare

Huni —UnjHLP S 27 VZ,]

Osservazione 4.5.3

I risultati che usavano il teorema di Rellich nel caso di €2 limitato, restano validi anche nel
caso di Q di misura finita. Ad esempio: se Q C R%|Q| < 400 e f € L?(Q) allora esiste
un’unica soluzione delbole u € HZ () del problema —Au = f.

4.5.4 Lemma di Morrey

Con i risultati precedenti abbiamo visto diverse inclusioni possibili per gli spazi di
Sobolev in piu dimensioni:

1 1

Wip(Q) ¢ L7 (Q)
Whr(Q) ¢ LI(Q)

1
p* _p N
q € [p,+00)

sep<d
sep=d

Con il teorema di Rellich-Kondrachov, se €2 € di misura finita, abbiamo che ci sono le
seguenti immersioni compatte:

10Per il lemma precedente sappiamo che il seguente integrale & limitato.
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sep<d

sep=d

Whe(Q) C LI(Q) | qe[1,p%)
WLP(Q) C LYQ) | q € [p, +00)

In particolare WP(Q) C LP(Q) & compatta per ogni p e per ogni d.
Vedremo ora che, nel caso p > d, varra una stima del tipo

lull e < Cllullwrp@ay Yu € WH(RY)

e quindi avremo I'immersione continua di W1P(€2) in L>°(£2). In realta varra una stima
del tipo
lull e < Cllullwrpale —yl* Yu e WH(R?)

che dara I'immersione in C(£2). Come prima, se €2 di misura finita, le immersioni saranno
compatte.
Quindi nel caso p > d le funzioni di Sobolev ammettono un rappresentante continuo.

Sia Br C R? e u € H'(BR). Se esistono C > 0 e o € (0, 1] tali che

1
|Br| J B, (20)

|Vu|? < Cr?@=Y  per ogni B,(z0) C Bg
allora u € C%%(B g) (¢ alpha holderiana) e

ute) — )] <V (24 2 ) o -yl

Osservazione 4.5.4
Se u € WHP(BR) con Br C R? e p > d allora vale una stima del genere:

p
/ Vul® < / Vul?E ) (1B
By (z0) By (zo)

1 9 di—2 _2d
(Vul® < [|Vul o,y lwar®| » = C(d, p)|Vul rp,yr »

o

Ossia

@ By (z0)

e si ha —% =2(a—1)sea=1-— %, in particolare se p € (d,4+o0] = a € (0, 1].

(ricorda: poiche p > d > 2 si ha WP (Bg) C WhH2(Bg))).

Idea Nella prossima dimostrazione useremo un ragionamento utile in generale nella teoria
delle regolarita delle equazioni ellittiche: per confrontare il comportamento della nostra
funzione tra i due punti z, y, sapendo com’e il comportamento sulle medie, consideriamo
r = d(z,y) e lavoriamo con le palle B,.(z) e By (y). 4

Dimostrazione. Per il teorema di approssimazione possiamo supporre u regolare. Fissato
rog € Br si ha che:
8

JARES A
Br(z0) Bs(zo)

][ u(x)dx — ][ u(x)dx
By (zo) Bs(zo)
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Tramite cambio di variabile!! vogliamo ricondurci alla palla di centro 0 e raggio 1:

][ u(zo + rx)dr — ][ w(xo + sw)dx
By

< ][ |u(xzo + rx) — u(x + sx)|dx
Bl Bl

Sél | lutao + e
][ </ o vu(x0+m;>\> do
7{91/3 V| (o + tz)dtdz

:/s (7{9 |Vu|(:co+t3:)da:> dt
_ / (ét@o) yvm) dt

Abbiamo dimostrato, senza usare ipotesi teorema'?, che Vu € H'(Bg):
) p

][T u(z)dr — ][s u(z)dz| < /Sr (ét(m) |Vu|> dt
< / (7{&@0) !Vu\2>

r c3
S/ (c%to‘_l)dt = —r®
S

(07

dx

=

Abbiamo quindi che la successione degli integrali mediati & di Cauchy, quindi esiste il limite

lim u(x)dr = u(xg).
) - (z) (z0)

Siccome u € L'(BR), quasi ogni € Br ¢ di Lebesgue e quindi possiamo considerare per
8
quasi ogni x € Br
8

][ u(x)dx — u(zp)
Br(z0)

"dove L{u(zo + tz)]dt = z - Vu(zo + tz).

12Che entrano in gioco solo nell’ultima riga della prossima disuguaglianza
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Siano x,y € Br esiar = |z — y|.
8

A
By () Br(y)

7{31 w(z + r2)dz — ][ uly +rz)dz

By

< ][ lu(z +12) —u(y +rz)ldz
B
1
1),
By 0

1
< ]i dZ/O [(z —y) - Vu(y +rz +t(x —y))|dt

d
ﬁ[u(y +rz+t(z+ y)]‘ dt

1
< ]i = [ 1@ = )lIVully + s+ 1o =)

1
< a:—y]][B dz/o |Vu|(y + rz+t(x —y))dt
1

1
= |z —y| / <][ |Vul(y +t(z —y) + rz)dz) dt
0 B
1
ool [ (£ Vul | at
0 B, (y+t(z—y)

1
1 1
<lz—y| / L Vuldt < o — y| Vul
o |Brl JBor() |Br| J By, ()

< o — 2! f Vul?
B (x)

< |z — y|2%ez (2r) 7

[N

< 2d+16%‘x _ y‘a

Siano Br C R e u € H'(Bpg). Se |Vu| € LP(Bg) per un qualche p € (d, +oc], allora
u € a-Holder in Bg con a =1 — %. In particolare

WLP(Bg) c C**(Bg).

Dimostrazione. Se |Vu| € LP(Bg) allora per ogni*® B,.(x¢) C Br

2

1—2 P =2 2
/ |Vu|?dz < |B,| "> / VulP | < |By| / \VulPdx | w/r ».
By (zo) By (zo) By (zo)

Quindi scegliendo
2
P —2 d
C= / \VulPdr | w) ea=1——
By (zo) p

AR

13 abbiamo usato Holder con p’ = 2p e ¢ il suo coniugato.
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segue che
1

|Br| J B, (20)

|Vu|?dz < Or e = Op2eh),

Se u, — u in WHP(Q) con p > d e se x¢ € Q allora uy,(wg) — u(zo), ossia le funzioni
vedono i punti.

Siano d > 2 e p € (d, +00). Allora WHP(R?) C L>®(R%) ed esiste una costante C' > 0
tale che
lul|pee < C||uHW1,p(Rd) per ogni u € W1P(RY).

Dimostrazione. Per il Lemma di Morrey, se u € WHP(R?) allora u ¢ continua e |u(z) —
u(y)| < Clz —y|* dove a =1 — % e C=C(d,p, |[VullLr(ray)-
Idea Visto che u € LP(RY) e u € L'(Bg), allora il modulo di continuitd non puo essere
troppo grande: infatti se questo fosse grande, allora u non potrebbe scendere molto ma
quindi u ¢ L. r
Segue che
1

max |u|] < min |u|+CR* < ———
)| | BR(IO)’ | |Br(20)| J B (o)

Anax |u| + CR®
Quindi

[u(zo)| < Cllullpoay + [[Vull o ra))-

4.5.4.1 Definizione puntuale di una funzione di Sobolev

Riportiamo ora una breve ricapitolazione di quello che possiamo dire sulla definizione
puntuale di una funzione di Sobolev.

Se p > d In questo caso, grazie al lemma di Morrey, sappiamo che u ammette un
rappresentante continuo e che quindi le funzioni vedono i punti.

Se p < d Abbiamo visto, tramite i riscalamenti di una funzione di Sobolev, che esiste una
successione {u,} in WP (R%) tale che u,(0) = 1 e tale che u, — 0 fortemente in W1P(R?).
Quindi in questo caso le funzioni non vedono i punti.

Se p =d Vediamo che anche in questo caso esiste una successione u, € Wl’d(Rd) tale
14 _ : _
che'* u,(0)=1e nll)r_iI_loo [unllw1p@ey = 0.

0 se |x| > 1
Dimostrazione. Per ogni § > 0 consideriamo la funzione®® us(z) = < 1 se |z| <0

log(|z[)

W se d S |.’L" S 1

Hyuol dire che 0 & punto di Lebesgue e il limite delle medie & 1
yedere seguito per capire come si arriva a questa funzione
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Vediamo che |Vugs|(z) = i‘

B . Calcoliamo la sue energia:

1
[log 4|

/ |Vugs|? = / Vugs|? = dwd/ rd=1 ( > dr
R4 B1\B; ) 7 |log d|

! /1 1d d ! — 0
wig——— | —dr = dwg————
d]log5|d s T dlog6|d*1 §—0

Idea Perche il logaritmo? Si e cercato di minimizzare

/ Vul?
B1\35

con il vincolo u =1 in Bs e u = 0 su 05;. J

Fissiamo g € C(R?) tale che g =1 su dBs e g=0su 0B; e

min / Vul?:u—g e Wol’d(Bl\Bg) .
B1\Bs

Il minimo esiste sempre, si ¢ dimostrato in passato per la convergenza debole in WP, Il
minimo e anche unico, p01che se prendo due funzioni che minimizzano u, v allora la loro
combinazione “+” —gé€ W0  infatti la media soddisfa il vincolo:

u+v u—g vV—g

> 9T T
Ma essendo l'energia convessa, se Vu # Vo, vale che [ |V(452)|? < L [ |Vul?+ 1 [|Vv]?,
quindi u = v. Vediamo che se la soluzione ¢ unica, allora ¢ radlalmente simmetrica: infatti
la rotazione di u soddisfa la stesse condizioni. Vediamo quindi che u dipende solo dal
raggio: ¢ della forma u(z) = ¢(|z]).
Quindi il problema ¢ diventato: Trovare la funzione ¢ : (0,1) — R tale che ¢(J) =
1,¢(1) = 0 e che minimizza ’energia in coordinate polari:

1
| e war
§

L’esistenza e garantita, cerchiamo ora di esplicitare questo minimo. Per ogni € consideriamo
la funzione

1
/ PN (1) + e () dr
)

dove n(d) = n(1) = 0. Quando deriviamo in ¢ abbiamo

! 1
% /5 T‘d71|¢/(7‘) +E77/(T)|dd7‘ _ d/a Tdfl(gﬁ/(r))dfln/(r)dr

e=0

Pensando di integrare per parti'® otteniamo
/51(rd_1(¢'(7"))d_1)'77(?”)d7“ =0 Ve Cy(s,1).
Cerchiamo ¢ tale che r?~1(¢/(r))?! = c. Quindi
¢ (r) = ; = ¢(r) =log(r)c+a

e deve essere a = 0. La costante, visto che ¢(d) = 1 sara ¢ = logl( 5

16 A] momento stiamo facendo un conto formale, cerchiamo ¢ regolare che abbia questa propriet.
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Idea In dimensione 2 questo € un pezzo della soluzione fondamentale con armonica.

O

4.5.5 1l teorema di Gagliardo

Data una funzione u € WP (£2) abbiamo definito la sua traccia T'(u). Ricordando che
Ri = {(l‘,,xd) txq > 0}

in generale vale che se u € WP(R%) allora T(u) € LP(R?"!). Grazie al teorema della
traccia vale invece che se u € HY(R%) allora T'(u) € L*(R?). Con il teorema di Gagliardo
andremo a migliorare ancora l'integrabilita di T(u). Per i curiosi che continueranno
interessarsi alla materia e incontreranno gli spazi di Sobolev fratti, il teorema di Gagliardo
dira che T'(u) € W*P con s = 3.

Un’altra ovvia conseguenza del teorema € che non tutte le funzioni LP sono traccia di
funzioni in WP ().

Disugaglianza integrale di Minkowski

Siano X,Y spazi misurabili con misura dz e dy (finite). Sia F': X XY — R positiva,
limitata, misurabile. Allora

</X v </Y F(x’y)de); </ ( /. F<x,y)pdx>’l’

Osservazione 4.5.5
Se la funzione non dipendesse da X e se avessimo X spazio di probabilita avremmo
un’uguaglianza.

Dimostrazione. Chiamiamo u(x fY x,y)dy. Allora

/. (LF<x7y>dy>pdx— / ot [ Floaivi
/X/Y“ P (0, y)dyda
/y/XU )P (z, y)dedy

p—1

=/, (/X “($)(p_1)”fldm)p (/X F(x,y)pdﬂc>;dy
[/X (/YF(x,y)dy>pda:rg/y(/XF(x,y)pdx)”dy

Ma quindi

|=
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[ Teorema 4.5.16 — Diguguaglianza di Hardy }

Sia f : [0,400) — [0, +00) misurabile, positiva, a supporto compatto e p > 1. Allora
+o00o 1 7" p P P pr+4oo
— | f(s ds) dr < (—) f(r)Pdr
/o <7’ /0 =) r+1/) Jo )

Osservazione 4.5.6
Esiste anche la disugaglianza di Hardy in termini di primitiva!”

/ EEOP, / T repar
0 P ~Jo

T

Dimostrazione. Vogliamo stimare

(/O+Oo <% /Orf(s)ds>pdr>; t::g /O+OO (/01 f(m«)dt)pdr

<[ 1 ( / +Oo|f(tr)lpdr>pdt
ol

=

3=

[ Teorema 4.5.17 — Teorema di Gagliardo }
Se u € HY(R%), allora

/ da:/ d/'“’xo_“io <C’/|Vu|2
Rd—1 Rd—1 y|

Osservazione 4.5.7
Stiamo usando la notazione T'(u) = u(z’,0). Potremmo sostituire 2 con p.

Dimostrazione.
Idea La dimostrazione ¢ fatta da 2 trucchetti:
1. Utilizzo furbo delle coordinate polari.

2. Disuguaglianza integrale di Hardy.

17F fo
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Osserviamo che ¢ possibile scrivere ¢y = 2’ +2h' e k' = —h/ cosiy/ + k' = 2’ + h' ed
avere cosi:

/ dw/ dy s Ju(e, O)—u(y 0)? /d /dh,\ux ,0) —u(z’' +2h',0)|?
a-1 d-1 - ’—x +2n! 2
R R y'|d /|
u(',0) = u(e’ + W, [W)P)
/daz/ an’ i
lu(z' 4 2R',0) — u(z’ + B/, |W'|)|?
+2/d$//dh/ |h/‘d = (*)

Scriviamo ora Iintegrale in A in coordinate polari. Visto che A’ € R?! si ha h = r6 con
6 € S2, abbiamo che

[ B O e [ [T ) S O g,
i & si-2 e
2 “+o00
§4/ |Vul®
0

Dalla disuguaglianza di Hardy abbiamo che
/ o [u(e’ + t@’,t)]dt‘ < / V|2 + 10, t)dt.
0 0

—+oco 1 r
/ / |Vul
0 T Jo

u(2’ + 16’ r) — u(a’,0)] =

e inoltre vale

Dunque riprendendo il conto:

+oo 1
:/ dx// / / \Vu|(z' +t0', t)dt
Ra-1 Sd—-2 Jo
—+00
< 4/ d:r’/ / Vul?
Rd-1 Sd—2 J0

< 4dwd/ |Vul?.
R4

+

drdQ’

O]

Osservazione 4.5.8
In particolare non tutte le funzioni in LP(0f2) sono tracce di funzioni di Sobolev. Ad
esempio, se d = 2, si ha che

_J1 sexe(0,1)
u(‘r’o)_{o se x € (—1,0)

non ¢ la traccia di una funzione di Sobolev u € H'(R?).

Dimostrazione. Per il teorema di Gagliardo e sufficiente notare che

W [l
dx/ dx d
/ \x—y\g y\x—yP
=[5
0 T—=Yly=—1
1 1 1
[eftoH
0 xr $+1

1

dzx
= - O
/Ox(x—i—l) +oo
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4.6 Legame spazi di Sobolev e serie di Fourier

4.6.1 L’operatore risolvente. Autovalori e autofunzioni del Laplaciano
con condizioni di Dirichlet

Osservazione 4.6.1
Consideriamo 'operatore —A, perche cosi questo ¢ definito positivo.

Osservazione 4.6.2
Se Q & un aperto limitato in R?, allora esistono:

e una successione \; > 0

J—+oo

e una base di LQ(Q), {¢j}j21, qu € H& (Q)

tali che —Ag; T Ajdj ; in senso debole in Q'
¢j € Hy(), [o97 =1
Dimostrazione. Abbiamo applicato il teorema spettrale a T, : L? — L2, dove se f € L?
“Au =
T.(f) associa la soluzione u al problema “ ) / O
u e Hy(Q2)

4.6.2 Fourier e Sobolev

[ Teorema 4.6.1 |

Sia Q aperto limitato in R¢ e ¢; come sopra. In particolare, per ogni u € L?(Q)
+o0o

possiamo scrivere che u = Y7 ¢j¢; dove ¢; = [, pju. Per ogni u € L?(9) sono
j=1
equivalenti:
1. u € H}(Q)

2. Zc?)\j < +o0
J
Inoltre ||Vul|F, = > c?)\j e Opu =), c;0k¢; in L3() e

IVulf, = X =Y IVl

J J

Dimostrazione. L’ultima uguaglianza segue immediatamente considerando ¢; come funzio-

ne test:
/|V<l53'|2 :/V¢j~v¢j Z/)\j%'@f)j = Aj

n
(1) = (2): definiamo P, = )" ¢;¢; € H&(Q)
=1

n

HPn*PmH%: Z C?
j=m+1
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n n

IVP. = VPul5= > EIVeills= >
j=m+1 j=m+1

poiche

[ V60, =0 seiz]

IVu— VP35 :/IVu|22/VU-VPn+/|VPn2
_/Nu\? —Q/VU(zn:CjV(bj) I
j=1
- / Vul? - zzcj/wjvw >N
T S Y
poiche visto che u € H}(Q) si ha [V¢;Vu— = \; [ ¢ju = Ajc;. Quindi

/\Vu]Q > Zc?)\j Vn

(stesso conto che si fa quando si fa serie di fourier).
(2) = (1): riprendendo

n n
IVP, = VPuls= > GlIVeills= >
j=m+1 J=m+1

Abbiamo che {P,} ¢ di Cauchy in H}(2). Ma sappiamo che P, — u fortemente in L?().
Quindi necessariamente P,, — u in HZ (). O
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Capitolo 5

Equazioni ellittiche in piu
dimensioni

5.1 Soluzioni deboli di equazioni ellittiche con condizione di
Dirichlet

A differenza del caso unidimensionale, non avendo I'immersione compatta di W1?(Q)
in L>(Q) dovremo fare piu lavoro per certi risultati, in particolar modo per la convergenza

delle soluzioni.
Nel seguito considereremo equazioni ellittiche su domini €2 limitati in R?. Considereremo
inoltre p = 2, f € L?(2). Chiamiamo Vu € H*(Q)

1
Jf(u):2/Q|Vu\2dx—/Quf

Soluzione debole

Data una funzione g € H(Q) diciamo che u & soluzione debole di

—Auy = Q
u=/ su seu € HY(Q), u—ge€ HYQ) e
U=y su 02
/ VuVep = / fo Yo € H(Q).
Q Q
—Au = Q
Nel caso in cui g = 0, diciamo che u € soluzione debole di u=J su se
u=0 su 02
u€ HHQ) e

/ Vu-Vodr = / f(@)p(z)dr Yo € HL(Q).
Q Q

[ Teorema 5.1.2 \ .

Sia Q aperto limitato, f € L?(£2),g € H'(2). Allora esiste un’unica soluzione debole
w di

—Au=f sufl
u=gqg su 9

Inoltre u & I'unico minimo del funzionale J; nell'insieme {w + g : w € H} (N}

125
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Dimostrazione. Diviamo la dimostrazione in step:
1. Mostriamo che il funzionale J; ammette minimo su HJ ().
2. Mostriamo che ogni minimo di J; ¢ soluzione debole.
3. Mostriamo che la soluzione debole € unica, cosi abbiamo 'unicita del minimo.
Idea Questo procedimento ¢ il metodo piu standard per risolvere PDE in generale. J

Esistenza minimo Jy: sia w, € H} () una successione minimizzante, ossia Jg(w, + g) | e
lim J;(w —i—g):/ Ji(w+ g)
n—oo f " wEHl(Q) !

Osserviamo che, essendo w,, = 0 un competitore, possiamo supporre J¢(wy, +g) < Jf(g) Vn.
Esplicitando la relazione abbiamo che

1
5 [Vt ol = [worar<g Vol [ o
1
:»/wan|2+/an-vgg/wnf
2 /o Q Q
;»/ an|2§/\fwn|—/ YV, - Vgl
Q Q Q

< I fllezllwnllpz + IVwnll 2 Vgl L2 < +oc.

Per Poincare! ||w,| < C||Vw,|, segue quindi che {w,} ¢ limitata. Esiste w,, tale che
Wy, — w con w € H}(). In particolare la convergenza & forte L2. Allora

r(w+g) = / /Vw Vg+ = /|Vg]2 (/fw—i—/fg)
ghminf/ |ank|2—|—lim/ank-Vg+/ |Vg|? — lim (/ fwnk+/fg)
2 Q Q 2 Ja Q Q

= liminf J;(wy, +9) = weifnéf(fl) Ji(p +9).
Dunque w realizza il minimo.
Ogni minimo e soluzione debole: Siano u il minimo di Jy nell’insieme delle funzioni
g+ H} () e p € H}(Q). Consideriamo u; = u + tp Vt € R, che chiaramente € g + Hg(Q).
La funzione di una variabile
t— J(u+tp)

ha un minimo in ¢ = 0. Esplicitando:

Jp(u+tp) = /|V u+tp)|? /(U+t90)f

1
—tZ/‘V(,O‘Q—Ft(/VU'V(p—/(Pf)-F/|VU’2—/U
2 Jo Q Q 2 Jo Q

d
0= —
dt

Ma quindi

Jf(u+tgo):/QVu'Vgo—/Qg0f

t=0

LQui stiamo usando la condizione al bordo.
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ossia u € soluzione debole.
La soluzione debole ¢ unica: Siano wu,v soluzioni deboli del problema considerato. Se
consideriamo ¢ := u — v, abbiamo che? ¢ € H}, ma quindi

{fQ Vu-V(u = Jo f(

fQV’U V(u fQ u—v)

Considerando la differenza abbiamo
/ (Vu—Vo)2=0
Q
e dalla disuguaglianza di Poincare
lu — || < C||Vu — V|| = 0.
Quindi u = v. O

Osservazione 5.1.1
La condizione al bordo ¢ stata usata due volte: per la compattezza della sottosuccessione e
per 'unicita (serve per dire u — v € H}).

Osservazione 5.1.2
Data una soluzione debole, come possiamo ritrovare una soluzione classica? Questa
domanda, di non facile risposta, sara argomento di corsi successivi.

Esempio 5.1.3. La funzione w(z) = 1 2@',“ ¢ soluzione debole del problema

—Aw=1 suBpg
w=0 su OBg

Dimostrazione. Chiaramente w(x) =0 se x € 0Bg e

d d d
1 1
—Aw = — § :8JJw_ 2% § :8]J (l2?]) = =9 E E 7d§ :8]](:1:?) =
: =1 :1
Vediamo che & soluzione debole:

/BR —Vw-Vp = /BR[div(¢vw) — pAw)

:/ div(ngw)+/ ®

Br

= / eVwdy + / /
OBRr Br

dove | 0Bp pVwdr = 0 perche ¢ & a supporto compatto. Dobbiamo ora vedere che

w € HE(BR). Per la Proposizione 4.3.1 ¢ sufficiente trovare w,, € H}(Bg) tale che
wy, — w in H'(Bg). Abbiamo due scelte possibili:

1. Wt = (w—t)+

2Qui stiamo usando la condizione al bordo.
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2. . = (R~ )2 — |2+

Nel secondo caso, avendo una funziona esplicita, e sufficiente fare i conti per ottenere
la tesi. Ci interessiamo maggiormente alla prima scelta: vediamo che

1. Data w € H'(2), come nel caso unidimensionale, si ha che (w;), € HY(Q) e
V(we)+ = vW]l{w>t}-

2. Vediamo che in realtd Vt > 0,w; € H}(Q): infatti, essendo w continua,
wy € continua. Inoltre sptw; N 02 =, sennod non sarebbe continua. Allora,
considerando i classici nuclei di convoluzione ¢., si ha che w; x ¢, € CF(Q) e

Hl
che wy * oz — wy.

2
3. Vediamo che quindi w € H}(Q2): questo segue perche w; L% w e abbiamo
anche la convergenza per i gradienti visto che {w >t} — Q e quindi

1V (we) s — V| / w=0. 0
0c

Idea Questo tipo di ragionamento si applica anche a problemi con dato non nullo al
bordo. a

Osservazione 5.1.3

Con una dimostrazione simile a quella di sopra, vale il seguente risultato: sia €} dominio e
u tale che u € C%(Q), u € C(Q) e u = 0 su OQ. Allora u & soluzione debole del problema
considerato.

5.1.1 L’equazione del calore

Nel caso unidimensionale siamo riusciti a dimostrare l'esistenza e 1'unicitad di una
soluzione forte per I'equazione del calore® sfruttando l'esistenza di due basi di Hilbert
sull’intervallo 1.

Nel caso di un dominio 2 C R"™ D'esistenza di una base di Hilbert non ¢ per nulla
banale, ma & garantita dall’'uso del Teorema Spettrale sull’'operatore laplaciano. Nel seguito
dovremo lavorare con soluzioni deboli.

Soluzione debole equazione del calore

Sia Q C R? aperto limitato, ug € L?(£2). Diciamo che la funzione u, con
u €€ C([0,+00); L*(€2)) N C1((0, +00), L*(2)) N C((0, +00); Hy (%))

e una soluzione debole dell’equazione del calore con condizioni di Dirichlet e dato
iniziale ug se:

e per ogni t > 0, u; € soluzione debole dell’equazione

Aut = 8tut in Q,Ut S H&(Q)

e lim u; = g fortemente in L?(£2).
t—0

3Questo perche si aveva che dyu = dpput in L2(I).
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Unicita delle soluzioni deboli

Data u soluzione debole dell’equazione del calore con dato iniziale ug € L? su
aperto limitato, la funzione M : [0, +00) — R definita come

M(t) = /Q lua(2) 2z

¢ decrescente e
M(t) < efktHlmH%z(Q) per ogni t > 0

dove k € una costante universale. In particolare la soluzione debole dell’equazione
del calore & unica.

Dimostrazione. La dimostrazione & praticamente uguale a quella del caso unidimensionale.
Come prima cosa vediamo che M ¢ derivabile su (0,400) e che

M(1) = /Q 20,y () 1uy ().

Calcoliamo:
1 1
(M(t+5) = M) = [ (uhy, — )
S S QO
1

=/wﬂfmeH+mwx
s Ja

Ut — Ug Ut — Ug
= [ 5 oydr + +5’7(%“ — ug)dx.
Q S Q S

Siccome abbiamo i seguenti limiti forti in L?(Q)

. Utys — U .
lim — " = Ju; e lHm (ugs —ug) =0
s—0 S s—0

abbiamo che

s—0 s

M(1) = Tim 2(M(t + 5) — M(t)) =2 / Oy () ()
Q

Siccome u; € soluzione debole di dyuy = Awuy in Q e up € H& (©2) & una funzione test
aminissibile abbiamo

M'(t) = Z/QAut(a:)ut(x)dx = —2/Q |Vug(2)|*d.

Per la disuguaglianza di Poincaré, esiste C' > 0 tale che

M) = —/Quf(x)d;p > —C/Q 1O,y ()2l = —%M’(t).

Segue quindi:
_2 _2
M(t) <e e M(0) = e Cllugll r2(q)-
Ora se u, v sono soluzioni deboli dell’equazione del calore, possiamo considerare I’equazione

del calore con dato iniziale nullo la cui soluzione debole ¢ u — v. Ma allora, per la
disuguaglianza, queste devono coincidere. O
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Esistenza soluzioni deboli

Sia Q C R aperto limitato, ug € L?(£), {#x} la base di autofunzioni del Laplaciano
—Adr = Agdr  in

di Dirichlet e {A;};2] sono gli autovalori: ¢ [¢? =1 . Siano ¢, =
¢ € Hp(Q)

Jo uo(x)r(x)da i coefficienti di Fourier, quindi ug = Y 32 cxdy in senso L*(£2). Per

ogni t > 0 definiamo?

+oo
up(x) = che_t’\’“gbk(:n) in L*(Q)
k=1

Allora:
1. la funzione u(t) = u; & continua come funzione da [0, +o00) in L%(Q)
2. la funzione u di sopra ¢ derivabile in ogni t € (0, +00) e

“+o00

Ou = Z —ck)\ke_w"fqbk
k=1

e Oyu : (0,4+00) — L2() & continua
3. u: (0,+00) — HY(Q) & continua

4. Vt > 0,u; € soluzione debole di —Au; = —0wuy in Q.

“la serie converge in L2 perche 0 < etk <1

Dimostrazione. Dimostrazione di (1): Consideriamo wiys — ur = Y 5oy ck(e_(’“urs))‘k —

e~ ) ¢y.. Dobbiamo mandare s a 0.
+oo
l|wpgs — UtH2 = Zci(e_(t‘*‘s))\k _ e—t/\k)Q 0
k=1

per il teorema di convergenza dominata. (3 ¢z < 400 e 0 < (e~(F3)M — =A%) < 1, quindi
la funzione & dominata da 3_ ¢? e si ha (e (H9)M — e=te) — ().
Dimostrazione di (2):

+oo
Upys — U — SOpuy = Z Ck(e—(t+s)/\k — e g(=\p)e M) gy,
k=1

+oo
= |uprs — us — sOug)|? = Zcze_%)‘k (™M — 14 sAp)?
k=1

Vogliamo che la seguente vada a 0:

+o0 — s\ 2
1 _ e 5% — 14 s,
S llurss — ue — sOul|* = cge PN = (%)
s P SAk
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. . . . —sAk T
vogliamo applicare la convergenza dominata: ci basta mostrare che (%)2 e limitato.

Sia e™% = F(z) allora

F(s\) - ng_ PO _ priry — (o) = r7() < A

con 7,7 € [0, sAg]. Quindi
(¥) <D e Mxg
k

La funzione # — e~®®)\* & limitata (da una costante che dipende da t) = u; & derivabile.
La continuita si fa come nel punto precedente.

Dimostrazione (3):Vt > 0,u; € H}(Q) e che u : (0,+00) — H}(Q) & continua. Poiche
u; € L?, vale

up = Z cpe” Mgy € H&(Q) — Zciefﬂ)"“)\k < 40
k

ma a t fissato, come prima, e~2** )\, & limitato, quindi Y < +occ. Quindi u; € H ().
Dobbiamo dimostrare che
[wtts — wellpz — 0
s—0

e che
|Vuts — Vgl 2 — 0
s—0

La prima 'abbiamo vista al punto 1. Per quanto riguarda la seconda invece, poiche u; € Hg,
sappiamo che

Vugys — Vug = Z cp(e” e _ o)y,

Vediamo che

IVuess — V|22 = Z cR(e” M — =) Gy |,

— Z o t+S e—tAk)Q)\k
— Z 2t)\k)\ *5>\k _ 1)2

< the_t)"“)\% < +00
k

dove si & usato che i gradienti sono ortogonali e per la convergenza dominata® questa va a
0.

n

Dimostrazione (4): Detta P, = > cxe” M ¢y, consideriamo —AP, = — > 7_, cge ™ +
k=1

Agp = cpe™ ™ (—\i) ¢y in senso debole, poiche —A¢y, = A\réy, vale in senso debole. Ma

poiche P, —(>) uz allora

n
—t\ L?
D an(=M)e Moy Do O

4qui & importante che ¢ # 0 infatti (e ** — 1)? < (s\x)%e™" con 7 < ¢
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Ma quindi Vw € HE(Q)

/QVPan = —/w(ki:1 cpe ™ (=) k)

é/Vuti:—/watut
Q Q

H(Q
Motiviamo P, Q) ug: P, — win L2, quindi basta vedere che {P,} ¢ di Cauchy in Hg(Q):
n n
IVP, = VPulT: =l Y e ™Verl> = > cre A =0
k=m+1 k=m+1

5.2 Equazioni con condizioni di Neumann

Dato Q C R? aperto. Vogliamo trovare u tale che, con f € L?():

—Au=f inQ
d,u=20 su OS2

dove con Ov intendiamo derivata normale. Possiamo pensare €2 di classe C?, o anche

Q) = Bg.

Una soluzione di —Au = f & una funzione H'({2) tale che JoVuVeo = [of Vo € HY(Q).
Come nel caso precedente, per I'esistenza di una soluzione, basta minimizzare

5 [ IVl = [ur

nelle classe di funzioni di appartenenza, in questo caso H'. A differenza di prima tuttavia
c¢’¢ un problema da considerare: se considerassimo u+c invece di u, avremmo V(u+c) = Vu.
Per evitare che la ¢ compaia nell’altro termine dobbiamo considerare una f che abbia
media nulla, cosi anche il secondo termine non cambia. Quindi invece di considerare H!(Q),
possiamo prendere lo spazio H = {u € H}(Q) : Jou =0} e come funzioni test possiamo
considerare equivalentemente H!({2) oppure H, se infatti ¢ € H}(Q2) non fosse a media
nulla, verrebbe ammazzata dalla f.

Dato Q = Bpg, f € L%, [ f = 0 esiste un minimo di F(u) = 3 [|Vul> — [ fuin H

Dimostrazione. Per avere 'esistenza del minimo ci serve sapere che , se presa una succes-
sione minimizzante {u,}, F(u,) < F(0) = 0 vale che

1
3 [ 190 < [und < unlia 112 < €Il 21

Vorrei Poincare, cosi ho che le u, sono limitate, per le funzioni in H'(2) a media nulla
(noi lo abbiamo fatto con quelle 0 al bordo). E possibile generalizzare la disuguaglianza di
Poincare allo spazio ‘H e dunque ottenere che la successione ¢ limitata. A questo punto si
procede esattamente come si & sempre fatto osservando che la proprieta di avere media
nulla passa al limite. Quindi v ¢ a media nulla e minimizza F' in H. ]



5.2. EQUAZIONI CON CONDIZIONI DI NEUMANN 133

Se u minimizza F in H allora [ VuVp = [of Vp € H.

Dimostrazione. Basta considerare u; = u + tp € H e derivare F(u;) in t = 0. O

Osservazione 5.2.1
Se u € C?(Q2) NCHQ) e u & soluzione debole di —Au = f su H allora —Au = f e O,u =0
su oS

Dimostrazione. La prima condizione ¢ ovvia: basta testare u contro C2 e usare la formula

di integrazione per parti. Per vedere la seconda invece, se prendiamo ¢ € C'*°(2) sappiamo

. /V¢Vu=/fs0=/(—AU)<p

(ho f a media nulla quindi costanti non rompono)

:>/V¢Vu+g0Au:O
Q

= / div(¢Vu) =0 = woyu = 0= dyu=0 su 0
Q o0N

O

poincare + inclusione compatta H' in L? ci daranno , in maniera identica, 1’esistenza
di soluzioni per calore con condizioni neumann.
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