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1 Funzioni olomorfe di piu variabili

Definizione 1.1. Chiameremo polidisco aperto di centro w e poliraggio r =
(r1,72,...,7) Vinsieme A(w,r) C C™ definito come

Alw,r)={z€C":|z; —w;| <r; 1 <j<n}
conr; >0perl1<j<n.

Definizione 1.2. Chiameremo dominio un sottoinsieme D C C aperto connesso
e non vuoto e polidominio un insieme D tale che

D=DyxDyx---xD, CC"
Con D; dominio per ogni 1 < j <n.
Definizione 1.3. Sia D C C™ aperto, diremo che f : D — C é olomorfa in D

se per ogni w € D esiste un intorno U,, C D tale che

o0

f(Z) = Zaj(zl — u}l)jl RN (Zn _ wn)j”

j=0

per ogni z € U con j = (j1, ..., jn) multiindice. Nel seguito indicheremo con Op
o con JZ(D) l'insieme delle funzioni olomorfe definite su D.

Dal teorema di Abel otteniamo che se f & olomorfa allora la sua espansione
in serie converge uniformemente e assolutamente in ogni polidisco A(w,r) ab-
bastanza piccolo. Da questo segue che le funzioni olomorfe sono continue e le
loro espansioni in serie possono essere arbitrariamente riordinate. Nel seguito,
data una funzione f : C™ — C indicheremo con u la sua parte reale e con v la
sua parte immaginaria.

Teorema 1.1 (Osgood). Sia D C C" aperto e f : D — C continua e olomorfa
separatamente in ogni variabile, allora f é olomorfa in D.

Dimostrazione. Dato w € D consideriamo A(w,r) C D; poiché f & olomorfa in
ogni variabile possiamo usare la formula integrale di Cauchy per funzioni di una
variabile ottenendo

(Y a6 G ¢,
f(Z) a (27Ti> /wl—Cl_Tl Cl 1 ~/|w2—Cz_T2 CQ 22 /wn—Cn|_Tn C" - Z"f(C)

Dato che f é continua possiamo usare il teorema di Fubini-Tonelli e otteniamo

10=(3) fo o, GG ey 4600

Dato che |Z’:7:’U”| < 1 possiamo usare l’espressione per la serie geometrica
J J

ottenendo

1 1 1 (2 —w;)k
_ _ Z(( )

Gz Grwitwy—2) (G -w)(-EE) o (G wy)t



e quindi

Ci—2) (G —2n) (G —wn)(I— 228 (G — wp)(1 — 22t
(Zl — U)l)‘jl e (Zn —_ wn)jn
< (G —w) P FT (G — wy )it

j=

dato che questa serie converge assolutamente, possiamo scambiare I’operazione
di integrale con l'operazione di serie e troviamo

(1 — wl)jl o (2 — wn)j"f(C) d¢ -+ - d¢,
f(z (27”> Z/w —¢il=r; (CI — wl)jl-‘rl .. (Cn _ wn)j%""l

Quindi i coefficienti dell’espansione in serie sono dati da
a; = <1>n/ f(Q)d¢ - - - d¢n
J 271 lwj—¢;l=r; (Cl — ’u)l)]1+1 (Cn — wn)jn+1

Definizione 1.4. Definiamo gli operatori differenziali

9 _ 1 9 ;0\ 9 _ 1 9 ;0
0z; Oz 8y] 0%; Ox; Oy
Dal teorema di Osgood e dalle equazioni di Cauchy-Riemann in una variabile
si ottiene che f é analitica se solo se vale

0 ‘
aizj (Z)—O Vj—l,?,...,n

Teorema 1.2. Sia D C C aperto allora

e Op ¢ un anello rispetto alle operazioni
(f+9)(z) = f(z) +9(z) (f9)(2) = f(2)9(2)

e Se f € Op é ovunque diversa da 0 allom € Op
e Se f € Op ed é a valori reali o ha modulo costante allora é costante.

Dimostrazione. 1. Applicando Cauchy-Riemann si trova

of+g) _0f 99 0Ofg) _ 8fg+@
9z; 0z 8ZJ 0z; 0% 0Z;

2. Troviamo

of 1
85]‘

oY of - of ",
0= 82j 82’]f aZj F= !



3. Se f & a valori reali allora anche 5% = gJ = 0 lo sono, tuttavia per le

equazioni di Cauchy-Riemann

of _ 8f

V1i<j<
Ga:j 8yJ J=n

e quindi sono entrambe zero, dunque f é costante. Se il modulo di f &
costante si puo scrivere

f(z) = pe'®®)
con 6 funzione a valori reali, derivando si trova
af .,00
9z 32}

dunque € é costante da cui segue che anche f lo é.

0=

O

Definizione 1.5. Dati D C C" e D’ C C™ aperti consideriamo f : D — D’
possiamo scrivere
FCz1y e zn) = (01(21, 0 20), ooy G (215 -5 20))

con g; : D — C per ogni 1 < j < m diciamo che f & una mappa olomorfa se le
g; sono olomorfe.

Teorema 1.3 (Chain Rule). Dati DCC" e D' CC™ f: D' —-Ceg:D — D'
con [ olomorfa e g mappa olomorfa allora la funzione f o g é olomorfa in D.

Dimostrazione. Scriviamo g;(z) = u;j(z) + iv;(z) allora usando la Chain Rule
per funzioni reali si trova

Z 8f 8uk 6f 6’Uk

é)zj duy, 0% avk 9z
NA(0f of\om N1(0F | of ) o
22<8uk avk>azj +22<8vk+ auk)azj

k=1
72 af 3gk+ of 89k

dwy, 07;  Owy, 9z
con w = (Wi, ..., W) € D’. Dato che sia f che g sono olomorfe otteniamo

0f—0e‘99,k_0 O

oWy

Teorema 1.4 (Principio di identitd). Sia D C C" e f,g : D — C tali che
f(z) = g(2) per ogni z in un aperto non vuoto U C D allora f = g su D.

Dimostrazione. Sia 2 C D definito come
Q={z€eD: f(z) =g(2)}

allora  é chiuso perché preimmagine di 0 tramite la funzione analitica f — g,
inoltre per definizione di analiticita per ogni zy € € esiste un intorno U, in cui
vale

f(z) —g(z) = ZaJ(Zl —wi) (2 — wp)T

per ogni z € U,,. Da questo segue che U,, C €2 che quindi e anche aperto. [



Teorema 1.5 (Principio del massimo modulo). Sia D C C™ aperto e connesso
e f € Op, se esiste un punto w € D tale che |f(z)] < |f(w)| per ogni z in un
intorno di w allora f =g su D.

Dimostrazione. Sia x € D e per ogni y € D consideriamo la retta complessa
ry : & + Ay — x). Osserviamo che I'unione di queste rette ricopre D. Se
restringiamo f a r, N D otteniamo una funzione olomorfa di una variabile, per
il principio del massimo in una variabile f|, np = C,. Dato che tutte le rette
passano per x la costante é la stessa per ogni retta e quindi f & costante su
D. O

Definizione 1.6. Dato Q2 C C" aperto, f : Q — C olomorfa e zy € € possiamo
scrivere in un un intorno di zg

f(2) = p(z — 20) + Prt1(z — 20) + ...
dove i p; sono polinomi omogenei di grado . Diremo che:

1. f ha ordine totale k se k ¢é il piu piccolo indice tale che py non é identica-
mente nullo.

2. f é regolare di ordine k in punto w € Q nella variabile z,, se la funzione
di una sola variabile f(w1,ws, ..., w,_1,-) ha uno zero di ordine k in w;,.

Osserviamo che la definizione precedente é equivalente a richiedere che

fy=o AW o 0w ),

0zn k1 ozy

Lemma 1.1. Se f ¢é olomorfa di ordine totale k in un punto w, esiste un
cambiamento di coordinate lineare in C" tale che [ é regolare di ordine k nella
variabile z, mel punto w.

Dimostrazione. A meno di traslazione possiamo assumere che il punto w sia
Porigine di C", possiamo espandere f come

F) =3 pi(2)

con p(0) # 0, sia a = (ay, ..., a,) tale che pi(a) # 0 allora esiste una matrice
B = (b;;) tale che
aj
A=|p

Qn

é non singolare. Se effettuiamo il cambio di variabili z = A( la nuova funzione
g9(¢) = f(¢(z)) ha ancora ordine totale k ma g;(0,...,1) = fr(a1,...,a,) # 0
quindi g é regolare di ordine k in (,, nell’origine. O

Teorema 1.6. Data f olomorfa in un polidisco A(w,r) regolare di ordine k in
zn, allora esiste un polidisco A(w, ) C A(w,r) tale che per ogni (ay,...,an—1) €
A(w, 01, ...,0n—1) la funzione della variabile z,, f(a1,...,an—1,2,) ha esattamente
k zeri mel disco |z, — wy| < 0.



Dimostrazione. Per semplificare la notazione supponiamo a meno di traslazioni
w =0 € C". Per ipotesi f(0,...,0, z,) ha uno zero di ordine k in z, = k. Dato
che gli zeri di una funzione analitica di una variabile sono isolati esiste una
costante 0 < ¢, < r, tale che f(0,...,0,2,) # 0 se 0 < |z,| < §,, poniamo

inf |f(0,...,0,2,)] =€>0
|2n|=6n
Dato che f é continua in un intorno aperto del compatto z1 = 20 = ... = 2,1 =
0, |25,| = 0y, esistono costanti 0 < §; < r; per j =1,...,n — 1 tale che

Fro ) = F(0,n0,2)| <€ se 4171 <0 G =Tm =1

|Zn| =0n
Dato (a1, ...,an—1) con |a;| < §; consideriamo la funzione della sola variabile z,
flay,...,an—1,2n), usando il teorema di Rouché per funzione di una variabile
si ottiene che f(as,...,an—1,2,) ha lo stesso numero di zeri in |z,| < J, di
f(0,...,0, z,) che ne ha per ipotesi k. O

Nel teorema precedente abbiamo usato una versione leggermente diversa del
teorema di Rouché che dice questo

Teorema 1.7 (Rouché-Estermann). Se K C C ¢ un dominio complesso e f, g
sono olomorfe su K allora hanno lo stesso numero di zeri in K se vale la
sequente disequaglianza

1f(2) =92 < [f(2) +19(z)] VzecdK

Definizione 1.7. Sia Q C C™ un dominio, diremo che X C Q ¢é sottile se per
ogni z € X esiste un polidisco A(z,7) C €2 tale che A(z,7) N X & il luogo di zeri
di una funzione olomorfa non identicamente nulla.

Osserviamo che se X é sottile allora é chiuso inoltre per il principio del
prolungamento analitico la sua parte interna & vuota (i chiusi con parte interna
vuota in italiano sono detti magri mentre in inglese si trova spesso nowhere
dense).

Teorema 1.8 (Teorema di estensione di Riemann). Sia @ C C™ un dominio e
X C Q sottile, data f : Q\ X analitica tale che f ¢ localmente limitata in Q\ X.
Esiste un’unica F' olomorfa su §) tale che Fio\x = f

Dimostrazione. Ci baste definire F' in X. Dato w € X esiste un polidisco
A(w,r) tale che X N A(w,r) ¢ il luogo di zeri di una qualche g olomorfa.
Per il lemma [1.1] possiamo supporre che g sia regolare di ordine k in z,. Per
il teorem esiste un polidisco A(w,d) con A(w,8) C A(w,r) tale che, se
(21, ey Zn—-1) € A(wy, ...y Wp—_1,01, ..., 0n—1), la funzione g(z1, ..., zn—_1, zn), della
sola variabile z,,, ha k zeri se |z, —w,| < ¢, ed é non nulla se |z,| = §,,. Poniamo

ora ) '
F(Zl, veey 2 —/ f(Z — 7"'7zn—17§n) d¢,.
‘Cnfwnlzé‘n

~—

Fissato (, I'integranda é olomorfa come funzione delle variabili zq, ..., z,,_1, quin-
di anche F' é olomorfa come funzione delle variabili z1, ..., z,_1. Per la formula
di Cauchy in una variabile F' é olomorfa anche come funzione della variabile



Zn; inoltre F' & continua quindi per il teorema di Osgood é olomorfa in A(w, ).
Fissati z1,...,2,—1 la funzione f(z1,...,2n-1,2,) € olomorfa se |z, — w,| < ,
tranne in un numero finito di punti ed é localmente limitata in tutto il disco.
Per il teorema di Riemann in una variabile otteniamo che F' = f. L’unicita
segue dal fatto che X é nowhere dense. O

Teorema 1.9. Sia X un sottoinsieme sottile di un aperto connesso Q@ C C™
allora Q\ X & connesso.

Dimostrazione. Se cosi non fosse 2 \ X sarebbe sconnesso allora anche 2\ X
lo sarebbe. Possiamo scrivere Q2 \ X = D; U Dy con Dy, Dy aperti disgiunti,
definiamo ora la funzione
1 seze D
f(z) = {

2 se z € Dy

Dato che Q & connesso X N D; N D5 & non vuoto tuttavia la f non si estende in
modo continuo e questo contraddice il teorema precedente. O

2 Proprieta locali delle funzioni olomorfe

In questa sezione studieremo le proprieta locali delle funzioni olomorfe. Per
fare cio iniziamo introducendo una relazione di equivalenza. Dato z € C"
consideriamo le coppie

(U, f) (W,g)

con U,W intorni di z e f,g funzioni analitiche. Definiamo la relazione di
equivalenza nel seguente modo

U, f) ~ (W, 9)

se e solo se esiste V. C U N W intorno di z tale che fjy = gjy. Le classi di
equivalenza di questa relazione saranno chiamati germi. Nel seguito indicheremo
con f, il germe di f rispetto al punto z, nei casi in cui ¢id non comporti ambiguita
scriveremo solo f, = f. L’insieme dei germi di funzioni di variabile complessa
puo essere dotato di una struttura di anello nel seguente modo: dati due germi
f e g poniamo

o f-g=[fg]
o fig=[f+4]

dove f e g sono rappresentanti di f e g e [] indica la classe di equivalenza.
Segue subito dalla definizione che queste operazioni sono ben poste. Indicheremo
con Oy, 'anello dei germi di funzioni olomorfe di n variabili in z dotato delle
precedenti operazioni.

Teorema 2.1. L’anello O,, . é isomorfo all’anello delle serie convergenti cen-
trate in z.

Dimostrazione. Data una f € 0, ., consideriamo un suo rappresentate f e de-
finiamo la mappa ¢ che associa a f la sua serie di Taylor. Osserviamo che ¢ é
un ben definito omomorfismo di anelli . Vediamo che ¢ é surgettiva, infatti una



serie convergente definisce una funzione olomorfa f, quindi come preimmagine ci
basta prendere f. Vediamo che ¢ ¢ iniettiva, infatti se una funzione analitica ha
serie di Taylor nulla allora é nulla, per il principio del prolungamento analitico
si ottiene che f = 0 e quindi il nucleo di ¢ é banale. O

Osserviamo che O, . ¢ un dominio di integrita, ossia se fg = 0 allora almeno
una tra f o g & 0. Fissati due rappresentanti f e g tali che f(z)g(z) = 0 se
esiste zg tale che f(zg) # 0 allora esiste un intorno U tale che f(z) # 0 per
ogni z € U. Ma allora g(z) = 0 per ogni z € U e quindi g = 0. Inoltre O,, , &
chiaramente isomorfo a O,, o, nel seguito per semplicita di notazione lavoreremo
solo con questo anello che chiameremo O,,.

L’ obiettivo principale di questa sezione diventa quindi studiare I’anello O,,,
per fare cio osserviamo che esiste un’ immersione naturale O,_1; < O,. Se
inoltre consideriamo ’anello dei polinomi nell’indeterminata z, a coefficienti in
O, _1 otteniamo le seguenti immersioni

on—l — On—l[zn] — On

Definizione 2.1. Data f € O,, diremo che ¢ regolare di ordine k in z, se esiste
un rappresentante f regolare di ordine k in z, nel punto 0.

Definizione 2.2. Un polinomio di Weierstrass di grado k > 0 é un elemento
h € Oz,] della forma

k k—1
h=z +az, +  ay_12, +ax
dove gli a; € O,,—1 non sono unita.

La definizione precedente ci invoglia a studiare le unita di O,. Per fare questo
ricordiamo che f € O,, &€ un’unita se il suo inverso moltiplicativo appartiene
a 0,. Osserviamo che data f € O,, e preso f un suo rappresentante tale che
f(0) # 0 per continuita esiste un intorno U di 0 tale che f(z) # 0 per ogni
z € U. La funzione f~1(2) ¢ olomorfa in U ma allora f~! € O, viceversa
data f unita di O,, abbiamo che f(f~1) = 1 quindi ogni rappresentante ¢ tale
che f(0) # 1. Dunque le unita di O,, sono i germi di funzioni non nulle in 0.
Quindi la definizione precedente puo essere riformulata chiedendo che le a; non
si annullino in 0.

Teorema 2.2 (Preparazione di Weierstrass). Data f € O,, regolare di ordine k
in z, esiste un unico polinomio di Weierstrass h € O,,_1[z,] di grado k tale che
f =gu con u unita di O,,.

Prima di procedere alla dimostrazione ricordiamo alcune proprieta dell’indica-
tore logaritmico. Se f é una funzione olomorfa di una variabile che ha uno zero
di ordine k in zy possiamo scrivere f(z) = (z — 29)¥h(2) con h olomorfa che non
si annulla in 0. Calcolando la derivata troviamo

F(2) = k(z — 20)" "h(z) + (2 — 20) " (2)

e quindi




. . . N . . .
dato che A non si annulla in zy; abbiamo che % ¢ olomorfa in un intorno di zg e
per il teorema dei residui

dove v é una curva che parametrizza una circonferenza centrata in zy percorsa
una volta in senso antiorario e che non contiene altri zeri di f. Abbiamo trovato

che ) ,
L [T, g
2mi )., f(2)
Prendendo ora una curva v qualsiasi si trova

BN ENC)
2mi /., f(2)

dz = #{zeri di f circondati da ~ contati con molteplicita}.

Ripetendo il precedente calcolo con la funzione % con g olomorfa si ottiene

2mi ), f(2) weZ )

dove Z(f) &I’ insieme degli zeri di f circondanti da -y contati con molteplicita.
Se prendiamo g(z) = 2" otteniamo la formula

AN FUCCONE S

2mi J., f(z) weZ i)

che ci servira nella dimostrazione del teorema Ricordiamo ora alcune pro-
prieta delle funzioni simmetriche. Nel seguito indicheremo con S,, 'insieme delle
permutazioni su n elementi.

Definizione 2.3. Sia X un insieme, diremo che f : X" — C & simmetrica se
per ogni o € S,, e per ogni (z1,...,x,) € X™ vale

f(xl, axn) = f(xo(l)a "',xo(n))

Definizione 2.4. Definiamo per ogni 1 <14 < n la i-esima funzione simmetrica
elementare e¢; : X™ — G come

€i(X1y s Ty) = Z Hsr:j

=i jeI
IC{1,...,n}

Ad esempio per n = 4 abbiamo
e =1 +IL’2+’I’3+1‘4
€9 = T1To + Tok3 + X3X4 + T1T4 + 42 + X123
€3 = T1LoL3 + ToX3Tyg + T1X2X4 + L1232

€4 = T1T27374

Teorema 2.3. Sia A un anello e p: A™ — C un polinomio simmetrico. Allora
p € un polinomio nelle funzioni simmetriche elementari.



Ad esempio

2 2 2 2 2
129 + 1Ts + 2125 + v5xs + xoxs + x571 = (1 + T2 + x3) (T122 + X273 + T3x1) — 3T 12273

= €162 — 363

osserviamo inoltre che vale la formula

(X — xl) = X" e X" p e X" — 4 (1),
=1

(2

Lemma 2.1. Definiamo la k-esima somma di Newton come

n
Sk = E JSIIC
i=1

allora le funzioni simmetriche elementari sono polinomi in Sk.

Dimostrazione. Per semplificare la dimostrazione introduciamo delle notazioni.

e Se x = (x1, ..., xy) poniamo 2’ = (z1,...,Tp—1) cosi & = (', z,).
n—1

e Se sy ¢ la k-esima somma di Newton allora s, = E zh.
i=1

e Se ey, ¢ la k-esima funzione simmetrica elementare e), ¢ la k-esima funzione
simmetrica elementare sulle variabili x4, ..., x,_1.

e Per comodita di notazione poniamo eg =1ee; =0 peri <0o0i>n.

Osserviamo che, pe ogni [ = 1, ..., n, valgono le seguenti formule

/ l
s =8 +x,

er=¢)+xpe)
Per dimostrare il teorema ci basta verificare la seguente formula
S =8k —e15k_1 + exsp_o+ ... + (—1)k_1ek_151 + (—1)kk€k =0
infatti in questo modo otteniamo

S1 = €1

— 89+ e151 = 269

Sk — €185—1 + €282 + ... + (—1)" Tep_151 = (—1)F key,

e sostituendo ogni formula nella successiva ottengo la tesi. Dimostriamo adesso
che fi = f.—xy f],_, in questo modo 'uguaglianza fj, = 0 seguira per induzione
su n. Possiamo scrivere

_ / / / k—I\ _ 1 / k—1_1 k—I1+1 1
ersp—1 = (€] + Tney_1)(Sp_y + T, ") = €Sp—t + Tnei18, T, @ F T, €y

10



erp18h—1-1 = (€]41 + Tne))(sk_y_y + 2y ')

/ / k—1—1_7 k—1
= €1115k—1—1 T Tn€l-1Sk_;_1 T T, e T, e
e quindi otteniamo
k
/ k—1 1
Fo=> (=1 epsi.
1=0

Inoltre (tenendo conto dei segni) il terzo addendo di ogni termine viene can-
cellato dal quarto del termine successivo. Consideriamo il primo termine s e
I'ultimo termine (—1)*key. Il terzo addendo del primo termine ¢ 0 mentre per
quanto riguarda l'ultimo termine abbiamo (—1)*ke;, = (—=1)*(e}, + zne}_,), ©
confrontandolo con il penultimo

(—D)* epo1st = (=1 Hef_y + Tnel_o)(sh + )

= (=D)" Mef_1 5] + Tnel o8] + Tnel_y T hE) o)

quindi
k-1
_xnfllcfl = (an(_l)k_l_‘_legskl) + (.’L’n(—:[)k_l(k’ — 1)6%1) .
1=0
La formula é dunque dimostrata e la tesi segue per induzione su n. O

Possiamo adesso dimostrare il teorema di preparazione di Weierstrass

Dimostrazione. Data f € O, sia f un suo rappresentante. Usando il lemma
1.1] possiamo supporre che f sia olomorfa in un polidisco A(0,r) e regolare di
ordine k nella variabile z,. Inoltre per il teorema [1.6|esiste un polidisco

A(0,6) < A0, 7)

tale che per ogni (21,...,2n—1) € A(0,d1,...,0n,—1) la funzione f(z1,...,2,) del-
la sola variabile z, ha esattamente k zeri nel disco |z,| < J,. Chiamiamo
D1(21, ey Zn-1), +e, Gk(21, ..., Zn—1) tali zeri (che possono eventualmente essere
ripetuti). Per quanto detto prima

e ¢,(0,...,0) = 0 perché f & regolare di ordine k in 0
o |du(21, oy 2n—1)| < n se (21,..y2n-1) € A0,81, ..., Ip—_1).

Definiamo ora la funzione

k
h(Zl7 ,Zn) = H (Zn - ¢V(217 “wzn*l))

k
n

=

—e1(21, ey 2n1) 2 L (D Per(21, 0 Zno1)

dove le e, sono le funzioni simmetriche elementari di {¢,(z1,..., 2n_1)}5_;.
Vediamo adesso che le e, sono olomorfe. Possiamo scrivere

i 1 Of (21, ey 2n1,C) cr
Sp = I;¢v(217...,2n—1) = i s, ¢ f(Z1, ---,anuC)dC.
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La funzione f(z1,...,2n—1,¢) & diversa da 0 se |z1] < 01,...,|2n—1] < On—1
e |¢| = dp, dunque la somma delle ¢, definisce una funzione olomorfa in
A(0,61,...,0p—1). Le funzioni e, sono polinomi nelle somme s, per il lemma
dunque sono olomorfe e quindi ~ ¢ olomorfa. Dato che ¢,(0,...,0) = 0 si
ottiene ¢,(0,...,0) = 0 e dunque h ¢ un polinomio di Weierstrass. Per come &
stato definito & chiaro che h sia 'unico polinomio con gli stessi zeri di f. Ve-
diamo ora che u = % ¢ olomorfa e non si annulla in A(0,6). Per ogni fissato
(Z]_, ey anl) S A(O, 01, ..., 6n71) il quoziente

f(z1, . 2n)

Ut 2n) = P

non si annulla |z,| < d,. Infatti u & nullo se e solo se f lo &, ma allora se ¢, &
uno zero possiamo scrivere

f(z1, 0 2n) (20— ¢0) (21, o0y 20)

h(Zl,...,Zn) (Zn _¢u)lq(217"'7zn)

con k e q che non si annullano in (21, ..., ¢,) e quindi w non si annulla in |z, | < §,,.
Vediamo che u é olomorfa, siano

M = max z
2€A(0,8) |f( )|

m = min |h(2)]
|21|<617"'1|Z7171|<67171’
IZn|:6n

allora |u(z)| < X per ogni z € A(0,01,...,0,-1) x {|zn| = 6} e per il principio
del massimo modulo applicato alla sola variabile z, si ottiene che la precedente
disuguaglianza é vera per ogni z € A(0,d). Quindi u si estende ad una funzione
olomorfa per il teorema di Riemann. O

Teorema 2.4 (Teorema di divisione di Weierstrass). Sia h € O,_1[z,] un
polinomio di Weierstrass in z, di grado k. Qualunque f € O,, puo essere scritta
in modo unico come

f=gh+r

cong € Op er € Op_1[z,] & un polinomio di grado minore di k. Inoltre se
f e 0,_1]zn] anche g € Op—1]zn).

Dimostrazione. Siano f e h due rappresentati dei germi f e h olomorfi in un
polidisco A(0,7). Per il teoremdl.6] esiste un polidisco A(0,5) € A(0,r) tale

che h(z) # 0 se |z1| < 01, ..., |Zn—1| < On—1 € |2n| = 0,. Definiamo la funzione
1 f(zla"'vzn—laC)
Z1y ey Zn) = = d
9(=1 n) 2mi /IC—5n h(z1y ooy 2n—1,C)(C — 2n) ¢

che per quanto detto ¢ olomorfa in A(0, 9).
Dunque la funzione r(z) = f(z) — g(z)h(z) & olomorfa nello stesso polidisco. Per
il teorema dei residui abbiamo l'identita

[¢|=6n

T omi C—zn

12



e quindi troviamo

_ L f(217---72n—170 L f(zl7"'7zn—17g)
Tz, 2n) = 2mi /|g|_5n ¢—2n d 2mi Ji¢|=s, P21, 2n—1,0)(C — 2n)
— L f(Zl, "'7271—174) |:h(21, "~7Zn—13<) — h(zlv '-'7271—172”) dC
210 Jy¢j=s, M(21, s 2n-1,C) -2z

e, ricordando come sono definiti i polinomi di Weierstrass, troviamo che i termini
noti si semplificano. Quindi ’espressione tra parentesi quadre si scrive come

(CF—2h) +ar (T —2F ) 4+ ot ap—1(z1, 0 20) (C— 20)
Ci Zn

e quindi 7 é un polinomio in z, di grado al pit k¥ — 1. Vediamo adesso 'unicita.
Supponiamo f = gh + r = g;h 4 r; e prendiamo dei rappresentati olomorfi in
un polidisco A(0,r). Per il teorema esiste un polidisco A(0,d) € A(0,r)
tale che se (z1,...,2n—1) € A(0,01, ..., 0,—1) allora la funzione h(z,...,2,) ha k
zeri in |z,| < d,. La differenza r(z) — r1(2) = h(2)(91(2) — g(2)) & un polinomio
di grado k — 1 quindi ha k zeri se e solo se ¢ il polinomio nullo. Inoltre O,
¢ un dominio di integrita, quindi necessariamente g1 (z) — g(z) ¢ identicamente
nullo. O

3 Conseguenze dei teoremi di preparazione e di-
visione

In questo capitolo richiameremo alcune proprietd degli anelli noetheriani. Do-
podiché tramite il teorema di divisione di Weierstrass vedremo che O,, ¢ un
dominio a fattorizzazione unica e che é noetheriano.

Definizione 3.1. Sia A un dominio di integritd con unitd, diremo che A &
un dominio a fattorizzazione unica (in breve UFD) se ogni elemento di A, ad
eccezione delle unita, si puod scrivere in modo unico come prodotto di un numero
finito di elementi irriducibili, e tale scrittura € unica a meno dell’ordine.

Definizione 3.2. Sia A un anello, diremo che A & noetheriano se vale equiva-
lentemente una delle seguenti proprieta:

1. Ogni insieme non vuoto di ideali ha un elemento massimale.
2. Ogni catena ascendente di ideali é stazionaria.
3. Ogni ideale ¢ finitamente generato.
Teorema 3.1. Le tre proprieta della definizione sono equivalenti.

Dimostrazione. 1) = 2) Sia a; C a;+1 una catena ascendente di ideali.
L’insieme {a;}; ha un elemento massimale quindi la catena é stazionaria.

2) = 1) Sia T un insieme di ideali, ogni catena di T" ¢ stazionaria e per il lemma
di Zorn T contiene un elemento massimale.

3) = 2) Sia a; C a;4+1 una catena ascendente di ideali e sia a = U;a; allora a & un
ideale quindi a = (z1, ..., zy), sia k il piu piccolo indice tale che z1,...,z, € aj
allora a;, = a.

13

d¢



2) = 3) Sia a un ideale e sia ¥ I'insieme di tutti gli ideali finitamente generati
contenuti in a. Dato che ¥ contiene lo 0 é non vuoto, inoltre dato che 2) = 1)
otteniamo che Y ha un elemento massimale, sia ag tale elemento. Se ag = a
abbiamo finito. Altrimenti considero x € a \ ag, I'ideale ag + () ¢é finitamente
generato e contiene ag contraddicendo la massimalita. O

Definizione 3.3. Siano A, B,C anelli, una successione esatta corta & una
successione di morfismi del tipo

0—A-LBS oo
con f iniettiva, g surgettiva e kerg = Im f.

Teorema 3.2. Data una successione esatta corta come nella definizione[3.3, A
e C' sono noetheriani se e solo se B lo é.

Dimostrazione. < Basta osservare che ogni catena di ideali in A o C corrisponde
ad una catena di ideali di B.

= Se (a;) ¢ una catena ascendente in B allora f~!(a;) ¢ una catena ascendente
di ideali in A quindi é stazionaria. Inoltre g(a;) € una catena ascendente di
ideali in C e quindi ¢ stazionaria, allora anche (a;) lo é. O

Da questo teorema si ottiene che, sottoanelli, quozienti e prodotti di noetheriani
sono noetheriani.

Definizione 3.4. Sia M un A-modulo, M si dice noetheriano se ogni sottomo-
dulo é finitamente generato.

Tutte le considerazioni precedenti, con lievi modifiche, si applicano anche ai
moduli. Ricordiamo i seguenti teoremi.

Teorema 3.3 (Lemma di Gauss). Sia A un UFD allora A[z] é un UFD.

Teorema 3.4 (Della base di Hilbert). Se A é noetheriano allora Alx] & noe-
theriano.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo A[z] non sia noetheriano. Esiste I
ideale non finitamente generato. Costruiamo una successione di polinomi nel
seguente modo

e po € un polinomio di grado minimo in 1.
e p, & un polinomio di grado minimo in I — (pg, ..., Pr—1)-

Chiamiamo con a; il coefficiente direttore di p; e con d; il grado di p;. Sia J
I'ideale generato dagli a; e osserviamo che J é un ideale di A e quindi é finita-
mente generato. Sia N tale che J = (ag,...,any—1) € osserviamo che possiamo
scrivere ay = Zij\;l e;a; con e; € A. Consideriamo il polinomio

per definizione ¢ & un polinomio di grado dy che appartiene a (pg,...,pN—1),
inoltre il suo coefficiente direttore & vagol e;a; = ay, dunque py(z) —g(x) & un
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polinomio di grado dx—1 che appartiene a I perché sia py che ¢ vi appartengono.
Tuttavia py(z) — ¢(x) non appartiene a (po, ..., py—1) poiché se vi appartenesse
avremmo

pn(z) = pn () — q(z) + q(x)

quindi py(x) apparterrebbe a (po,...,pn—1). Allora py(z) — ¢(z) sarebbe un
polinomio di grado minore di dy e questo é assurdo perché dy € il minimo grado
in— (p07 "'7pN71)-

O

Vediamo adesso alcune conseguenze dei teoremi di preparazione e divisione.

Teorema 3.5. Un polinomio di Weierstrass h € O,_1[z,] & riducibile in O,
se e solo se & riducibile in O,,_1[z,]. Inoltre se h é riducibile tutti i suo fattori
sono, a meno di unitd di O, _1[z,], polinomi di Weierstrass.

Dimostrazione. Supponiamo che h sia riducibile in O,,, possiamo scrivere h =
g1 - g2 con gq,g2 non unitd di O,,. Applicando il teorema di preparazione di
Weierstrass otteniamo

g1=ui-h;y gz=uz -hy

con uj,uz € O, unitd e hy,hy € 0,,_1[2,] polinomi di Weierstrass. Possiamo
quindi scrivere
h = (1)(h) = (u1 - uz)(hy - hp)

e utilizzando 'unicita del teorema di Weierstrass otteniamo u;us = 1ehi1hy = h.
Quindi h é riducibile in O,_1[z,] e i sui fattori, a meno di unita, sono polino-
mi di Weierstrass. Supponiamo ora h sia riducibile in O,_1[z,]. Scriviamo
h=g; g con g1,82 € 0,_1[2,] non unita. Se g; fosse un’unita di O,, allora
potremmo scrivere g% = go. Per il teorema di divisione di Weierstrass ottenia-
mo g% € Op—1[zn] ma questo ¢ impossibile perché g; non & un’unita di O,,_1[z,].
Nello stesso modo si dimostra che go non & un’unita di O,,. O

Teorema 3.6. L’anello O, é un UFD.

Dimostrazione. Procediamo per induzione su n.

Se n = 0 allora Oy = C che sappiamo essere un UFD. Supponiamo che O,,_;
sia un UFD. Per il teorema anche 0,_1[z,] ¢ un UFD. Sia f € O,, a
meno di cambi di variabili possiamo supporre che f sia regolare in z,. Per il
teorema di preparazione di Weierstrass possiamo scrivere f = u-h dove u € O,
¢ un’unitd e h € 0,,_1[z,] & un polinomio di Weierstrass. Per ipotesi induttiva
possiamo scrivere h in modo unico come prodotto di unita e polinomi irriducibili
in 0,,_1[zy], tali polinomi sono irriducibili anche in O,, per il teorem O

Teorema 3.7. L’anello O, é noetheriano.

Dimostrazione. Procediamo per induzione su n.

Se n = 0 allora O,, = C ¢& noetheriano. Supponiamo O,,_; sia noetheriano, per
il teorema [3.4] anche O,,_1[z,] & noetheriano. Sia I C O,, un ideale e sia g € I,
a meno di un cambio di coordinate possiamo supporre g sia regolare in z,. Per
il teorema di preparazione troviamo u~'g = h con h polinomio di Weierstrass
e u unita di O,, dunque possiamo inoltre assumere che g € I N O, _1[z,] sia

15



un polinomio di Weierstrass. Dato che I N O, _1[z,] & un ideale di O,_1[z,] &
finitamente generato, siano g, ..., gk dei suoi generatori. Vogliamo dimostrare
che g, g1, ..., gk generano tutto l'anello 1. Per il teorema di divisione, per ogni
f € I possiamo scrivere f =gh +r conr € O,_1[z,], maf € I e g € I quindi
ancher € I dacuir € O,_1[z,] N I. Otteniamo allora che

k
r= Z hig; con h; € 0,_1[z,]
i=1

e quindi
k

f:gh+2higi

i=1

4 Insiemi Analitici

Prima di procedere con lo studio degli insiemi analitici richiamiamo alcune
nozioni sulle varieta.

Definizione 4.1. Sia X uno spazio topologico di Hausdorff e a base numerabile,
diremo che X & una varieta se per ogni x € X esiste un intorno U di z, un aperto
V C R™ e un omeomorfismo ¢ : U — V.

Con riferimento alla definizione precedente
e n ¢ detto dimensione della varieta.
e La coppia (U, ¢) & detta carta.

e Se % = (Uy, da)aca € una famiglia di carte tale che X = UyeaU, diremo
che % ¢é un atlante.

Siano (U, ¢1) e (Ua, ¢2) due carte con = € Uy, Us, possiamo considerare U; NUs
sul quale sia ¢1 che ¢ sono definite. Consideriamo il cambio di carta definito
come

prody ! i d1 (U NUz) CR™ — ¢o(Uy NUz) CR™

per questa applicazione possiamo richiedere una certa regolarita.

Definizione 4.2. Sia X una varietid e % un suo atlante, diremo che X ¢ C* se
tutti i cambi di carta di % sono C*.

Definizione 4.3. Sia X una varietd C* ¢ Y un suo sottospazio, diremo che Y
& una sottovarietd se € una varietd con la struttura indotta da X.

Ricordiamo adesso un criterio che fornisce una condizione sufficiente affinché
il luogo di zeri di una funzione almeno C' sia una varieta.

Teorema 4.1. Sia f : R” — R™ con m < n una funzione C*, definiamo
X = {o € R*|f(2) = 0}

se per ogni x € X wvale rank((V f)(x)) = m allora X é una sottovarietd di R™
di classe C* di dimensione n —m.
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Teorema 4.2. Sia X una sottovarietd di R™ di dimensione m e classe C*. Per
ogni o € X esiste un intorno U di xo in R™ e una f : U — R™ di classe C*
con (Vf)(x) di rango n —m per ogni x € U e tale che

XNU={zeU]| f(x)=0}
Esempio 4.1. Consideriamo la sfera S"~' C R"
S"t = {z e R™|(z,z) = 1}.

Osserviamo che S*~1 ¢ il luogo di zeri della funzione f(x) = (z,x) il cui gra-
diente ¢ 2z che é nullo se e solo x = 0 il quale non appartiene a S*~1. Per il
teorema S*=1 ¢ una sottovarieta C> di R™ di dimensione n — 1.

Esempio 4.2. Sia o : R” — R una funzione di classe C*, allora il suo grafico
T ¢ una sottovarieta di R™ di classe C*. Le carte locali sono le proiezioni
sulle prime n coordinate ossia w: TNU — R™ e l'inversa locale é (1, ..., Tp) —

(xlv "'73:%70‘(7:17 cey xn))

Esempio 4.3. Consideriamo il sequente insieme

X = {(a,y) € B2ly* = 2}

Non possiamo applicare il teoremaperché il gradiente di y> —x? si annulla in

0, quindi non possiamo dire nulla sul fatto che X sia o non sia una sottovarieta
di R%. La mappa t — (t2,13) definisce un omeomorfismo tra R e X, quindi ¢
possibile mettere una struttura di varieta su X, ma tale struttura non é detto che
sia indotta da quella di R?. Se X fosse una sottovarieta di R?, per il teorema
dovrebbe esistere un intorno U di (0,0) in R? e una f: U — R di classe C!
tale che (Vg)(x) # 0 per ogni x € U e

XNU={zeU]| f(x)=0}.

Tuttavia la mappa h(t) = (t2,t3) definisce un omeomorfismo tra R e X e
calcolando la derivata di g(h(t)), per ogni g che si annulla su X otteniamo

dg(h(t dg(t?,t3 dg(t2,3
o dolh(t) _ 99t #),, | 992t
dt ox Jy
Da qui si trova che % = 0, calcolando anche derivata seconda e terza si
ottiene anche %(1);0) = 0. Quindi Vg(0,0) = 0 ma questo contraddice quanto

detto prima.

Possiamo estendere la nozione al caso complesso chiedendo che i cambi di carta
siano funzioni olomorfe, in questo contesto vale un fatto analogo al teorema [£.1]

Teorema 4.3. Sia f: C" — C una funzione olomorfa, definiamo
X ={zeC"|f(z) =0}

se per ogni x € X wvale Vf(z) # 0 allora X ¢é una sottovarieta di C" olomorfa
di dimensione complessa n — 1. In questo caso

i) = (2, 24)
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Esempio 4.4. Consideriamo in C? il cono quadratico
X = {(z,y,2) € C)22 = ay}.

Osserviamo che X é il luogo di zeri di una funzione olomorfa il cui gradiente é
nullo in 0. Vediamo che X non é una varieta nemmeno continua. Dal teorema
[£-3 otteniamo che se X fosse una varieta allora avrebbe dimensione reale 4
(basta osservare che il gradiente non & singolare in tutti gli altri punti di X ),
dunque 0 dovrebbe avere un intorno omeomorfo ad un aperto di C*> = R*, che
possiamo supporre essere D* il cui bordo ¢ S*. Consideriamo la mappa (t1,t2) —
(3,13, t1t2), tale mappa ha fibra di cardinalita 2 ed é un rivestimento doppio del
bordo di D*, ma questo contraddice la semplice connessione di S®. Quindi X
non € una varieta nemmeno continua.

Iniziamo ora lo studio degli insiemi analitici.

Definizione 4.4. Sia U C C" un dominio complesso, un sottoinsieme V C U ¢é
un insieme analitico se ogni z € U ammette un intorno U, e esistono fi,..., f;
funzioni olomorfe in U, tale che

VAU, ={zeU,| fi(x)=0,..., fi(z) =0}.

Osserviamo che con tale definizione V' ¢é localmente il luogo di zeri di un numero
finito di funzioni olomorfe.

Lemma 4.1. Sia U C C" un dominio complesso e V. C U un insieme analitico.
V' ¢ chiuso, magro e se U & connesso U\ V & connesso.

Dimostrazione. e Chiusura: Sia z, — z con z, € V e z € U vediamo che
z € V. Per ipotesi esiste U, tale che

U.NV={zelU,]| fi(z) =0,..., fe(x) =0}.

Per n abbastanza grande z, € U, e fj(z,) = 0. Dunque per continuita
fi(z) =0dacui z € U, NV e quindi z appartiene a V.

e Magro e non sconnette: Osserviamo che V' é sottile per la definizione

quindi é magro e non sconnette U per il teorema [1.9
O

Estendiamo la nozione di germe nel seguente modo, dato K un chiuso in C"
consideriamo la seguente relazione di equivalenza. Diremo che

U f)~V.9)

con U e V aperti contenenti K e f € s(U) e g € (V) se esiste W che
contiene K con W C U NV tale che f e g coincidono su W. Indichiamo con
Ok 1" insieme delle classi di equivalenza e lo chiamiamo insieme dei germi su K.
Introduciamo adesso alcune notazione.

o Indichiamo con Of il modulo libero di rango ¢ su O,, ossia la somma
diretta di ¢ copie di O,,.

e Indichiamo con s (U) I'insieme delle funzioni olomorfe definite sull’aperto
U, alcune volte chiameremo questo insieme anche Og.
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e Indichiamo con fy il germe nell’origine di f

e Se ./ é un sottomodulo di O? e K & un chiuso che contiene 'origine
indichiamo con

My = (£ €O | fo .M}

Teorema 4.4 (Teorema di divisione di Weierstrass esteso). Sia h una funzio-
ne olomorfa definita in un intorno aperto di un polidisco chiuso A(0,r), tale
che il germe di h nell’origine & un polinomio di Weierstrass in z, di grado k.
Supponiamo che per ogni (ay,...,an_1) € A(0,71,...,7n_1) tutte le k soluzioni
di h(ay, ..., an—1, 2n) soddisfino |z,| < rn, allora si puo scrivere

f=gh+p

con g € Ox,r) €P € OA(O,rl,...,rn,l)[zn]-

Dimostrazione. La dimostrazione é sostanzialmente identica a quella del teore-
ma di divisione, in particolare basta osservare che ognif € Oz, € larestrizione
di una qualche funzione definita su un polidisco A(0,r + €) con € = (ey, ..., €).
Basta quindi scegliere € con norma abbastanza piccola tale che le ipotesi valga-
no anche in questo secondo polidisco, le relazioni usate nella dimostrazione del
teorema 2.4 ci danno le funzioni cercate. O

Teorema 4.5. Sia U un intorno dell’origine in C" e g1,...,9, € O, sia
A C O il sottomodulo generato dai germi di gu, ..., gq nell’origine. A meno di
cambiare coordinate, esiste un polidisco A(0,7) C U tale che ogni f € O, i

puod scrivere come
q
f= E h;G;
Jj=1

con h; € 050,y € G; germe di G nell’origine.

Dimostrazione. Procediamo per induzione su n, se n = 0 non c’é nullo da di-
mostrare. Per semplicita facciamo solo il caso p = 1, per p > 1 la dimostrazione
si puo fare ancora per induzione, stavolta su p. Supponiamo p = 1 quindi le G
sono funzioni olomorfe a valoriin Ce .Z € O,, é I'ideale generato dai germi delle
G;. A meno di cambiare sistema di coordinate possiamo supporre G regolare
di ordine k nell’ultima variabile. Possiamo applicare il teorema di preparazione
di Weierstrass e scrivere
G =u;p;

con u; unita di O, e p1 € O,,_1[2,] polinomio di Weierstrass di grado k. Usando
la versione locale del teorema di divisione di Weierstrass possiamo scrivere

F:F/p1+F

dove F € O,,_1[2,] N .# & un polinomio di grado al pitt k¥ — 1. L’insieme di
questi F forma un O,,_; modulo (ci basta infatti considerare i coefficienti del
po_linomio). Per noetherianita esistono pi, ..., Ps che generano .#, dato che
M C M possiamo scrivere
q
P = Z aij Gj.
j=1
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Sia V' C U un intorno aperto dell’origine abbastanza piccolo tale che uz, p1, Pi, ajj
abbiano un rappresentante olomorfo in V. Per ipotesi induttiva esiste un poli-
disco A(0,7) € C™~! tale che la tesi del teorema ¢ vera se applicata a .# gene-
rato da P, ..., Ps. Utilizzando il teorema [1.6] possiamo supporre che il polidisco
A(0,7) sia tale che p; rispetti le ipotesi del teorema di divisione Weierstrass glo-
bale. Data ora F € .#x ) possiamo scrivere F = F'p; + Fcon F' € A0,
eF ¢ Oﬁ_LD con D = A(0,71,...,7,_1). Applicando lipotesi induttiva a F

abbiamo .
F=Y b;p,
j=1

con b; € 0,1 p. Ma allora

S q

_ FG, . FG . _ FG

quindi

s q S q
F = (1111F/ + Zbiaﬂ)Gl + Z(Z biaij)Gj = Zthj
7j=2 “i=1 j=1

i=1

Il passo induttivo é quindi dimostrato.
O

Per ora abbiamo parlato di insiemi analitici, e li abbiamo definiti come insiemi
che sono localmente luoghi di zeri di un numero finito di funzioni olomorfe.
Applichiamo quanto studiato a famiglie di funzioni olomorfe.

Teorema 4.6. Sia .F una famiglia di funzioni olomorfe definite su un aperto
U, l'insieme

V(y)z{x€U|f(x)=0Vf€9’}
é un insteme analitico.

Dimostrazione. Sia z € V(%) e sia I, l'ideale generato da {f, : f € Z}, per
noetherianitd esistono g, ..., gk che generano l’ideale. Dato che i g; appartengo-
no allideale generato da .# si pud scrivere g; = > hy;f; , con f; , germiin in z di
feFehyeO,,. Usandoil teoremapossiamo trovare un polidisco A(z, r)
abbastanza piccolo tale che, se f € Oa(.,) e f. € T allora f = 3 h;g;. Questo ci
permette di dimostrare che V(%) N A(z,7) = V(g1,...,9x) N A(z,7). Vediamo
questo ultimo fatto, se f € .F allora f = > h;g; quindi, se 2 annulla tutta le
g; allora annulla anche f e dunque V(g1,...,9x) N A(z,7) C V(%) N A(z,r).
Tuttavia tutte le g; sono in .# e questo dimostra 'altra inclusione. O

Vediamo che la definizione di germe si puo estendere anche a sottoinsiemi di C”.

Definizione 4.5. Siano X e Y sottoinsiemi di C". Diremo che tali insiemi
sono equivalenti in z se esiste un intorno U di z tale che X NU = Y NU.
Una classe di equivalenza di questa relazione la chiameremo germe di insiemi
nel punto z, e lo indicheremo con X. Osserviamo che se X;, X5 sono germi
di insiemi allora anche X; U X2, X1 N X2, e X; \ X2 sono ben definiti germi
d’insiemi. Chiaramente si possono estendere queste operazioni ad un numero
finito di insiemi.
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Possiamo definire il luogo di zeri di un germe, infatti se f & un germe e (f1,U1)
(f2,Uz) sono suoi rappresentati allora gli insiemi

{$6U1|f1($):0} {$€U2|f2($)=0}

sono equivalenti. Quindi possiamo definire V (f) come la classe di uno dei luoghi
di zeri di un rappresentante.

Definizione 4.6. Sia €0,, e X un germe di insieme, diremo che f si annulla
su X se X C V(f).

Definizione 4.7. Diremo che X ¢ il germe di un insieme analitico se esistono
fi,...,fk € O, tali che X = V(f1)n,...,NV (fx).

Per semplicita di notazione scriveremo V (f1)N,...,NV(fx) = V(f1,...,fx) e in-
dicheremo con £, I'insieme dei germi di insiemi in 0. Osserviamo che

V(fl, fk) n (gl, . gh) = V(fl, ey T, 81, ...,gh)
V(fl, fk) U (gl, ...,gh) = V(figj ;1<i<k1<j< h)

da questo segue che che se U,V € &, allora anche VNU e VN U apparten-
gono a %B,.

Definizione 4.8. Dato V € 4,, definiamo
e lideale di V come #(V)={f € O, |f si annullasu V}
e se A C O, definijamo V(A) = Ngca V(f)

Lemma 4.2. 1. ¢Z(V) é un ideale di O,,.
2. V(A) é un ben definito germe di insieme analitico.

Dimostrazione. 1. Se f. g si annullano su V allora lo stesso vale per f + g e
f-hconhe O, equindi é un ideale.

2. Sia _Z lideale generato da A C O,, per noetherianitd ¢ & generato

da g, ..., g, affermiamo che V(A) = V(gy,...,g¢). Infatti ogni h € A

si annulla su V(A), quindi ¢ si annulla su V(A) e dunque V(4) C

V(gi,...,gt). Sia ora z € V(g1,...,8t), per il punto precedente x annulla
tutti gli elementi di # ma _# contiene A quindi z € V(A).

O

Elenchiamo adesso alcune proprieta di # (V) e di V(I) con I ideale.
Teorema 4.7. Valgono i sequenti fatti
1. V1 2 Vg allora 7(V)C #Z(V).
Vi #Vyallora 7 (V1) # 7(V1).
FV) =/ T V).
I, D I allora V(I;) C V(I3)
V(/(A) =A
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6. V(I)=V(/I)
7. (V1) 2 VI

Dimostrazione. 1. Se f si annulla su V; a maggior ragione si annulla su V.

2.

Siano Vi (f1,...; fm) € Va(g1,...,gx) rappresentati di Vi e Vg rispettiva-
mente. Dato che sono diversi, per ogni intorno di zero W vale

Vl(fla ,fm) nw 7& Vé(gh ...,gk) nw.

Dunque esiste uno z in V3 AV, (differenza simmetrica) tale che tutte le f;
si annullano su z e le g; non si annullano o viceversa. Dato che le f; e
le g; sono in numero finito esiste una funzione f che non si annulla su
Vo N W per ogni W o una g che non si annulla su V; N W per ogni W,

quindi 7 (V1) # #Z(Va).

. Sef e/ #(V) allora esiste un n tale che g appartiene a _# (V) ma se

f™ si annulla su V lo fa anche f.

Se f si annulla su /; a maggior ragione si annulla su /5 e otteniamo

V(I;) CV(Iy).

. Sia x € A. Qualunque f € #(A) si annulla su A dunque x € V(_7(A))

e quindi V(_#(A)) D A. Dato che A ¢ un germe di insieme analitico
possiamo scrivere A = V(fy, ..., ), dunque le f; si annullano su A e quindi
appartengono a _#(A). Dunque f; si annulla su V(_#(A4)) e V(f;) D
V(_#(A)). Dato che questo vale per ogni i otteniamo

A=V(f)N..nV(E) 2V 7(A)

e questo dimostra D’altra inclusione.

. Dato che I C /T, per il punto 1) abbiamo V(I) D V(v/T). Dato x € V(I)

consideriamo una f € v/I, esiste un n tale che f" appartiene a I ma allora
f” si annulla su x. Quindi anche f si annulla su x e questo prova l'altra
inclusione.

Sappiamo che per ogni ideale J vale #(V(J)) D J e usando la proprieta
5) otteniamo

J(VI)2 S (VD)2 VI
O

Teorema 4.8. Siano f,g € O,, relativamente primi. A meno di un cambio di
coordinate centrato in 0 esistono a,b € O, tali che

af +bg=p

conp€ O,_1.
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Dimostrazione. Per il teorema di preparazione di Weierstrass possiamo scegliere
un sistema di coordinate centrato in 0 tale che f = uP e g = vQ, con u, v unita
di 0,, e P, Q polinomi di Weierstrass in O,,_1[z,]. Per il teoremaﬁanche P.Q
sono relativamente primi. Sia K il campo dei quozienti di O,, allora P,Q €
K[z,] e sono relativamente primi. Applicando 'identita di Bezout otteniamo
che esistono h,k € K[z,] tali che

hP + KQ = 1.

Per come ¢ definito il campo dei quozienti h = 5 ek=2Z con x,z € O,_1[2,]

e y,w diversi da 0. Ma allora se scegliamo a = wxu~! e b = zyv~?! troviamo
af + bg = wxu 1uP + yzv 1vQ = wxP + yzQ = xz

O

Teorema 4.9 (Nullstellensatz per ideali principali). Sia g € O, irriducibile

allora 7 (V(g)) = (g)

Dimostrazione. Assumiamo g # 0. Per il teorema di preparazione di Weier-
strass, a meno di cambiare coordinate, esiste P € O,,_1[z,] polinomio di Weier-
strass tale che g = uP con u unita di O,,. Dato che u ¢ un’unita V(g) = V(P)
e (g) = (P), quindi ci basta dimostrare il teorema solamente per P. Sia ora
f e Z(V(P)). Abbiamo 2 casi, o P divide f e allora f € (P), o f e P so-
no coprimi. Per il teorema precedente a meno di cambiare coordinate esistono
a,b € 0, tali che
af +bP =p

con p diverso da 0 in O,_;. Consideriamo adesso un polidisco A(0,r) in cui la
precedente equazione é valida per dei rappresentati di a,f,b,P,p. Usando il
teoremapossiamo supporre che in A(0, r) la funzione P(z1, ..., 2n—1, 2, ) Vista
come funzione della sola variabile z,, abbia almeno uno zero qualunque siano
21y e Zn—1 € A(0,71, ..., 7n—1). Dato che P & un polinomio di Weierstrass, esiste
Z tale che per ogni (21, ...,2n—1) € A(0,71,...,7n—1) vale P(z1,...,2p-1,2) = 0,
ma allora anche f(z1,...,2n—1,2) = 0 e per la relazione precedente lo stesso
vale per p. Allora p é costantemente nullo su A(0,rq,...,r,—1) e quindi p = 0.
Questo ¢ assurdo e dunque P divide f. 1II fatto che #(V(g)) 2 (g) ¢ sempre
vero. O

Teorema 4.10. Sia f € O,, e poniamo

S
f= le“
i=1

la sua fattorizzazione in fattori irriducibili. Allora

S

V() =JVip)

i=1

¢ la decomposizione di V (f) in componenti irriducibili.
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Dimostrazione. Dato che i p; sono irriducibili, gli ideali da loro generati sono
primi e quindi V(p;) sono irriducibili. Abbiamo che

S

viE) = v(]_Ip) - gwp;“) ~ UV,

i=1

Se V(p;) € V(p,) avremmo p; C p;, quindi p; dividerebbe p; contraddicendo
il fatto che i p; sono irriducibili. O

Teorema 4.11. Se il Nullstellensatz algebrico vale per gli ideali primi allora
vale per ogni ideale.

Dimostrazione. Sia I un ideale di O,,, possiamo scrivere

I'=@n,....NQs
con Q; ideali primari. Dato che i @Q; sono primari \/Q; ¢ primo. Dato che
V(Q:) = V(/Q,) otteniamo

V(1) =V(/Q)U..UV(/Q,)

e quindi
IV(I) = ZV(H/Q)N..n _ZV(/Qs)

e usando il Nullstellensatz per gli ideali primi otteniamo

IVI) =/QiN..0VQ.=VI

che & quello che si voleva. O

Definizione 4.9. Sia A C B un’estensione di anelli commutativi con unita,
diremo che x € B ¢ intero se esiste un polinomio monico a coefficienti in A che
si annulla in z. Diremo che ’estensione é intera se ogni x € B & intero.

Teorema 4.12. Sia A C B wun’estensione di anelli commutativi con unita e
x € B. Allora x ¢ intero se e solo se A[x] ¢é finitamente generato come A-modulo.

Dimostrazione. <= Se x é intero esiste un polinomio monico p a coefficienti in
A tale che p(z) = 0. Quindi

N
p(z) = Zakxk =0
k=0

dunque possiamo esprimere 2" per h > N come combinazione degli =7 per
0<j<N-1.

= Supponiamo A[z] sia finitamente generato come A-modulo e siano aj, ..., g
in generatori. Dato che per ognii =1, ...,k za; € A[x] possiamo scrivere

k
To; = E a0
j=1

e quindi
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con d;; la delta di Kronecker. Dunque abbiamo un sistema lineare con matrice
associata M = (M);; = (a;; — 0;;x). Risolvendo questo sistema tramite il
metodo di Cramer otteniamo

(det M)a; =0

quindi la mappa ¢A[z] — A[z] definita come ¢(p) = det Mp é la mappa nulla
(perché é nulla sue generatori di A[z]). In particolare vale (det M)(1) = 0 da
cui det M = 0, dunque il determinante di M é il polinomio cercato. O

Osserviamo che se A C B C C sono estensioni di anelli con B intero su A e C
intero su B allora C é intero su A. Infatti se C' é intero su B allora per ogni x
in C' esistono by, ...,b, € B tali che

"+ b+ .+, =0

dunque A[z] é finito su A[by, ..., b,], dato che i b; sono interi anche A[by, ..., b,]
é finita su A quindi A[z] é finita su A.

Definizione 4.10. Sia P C O,, un ideale primo. Diremo che un sistema di
coordinate z1, ..., 2, € regolare se

1. Esiste k tale che PN O, = 0.
2. On /p & intero su Oy.

3. Detto .%, il campo delle frazioni di On /p, .Z, & generato su .%; dal solo
elemento vg11 = m(2k41)-

L’intero k sara detto dimensione di P relativa al sistema di coordinate z1, ..., z,,.

Teorema 4.13. Se P C O, ¢é un ideale primo P ammette un sistema regolare
di coordinate.

Dimostrazione. A meno di un cambio di coordinate possiamo assumere la se-
guente condizione

e On /p & generato su O, da 7(z;) per j =k +1,...,n.

Esaminiamo prima i casi banali, se P = (0) scegliamo k¥ = n se P = O,
scegliamo k£ = 0. Dunque possiamo assumere che P sia un ideale primo proprio.
Procediamo per induzione su n, se n = 0 O,, = C e non ci sono ideali primi
propri. Assumiamo la tesi vera per ogni ideale primo di O,,_;. Sia P un ideale
primo proprio di O, e f € P, a meno di un cambio di coordinate f & regolare
di ordine k in z,. Per il teorema di preparazione di Weierstrass f = pQ con Q
unita di 0,, € p € O,,_1[2,] polinomio di Weierstrass. Dato che Q ¢ un’unita
p € P. L’ ideale P’ = PN O,_; & primo in O, _; quindi, per ipotesi induttiva,
esiste un k£ < n — 1 tale che

1. PPNnO;,=0.
2. On—1/pr ¢ intero su 0.

3. On-1/pr & generato su Oy, da m(z;) per j =k +1,...,n — 1.
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Assumiamo inoltre che p sia della forma
r—1
r 7
P==z,+ E a;z,.
i=1

Dato che Oy C O,,_; otteniamo (0) = PNOx = (PN O,—1) N0 =P NO e
dunque la prima proprieta & verificata. Dimostriamo adesso che On /P ¢ intero
su

On-1 /P =0n_1 /P/
in questo modo la seconda proprietd segue per transitivita. Sia f € O,, per il
teorema di divisione di Weierstrass possiamo dividere f per p ottenendo

r—1
f=pH+ Zbizi con b; € O,,_1.
i=0
Poniamo v,, = 7(z,) e quindi
r—1
o(f) = ) _m(bi)y,
1=0

dunque ogni elemento di On /p & un polinomio in v, a coefficienti in On—1 /P-
Applicando 7 a p otteniamo

r—1

0=v, + Zﬁ(ai)ufl

=0

e quindi v, & intero su On—1/p. Inoltre On /p & un On-1/p-modulo finita-
mente generato quindi On /p ¢ intero su On—1/p e per transitivita é intero su
O. Per i calcoli precedenti On /p ¢ generato da v, su On—1 /P, che é generato
da vy_1, ..., k41 su Ok per ipotesi induttiva, quindi anche la condizione aggiun-
tiva é provata. Dato che On /P ¢é generato su O da vg41, ...,V il campo dei
quozienti %, & generato su % da vgi1,...,V,. Per la seconda proprieta i v;
sono algebrici su %, dunque .%,, ¢ un’ estensione finita di .%. Per il teorema
dell’elemento primitivo .%,, ¢ generato su %, da un solo elemento

M
V= E CiVj.

j=k+1

Chiamiamo ’2;@4»1 = Zjﬂikﬂ ¢jzj e completiamo zl,...,zk,z,fc+1 a un sistema
di funzioni indipendenti z1, ..., 21, 2}, 1, -+, 23y, dOVE 2} o, ..., 2} SONO scelte tra
Zk42, - Zn. Questa scelta non influenza le prime k coordinate quindi la prima
e la seconda proprieta sono ancora vere, inoltre dato che 7(z;,,) = v anche la
terza proprieta € vera. O

Con questo teorema abbiamo visto che On /p ¢ intero su Oy e %, & un’e-
stensione di .%y,. sSy € On /P abbiamo y = by +byv+ ...+ by con i b; € .F,
quindi moltiplicando per il denominatore comune A abbiamo che Ay € Og[v]. 1l
problema é che questo denominatore dipende da y mentre noi vogliamo trovare
un denominatore indipendente da y. Nel seguito, se A & un anello indicheremo
con ¢f(A) il suo campo dei quozienti.
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Teorema 4.14. Siano A C B un’estensione intera di anelli con qf(B) generato
da un solo elemento v su qf(A). Esiste d € A tale che dB C A[v].

Dimostrazione. Sia q il polinomio minimo di v su A e v; = v, ..., v}, le sue radici
in un opportuno campo di spezzamento. Ogni elemento y € B si pud scrivere
come

Sia G = {o;}¥_, il gruppo di Galois di ¢ su B dove 0, = id. Se chiamiamo
v; = 0;(v) e facciamo agire G su y otteniamo il seguente sistema nelle incognite
bo, ..vy bi

y=by+ b+ ...+ by*

O'Q(y) = bo + bll/l + ...+ bkl/éc

ok (y) = bo + bivg + ... + bk

Osserviamo che la matrice V associata al sistema € una matrice di Vandermonde
il cui determinante €

k
detV = H(VZ — Vj).
i#J
In generale il determinante di V non é una funzione simmetrica ma il suo qua-
drato si. Dunque det(V)? ¢ una funzione polinomiale delle funzioni simmetriche

elementari delle v;, ossia dei coefficienti del polinomio g pensato come polinomio
su A, e quindi é un elemento di A. Applicando la regola di Cramer otteniamo

det [V’]

‘T det[V]
dove V* & la matrice che si ottiene sostituendo alla i-esima colonna la colonna
dei termini noti del sistema. Chiamiamo d = det(A)” allora db; é intero su A,

inoltre db; appartiene al campo di spezzamento perché det (Ai) é un polinomio
nei v; quindi dB C A[v]. O

Facendo riferimento al teorema dato che v 1 genera %, su %y, pos-
siamo osservare che, per ogni v; con k+2 < j < n, ¢’¢ un polinomio 7j tale che
dvj = T;(Vp41) e quindi dz; — Tj(z,41) € P.

Teorema 4.15. Sia q;(z;) il polinomio minimo di v; = 7(z;), allora q;(z;) é
un polinomio di Weierstrass.

Dimostrazione. Dato che q;(z;) € monico é regolare in z; di ordine r;. Per il
teorema di preparazione possiamo scrivere

qa;(zj) = uq’;(z;)
con q';(z;) polinomio di Weierstrass in Og[z,] di grado r; e u unita. Dunque
m(q(25)) = ¢j(n;) = 0 = mug;(v;)

e dunque ¢}(v;) = 0. Dato che q;(z;) ¢ il polinomio minimo di v; esso divide
q;(zj) Ma i due polinomi sono monici e dello stesso grado quindi sono uguali.
O
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Definiamo adesso due ideali
Iy = (qr41(2r41)s dzeg2 — Thg2(2k41), -)

I = (qk+1(2e41), - @n(2n), ), d2ig2 — T2 (2h41)s o)

chiaramente Iy C Iy e Iy C P. Infatti, applicando la proiezioni al quoziente,
m(Il1) = (0) equindi I C I; € P dacui V(P) C V(I;) C V(I3). Per semplicita
chiamiamo

V=V({p) Vi=V(i) Va=V(ly).

Per dimostrare il Nullstellensatz di Riickert dobbiamo prima provare che questi
tre insiemi sono uguali.

Teorema 4.16. V1 \ V(d) = V3 \ V(d)

Dimostrazione. Dato che I C I; abbiamo Vi C Vg e quindi V1 \ V(d) C
V2 \V(d). Per dimostrare l’altra inclusione ci basta dimostrare che q;(z;) si
annulla su Vo \ V(d) per k + 2 < j < n. Definiamo

Dato che q; ha grado r;, h; € un polinomio a coefficienti in Oj. Valutando in
V41 otteniamo

g T (v g
hj(ve1) = d" g5 (j(;ﬂ)> =d"q;(vj) =0.

Dato che g1 ¢ il polinomio minimo di ¥4, abbiamo che g4, divide h; quindi
possiamo scrivere
h; = Q;dk+1

con Q; € Ox[X]. Scegliamo adesso un polidisco in cui le precedenti equazioni
sono validi per dei rappresentanti dei germi. Chiamiamo ay = (aq,...,axr) €
consideriamo a = (ag, @g41, .-, an) € Vo \ V(d). Dato che a = (ag, ag41, ..., an)
appartiene aVs \ V(d) otteniamo

Gr+1(a0, ax+1) =0 daj = Tj(ag, ap+1)
e dato che g1 divide h; anche hj(ag, ax+1) = 0. Quindi

_ T;(ao,a .
hj(ao, akt+1) = d"g; <a07 j(odkﬂ)) = d"gj(ao, a;)

dato che d # 0 anche g;j(ap,a;) = 0. Quindi ¢; si annulla su Vg \ V(d) e la
seconda inclusione é provata. O

Teorema 4.17. Esiste un intero « tale che per ogni f € O, esiste R € Op[zg41]
con le sequenti proprieta:

o deg R < degqp+1-
o d“—R e I.
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Dimostrazione. Chiamiamo r;; = degqgy1. Data f € O, possiamo dividerla
per dn(zn)

rrn—1

=0

con A;, € 0,_1. Possiamo adesso dividere tutti gli A;, per dn—1(zn—1)
pensato come elemento di O,,_; e quindi

rp—1—1

Ain = Ai,nflqnfl(znfl) + Z Ai,’ﬂfl,jzglfl
j=1

conle A;,_1,; € O,_2. In definitiva abbiamo scritto

f= Anqn(zn) + An—lqn—l(zn—l) +R,._:
dove R € O,_3[2pn,2n—1] & un polinomio di grado al massimo r,, + r,_1 — 2.
Continuando a dividere otteniamo

n
f= > Ajq(z)+R
Jj=k+1

dove R € Og[zk+1, ..., 2] € un polinomio di grado minore di

n

> (-1

j=k+1

. Chiamiamo o = deg R e moltiplicando tutto per d* otteniamo
n
d*f = Y Alq;(z) + R

Jj=k+1
con R/ polinomio in zy11,dzki2, ..., dzn. O
Possiamo scrivere, per ogni k+ 1 <1 < n,

R'(zk41,dz1) = R (zig1, dzi — Ti(zi41) + Ti(2041))
e espandendo in termini di T;(zx+1) € dz; — Tj(zx+1) otteniamo,
n
d°f = Y Ala;(z) + R (zer1,dz; — Tj(z41)) + R (251, T (2041))
Jj=k+1

con R” che non ha termini senza potenze di dz; + Tj(zx41). Dato che R/
appartiene a Og[zk+1], per il teorema di divisione, possiamo scrivere

R’ = Qq (211) + R

col grado di R minore di rj4;. Dato che

> Alq;(z) + R+ Qquy (1) € Iy
=kt

il polinomio cercato € proprio R.
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Teorema 4.18. V\ V(d) =V;\ V(d)

Dato che I; € P abbiamo V \ V(d) C V1 \ V(d). Ci basta provare che
se f € P allora f si annulla su V1 \ V(d). Per il teorema precedente esistono
a e R € Olzk41] di grado minore di 7447 tale che d*f — R € I;. Ma allora
d*f — R € P, e dato che f € P anche R € P. Valutando in v, otteniamo
R(vk+1) = mR(zk+1) = 0 e quindi gr4+1 divide R. Dato che il grado di R ¢é pia
piccolo del grado di gx41 abbiamo R =0 e quindi d*f € I; esed #0 f € I.

Teorema 4.19 (Nullstellensatz di Riickert per ideali primi). Sia P C O,, un
ideale primo allora # (V(P)) = P.

Dimostrazione. Sia f € #(V(P)). Possiamo scrivere d*f = Q + R(zx4+1) con
Qe CPeR € Oklzrt1] con grado pin piccolo di r441. R si annulla su V
e per il teorema [4.18[si annulla su Va \ V(d). Scegliamo un polidisco A(0, d)
abbastanza piccolo in modo che tutto accada in questo polidisco, chiamiamo
A(0,0) = Ay x Ay € CF x C* k. Prendiamo ag € A; tale che d(ag) # 0. Esiste
almeno un a1 tale che gxy1(ag, ak+1) = 0. Per tale a;41 consideriamo il punto

Tr2(ars1) Ty (ar+1) >
d(ag) "7 d(ao)

a=(ag,...,an) = (ao,ak_H,

osserviamo che g;(ag,a;) = 0, quindi possiamo assumere |a;| < J; e dunque
a € A(0,0)N(V2\V(d)). Abbiamo che R(a) = R(ao, ag+1) = 0. Sappiamo che
ak+1 € una delle rgy; radici distinte di gg+1(ag, X) e dunque R ha rgy; radici
distinte. Dato che R ha grado minore di r;; deve necessariamente essere R = 0
e quindi d*f = Q € P ma P é primo e d ¢ P quindi f € P. O

Vediamo adesso due esempi in cui teoremi simili al Nullstellensatz non valgano
per lanello delle funzioni olomorfe su C. Per trattare il primo di questi esempi
abbiamo bisogno della nozione di filtro su un insieme

Definizione 4.11. Sia X un insieme, una famiglia non vuota .% di sottoinsieme
di X si dice filtro se

1. 0 ¢ X
2. Se A,B € & allora ANB € .
3.Se Aec % e AC B allora B e .%.

Dal punto 1. otteniamo che .% non coincide con 'insieme delle parti di X, inoltre
dalla proprieta 2. abbiamo che se A € # allora A¢ ¢ #. Definiamo adesso un

ordinamento parziale sull’insieme dei filtri di X nel seguente modo. Dati due
filtri #,9

F <Y <+— VAcF IBec.¥ taleche BCA.

Osserviamo che con questa definizione ogni elemento di .# € un elemento di 4.

Definizione 4.12. Un wltrafiltro é un filtro massimale rispetto a questo ordi-
namento.

Teorema 4.20. Sia .F un filtro, i sequenti fatti sono equivalenti
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1. 7 ¢é un ultrafiltro.
2. Per ogni A€ P(X) se A .F allora A° € F.

Dimostrazione. 1. —> 2. Supponiamo per assurdo esista un sottoinsieme A
tale che né A né A° appartengano a .%. Consideriamo

9 ={ANF|FeZ}

e osserviamo che AN F non pud mai essere vuoto, poiché se cosi fosse F' C A€ e
quindi A€ € .%. Inoltre nessuna intersezione finita di elementi di ¢4 puo essere
vuota poiché avremmo

(ANF)N.N(ANFy) =An(FAN..NF,)=ANF".

Dato che % ¢ un filtro F’ € .¥ e, come prima, se ANF’' = () avremmo A¢ € .Z.
Consideriamo la famiglia .%’ formata da tutti i sottoinsiemi di X che contengono
le intersezioni finite di elementi di ¢. Per quanto visto sopra il vuoto non
appartiene a % ed ¢ evidente che se A, B € %' allora AN B € #'. Inoltre se
Ae F eAC Ballora B € .7’ e quindi .%’ ¢ un filtro che contiene strettamente
Z, ma allora .# < .%' assurdo.

2. = 1. Mostriamo che un filtro .# che verifica 2. ¢ massimale. Sia .#’ un
filtro che contiene .#. Esiste un X € .#’ che non appartiene a %, ma per il
punto 1. X¢ € F e quindi X¢ € .%#' dacui § € F'. O

Dimostriamo adesso un’altra proprieta degli ultrafiltri.

Teorema 4.21. Se .F ¢ un ultrafiltro allora
AUBe ¥ A¢dF — BeF

Dimostrazione. Se per assurdo B ¢ .7 allora A° e B¢ apparterrebbero a %,
quindi A°N B¢ = (AUB)¢ € #. Ma allora AU B ¢ .% che ¢ assurdo. O

Definizione 4.13. Sia X un insieme e A un suo sottoinsieme, diremo che A ¢
cofinito se A° ha cardinalita finita.

In generale, se X & un insieme infinito chiameremo filtro cofinito il filtro ge-
nerato dagli insiemi cofiniti. Osserviamo che questa definizione ha senso per-
ché l'intersezione di insiemi cofiniti non puo essere vuota poiché, se cosi fosse,
avremmo

P=CinN..NC,=(C7U...UC ) = X =C{U..UCy

e quindi X sarebbe finito. In generale il filtro cofinito non & massimale, se ad
esempio si considera il sottoinsieme A C N formato dai numeri pari si ha che
né A né A€ sono cofiniti e per il teorema il filtro cofinito non & massimale.
Possiamo finalmente esporre il primo esempio in cui il Nullstellensatz non vale.
Sull’insieme dei numeri naturali consideriamo un ultrafiltro % contenente tutti
gli insiemi cofiniti. Sia f una funzione olomorfa su C e indichiamo con p.(f) la
molteplicita di f nel punto z. Definiamo

M(f,n) ={n € N|pa(f) = m}

e consideriamo l’'insieme

a={feO0(C)|M(f,m)e ¥ ¥Ym}
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Teorema 4.22. L’insieme a é un ideale primo di O(C).

Dimostrazione. Siano f,g € a voglio dimostrare che f +g € ae f-h € a per
ogni h € O(C). Facciamo vedere che se M(f,m) € % ¢ M(G,m) € % per ogni
m allora M (f + g,m) € Z per ogni m. Abbiamo

pin(f 4+ g) = inf(un(f), pn(g))

e quindi
M(f,m) N M(g,m) C M(f+ g,m)

da cul M(f + g,m) € %. Per quanto riguarda f - h osserviamo che
fin(f - h) = pn(f) + pn(h)

e quindi, se M(f,m) € %, allora M(f - h,m) € % perché contiene M (f,m).
Si conclude che a é un ideale. Vediamo che ¢é primo, siamo f, g € O(C) tali che
f+g € aesupponiamo per assurdo che f, g € a. Esistono quindi my e my tali che
M(f,ms) e M(g,mg) non appartengono a % . Sia m = inf(mys, my), abbiamo
che anche M(f,m) e M(g,m) non appartengono a %, e quindi M(f,m)¢ e
M (g, m)¢ appartengono ad % . Da questo segue che anche la loro intersezione
appartiene a %/, ma allora

M(f,m)UM(g,m)=(M(f,m)*NM(g,m)) &«
e questo & assurdo perché

M(fg,m) € M(f,m)UM(g,m)

Sia ora g; una funzione olomorfa il cui luogo di zeri sia
Z(gr) ={n €N|n >k}

e con i, (gx) = 2n per ogni n > k. Ricordiamo che % contiene tutti gli insiemi
cofiniti quindi g € a, e dunque

V(a) C ﬁ V(gr) = 0.
k=1

Vediamo adesso il secondo esempio. Consideriamo l'insieme
X ={n*|neN\{0}}

e le funzioni

1) =§ (1-%) o= f (1- n)

Si puo verificare (ad esempio studiando la produttoria dei moduli e passando al
logaritmo) che f e g sono funzioni olomorfe, osserviamo che V(g) = V(f) = X.
Sia p = (g) lideale generato da g e supponiamo valga un Nullstellensatz di
tipo algebrico, ossia #V(p) = /p. Abbiamo che f € ,/p da cui segue che
esiste h con f" = gt. Nel punto (h + 1)? la funzione g ha uno zero di ordine
(h +1)? mentre f* ha uno zero di ordine h e quindi nessuna potenza di f puo
appartenere al radicale di p.
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5 Dimensione di un insieme analitico

In questa sezione proseguiamo lo studio degli insiemi analitici, focalizzandoci
specialmente sul concetto di dimensione. Nel seguito faremo riferimento alle
notazioni utilizzate nella dimostrazione del Nullstellensatz di Riickert.

Definizione 5.1. Sia P C O,, un ideale primo, siano (z1, ..., 2k, Zk+1, ---; 2n) UD
sistema regolare di coordinate, un rappresentante ammissibile per P consiste
nei seguenti oggetti.

1. Un polidisco A(0,d) € C" e un polidisco Ax(0, p) C C* tale 6; = p; per
i=1, .k

2. Rappresentati ¢; e T; di tutti i germi q; e T; con coefficienti olomorfi in
Ak(0,p).
3. Un rappresentante d del discriminante di di g1, olomorfo in A(0, p).
Per il polidisco Ak (0p) deve valere anche la seguente proprieta:
e se a € A,(0,p) e gj(a;b;) =0 allora |b;| < r; per ogni j >k + 1.
ognuno degli oggetti utilizzati nella definizione sard chiamato ammissibile.

Dai teoremi [I.6] £.16] e £.18] segue subito il seguente risultato.

Teorema 5.1. Dato un ideale primo P e un suo sistema regolare di coordinate
Z1y ey 2y Zhdls -+ Zn VGlgOMO 1 Sequenti fatti
1. Esistono § arbitrariamente piccoli tali che A(0,5) é ammissibile.
2. {z € A(0,0)|gr+1(2) =0, d(2)z;—T;(2) =0, d(z) # 0} é un rappresentate
del germe di V(P) —V(d).
Teorema 5.2. Sia A, Ay, q;, T;, d un rappresentate ammissibile per un ideale

primo P. Sia 7 : C" — C* la proiezione canonica e sia s = deg(qp1) allora

1. V(P)\'V(d) ¢é una sottovarieta complessa di A e
75 (Vo) \ V(d) = (Ax\ V(d))
é un rivestimento a s fogli.
2. m:V(P) = Ay, ¢ propria.
8. V(p)\ V(d) ¢ connesso e V(P) = V(P).

Dimostrazione. Prendiamo un punto a € Ay, e supponiamo d(a) # 0. Abbiamo
che qx+1(a, zk+1) & un polinomio di grado s e dato che d(a) # 0 ha s radici di-
stinte, siano b}, 115+ bp 41 queste radici. Per ognuna di queste radici costruiamo
n — k punti _

bi — Tj(a,ny )

’ d(a)

Consideriamo il punto b(a, b, ;. b} o, .., b},), osserviamo che 7(b*) = a quindi

7 Ya) NV (P) = {b},...,b°}. Dato che le b’ sono radici distinti otteniamo
Oqk+1(a, 2k41)
02k 11

£0.

Zp41=b"
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Per il teorema delle funzioni implicite, per ogni i = 1, ..., s, esiste un intorno U’
di a e una funzione A" : U; — V (p) tale che

h'(a) = b}, Qrs1 (215 0oy 2, B (21, oy 21)) = 0.

Dato che gli U* sono in numero finito possiamo considerare la loro intersezione
U. Consideriamo ora V N7~ 1(U), se definiamo

‘ T;(h' (21, ...
Wi = {z e M) zpyy = h¥ (21,000 28)), 25 = j((zlvazk))}

d(z1, ..., 2k)

otteniamo 7~ 1(U) = WhU,...,UW,. Se scegliamo U sufficientemente piccolo
possiamo supporre che W; N W; = ) se i # j. Dunque

m: V(P)\V(d) = Ap \ V(d)

é un rivestimento a s fogli di cui U é un aperto banalizzante. Da questo segue
che V(P)\ V(d) é una varieta complessa di dimensione k& = dim(Ay) e questo
dimostra il punto 1.. Osserviamo che i polinomi ¢x41,...,¢, si annullano su
V(P). Dato che Vi = V(qry1,-.-,qn) € chiuso abbiamo che V(P) C V; quindi
ci basta dimostrare che m : Vj — Ay é propria. Sia K un compatto in Ay
vogliamo dimostrare che 7~1(K) N V; & compatto per successioni. Sia (b™) una
successione in 7~ *(K) NV e chiamiamo a™ = 7(b"). Dato che (b") € A, a
meno di sottosuccessioni, b® — b e quindi a™ — a con a = 7(b), dato che K ¢
compatto a € K. Osserviamo che g;(b") = g;(a™,b}) =0 se j > k + 1 e quindi
per continuita g;(a,b;). Dato che a € Ay abbiamo che |b;| < §;se j > k+1
e quindi b € A, dato che ¢;(b) = 0 per j > k + 1 abbiamo che b € Vj, e dato
che 7(b) € K otteniamo b € 7~ 1(K)NV; e questo dimostra il punto 2. Rimane
adesso il punto 3.. Siano Wi, ..., W le componenti connesse di V(P) \ V(d).
Supponiamo di sapere che i W; siano sottoinsiemi analitici di A. Abbiamo la
seguente inclusione

V(P) S V(P)\ V() UV(d) < | W, U V()

i=1
ma anche

— V(P)\ V(d) C V(P).

S
1=

Dato che V(P) ¢ chiuso

5

S V(P)

i=1
e quindi
V(P)=JW:u(V(d)uV(P)).
i=1
Abbiamo che V(P) ¢ irriducibile e non ¢ contenuto in V(d), quindi esiste un
indice j tale che V(P) = W;. Ma allora V(P) \ V(d) ¢ connesso per il lemma
Ci basta dimostrare che i W; sono insiemi analitici. Per fare questo di-

mostriamo che per ogni z9 € A\ W; esiste una funzione F' olomorfa su A con
F(z0) # 0 e Fjyy, = 0. In questo modo W; = _#(W,) che sappiamo essere un
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insieme analitico. Per alleggerire la notazione chiamiamo W la componente W;.
Osserviamo che 7y, € un rivestimento a ¢ fogli con ¢ < s, prendiamo zg ¢ We
chiamiamo ag = 7(z9). Dato che 7~!(ag) N W sono ¢ punti possiamo trovare un
polinomio A tale che h(zp) = 0 e h(z) = 1 per ogni z € 7~ *(ag)NW. Prendiamo
un punto a € Ay con d(a) # 0, W ¢ un rivestimento a ¢ fogli di A;\'V(d) quindi
esiste un aperto banalizzante U, tale che

7 U)NW =U'u...uU*

e 7 ¢ un omeomorfismo tra ogni U* e U,. Chiamiamo ¢¢ : U, — U® le inverse
locali di 7, possiamo comporre h con le ¢; ottenendo delle mappe

i .U, — C.
Siano a, b due punti e U,, U, due aperti banalizzanti con U, N U, # () allora le
funzioni {¢}}!_; e {¢}}{_; coincidono, a meno dell’ordine, su U, N U, e quindi
lo stesso vale per {h:}!_, e {h;}!_,. Prendiamo una funzione S simmetrica

delle {R%}!_ e delle {h}}!_,, allora S(hL,...,hl) = S(hi,...,h}) su U, N Up. Se
chiamiamo S(hl, ..., hl) = S, possiamo definire una funzione olomorfa S come

S(z) = Sa(z) se zeU,

per quanto visto S & olomorfa in A\ V(d). Dato che h & continua ¢ localmente
limitata e per il teorema di estensione di Riemann S si estende in modo unico
ad una funzione olomorfa su tutto Ay. Sia R(z) il polinomio definito in U, nel

seguente modo
t

R(z) = H(:,E —hl).

i=1

Dato che R ¢ un polinomio simmetrico delle hl, ..., k!, possiamo scrivere

t—1
R(z) ="+ Z S,
=0

con S; funzioni olomorfe in Ag, dato che questa definizione é ben posta in ogni U,
otteniamo che R € Ok[z]. Per a € A\ V(d) indichiamo con R4(x) il polinomio
con i coefficienti valutati in a, le radici di questo polinomio sono i valori della
funzione h su 7~!(a) N W. Dimostriamo che quest’ultima affermazione ¢ vera
anche se ¢ € V(d). Sia a,, € A\ V(d) una successione che converge a a. Sia
{2, ...,2P} = 7~ Y(a) N W, dato che 7 é propria possiamo numerare i punti in
7~ a,) N W. Otteniamo

p A
7 an) NW = U{mZ}, ani}
j=1
con xfi — 27 se n — +o0. Otteniamo
Rlan)(z) = [ — (7))
(2]
e per n — oo abbiamo

R(a)(z) = [[(@ ~ b))
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e quindi R(a)(z) ha come uniche radici h(x!), ..., h(zP). Consideriamo infine

t—1

F(2) = h'(z) + ZSl(W(z))h(z)i

Le funzioni S; sono funzioni simmetriche elementari e sono funzioni del punto
m(z). Quindi F si annulla su W e non si annulla in zy perché

F(.’lﬁo) = R(ao)(()) =1.
Dunque W ¢é un insieme analitico. O

Introduciamo adesso la nozione di rivestimento analitico.

Definizione 5.2. Sia D C C™ un dominio e X un sottospazio chiuso di D.
Diremo che X & trascurabile se ¢ magro e se, per ogni dominio D’ C D e per
ogni funzione f olomorfa su D'\ X e localmente limitata su D', f ha un’unica
estensione olomorfa a tutto D’.

Definizione 5.3. Un rivestimento analitico & una terna (X, m,U) tale che
1. X é uno spazio topologico localmente compatto e di Hausdorff.
2. U é un dominio in C".

3. m ¢ una funzione continua, propria e a fibra discreta tra X e U.
4. 7 & un rivestimento a s-fogli di X \ A, con A C U trascurabile.
5. X \ 7 1(A) ¢ denso in X.

Osserviamo che sottile implica trascurabile, infatti se X é sottile ogni f ap-
partenente a U\ X localmente limitata si estende per il teorema di Riemann. Con
riferimento alla definizione precedente A viene detto insieme di ramificazione e
tale rivestimento si dice ramificato. Un esempio fondamentale di rivestimento
analitico ¢ V(P) con P ideale primo di O,, infatti per il teorema [5.2) V(P) &
un rivestimento di C* per qualche k al di fuori di V(d); il numero di fogli del
rivestimento & dato dal grado di gi4+1. Sempre per il teorema la seguente
definizione ¢ ben posta.

Definizione 5.4. Sia P un ideale primo di O,,. Una rappresentazione ammissi-
bile di V(P) (o equivalentemente di P per il Nullstellensatz) ¢ un rivestimento
analitico con ramificazione V(d) e numero di fogli pari a deg(gg+1)-

Possiamo definire la dimensione anche nel caso di ideali non primi. Se @ ¢é
uguale a _# (V) abbiamo che () é radicale e quindi possiamo scrivere

szpi P;#P; se i#].

con i P; ideali primi. Ciascuno dei V(F;) é un insieme analitico e i V(P;) sono le
componenti irriducibili di V(Q). Ogni componente irriducibile V(P;) di V(Q)
contiene un aperto denso dove & una sottovarieta di C™ di dimensione k, dato
che l'intersezione di aperti densi ¢ un aperto denso il numero k é indipendente
dal primo scelto.
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Definizione 5.5. Se V & un insieme analitico irriducibile in C" e

(Zh ooy Rhoy Rk415 +ees Zn)
un sistema regolare di coordinate. Definiamo la dimensione di V ponendo

dimV =k

Definizione 5.6. Se V ¢é un insieme analiticoe V =V U... UV, la decompo-
sizione di V in irriducibili. Definiamo la dimensione di V come

dimV = max dim V;

1<<t

Definizione 5.7. Sia V un insieme analitico. Definiamo punto regolare di
dimensione m un punto z € V che ammette un intorno U, C C™ tale che U, NV
sia una sottovarietd di U, di dimensione complessa m. Chiameremo singolare
un punto che non é regolare. Indicheremo con R(V) l'insieme dei punti regolari
e con S(V) l'insieme dei punti singolari.

Osserviamo che R(V) & un aperto denso in V, infatti V \ V(d) & contenuto in
R(V) e V\V(d) édensoin V.

Teorema 5.3. Sia f € O,,, supponiamo che £(0) = 0 ma £ # 0, allora tutte le
componenti irriducibili V(f) hanno dimensione n — 1.

Dimostrazione. Possiamo scrivere

con i p; primi e u unita. Dunque
k
V() = J Vp)
j=1

e per il Nullstellensatz per gli ideali principali abbiamo che

(pi) NOp_1= {O}
e quindi dimV(p;) =n — 1. O

Teorema 5.4. Se V ¢ un germe di insieme analitico le cui componenti irridu-
cibili hanno tutte dimensione n — 1 allora # (V) é principale.

Dimostrazione. Scriviamo
V=V,U..UVy

con V; componenti irriducibili. Per ogni ¢ = 1, ..., s possiamo trovare un sistema
di coordinate z1, ..., 2,1, 2, regolare per V;. Sia q/, il polinomio di Weierstrass
a coefficienti in 21, ..., z,—1 nella variabile z, tale che V(q;) = V;. Dato che i
q!, sono irriducibili _#V(q’,) = (q},). Ora se f si annulla su V si annulla anche
su tutti i V;. Quindi qf, divide f e dunque _# (V) = ([}, d5,). O
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Teorema 5.5. Sia V un insieme analitico di dimensione k, sia f € O, con
£(0) = 0 allora
dmVNV()>k-1.

Se inoltre V ¢ irriducibile e £ ¢ ¢# (V) allora
dmVAV(E)=k—1

Dimostrazione. Se dim'V = k c¢’¢ una componente irriducibile V; di V di
dimensione k. Se f € #(V;) allora

dmV(E) NV, =k >k — 1.

Supponiamo V sia irriducibile e f ¢ _# (V). Consideriamo un polidisco ammis-
sibile A = A; x Ay C C*F x C"*, ricordiamo che V \ V(d) & una sottovarieta
di dimensione k. Se f ¢ # (V) allora f ¢ non nulla in un aperto di V'\ V(d).
Sia € V' \ V(d) abbiamo che

dmVAV(f - f(z)) =k — 1.
Dato che f ¢ # (V) abbiamo
dmV(E)N(V\V() =k—1.

Dai precedenti teoremi seguono i seguenti fatti.

Teorema 5.6. Sia V un insieme analitico irriducibile, consideriamo A, Ay,
qj, T, d una rappresentazione ammissibile di 'V allora

1. dimVAV(d) =dimV - 1.

2. L’insieme dei punti singolari di V é contenuto in un insieme analitico di
dimensione dim'V — 1.

Consideriamo ora un insieme analitico X, per ogni x € X possiamo consi-
derare il germe di X che indichiamo con X,. Chiaramente abbiamo

X:UXI

zeX

e quindi ad ogni « € X possiamo associare l'ideale I, = #V(X,;) C O, ,. Dato
che O,, » € noetheriano questo ideale é finitamente generato, ossia

I, = (f1,.., 1)
con le f; € O, 4.

Definizione 5.8. Definiamo il rango in = di I, come il rango della matrice

_O(f1,- f1)
021,y 20)

con f1, ..., f rappresentati dei generatori fi, ..., f; di I,. Indichiamo con r, questo
rango.

Ja
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Si puo dimostrare che la definizione precedente non dipende dalla scelta dei
generatori. Dalla dimostrazione del teorema [4.5] abbiamo che, se I, = (i, ..., f;)
appartiene a Oy, 4, esiste un polidisco A centrato in x tale che:

1. Esistono dei rappresentati delle f; olomorfe in A.
2. Per ogni y € A abbiamo I, = (fi,....f;)) € O,

Consideriamo adesso dei rappresentati delle f;, dato che il rango é semicontinuo
inferiormente abbiamo che r, < r,. Se X ¢é un insieme analitico indichiamo con

= Sup T7y.
yeXNA

Con questa premessa diamo la definizione di rango

Definizione 5.9. Sia X un insieme analitico, diremo che z € X ¢é regolare se
Te =T.

Teorema 5.7. Sia Q C C™ un dominio e X C Q un insieme analitico, allora
S(X) é un sottoinsieme analitico proprio di X.

Dimostrazione. Per ogni x € X consideriamo il germe X, e supponiamo che sia
irriducibile. Siano fi, ..., f; dei generatori di I, ¢ A, un polidisco tale che :

1. esistono dei rappresentati delle f; olomorfe in A,
2. per ogni y € A abbiamo I, = (fi,...,f;) € O, ,.

Sappiamo che S(X) N A, ¢ formato dagli x € X che annullano i determinanti
di tutti i minori 7 x r della matrice jacobiana, e dunque S(X) é localmente il
luogo di zeri di una funzione olomorfa. Se X, é riducibile possiamo applicare
il ragionamento precedente ad ogni componente irriducibile {X7}5_, di X,.
Quindi

S
S@)nA, = (| Js&xd)u(|Jxinxi)
Jj=1 j#i
e anche in questo caso S(X) & localmente il luogo di zeri di un numero finito di
funzioni olomorfe. O

Il seguente teorema caratterizza i punti regolari di un insieme analitico, per
dimostrarlo faremo uso della formula di Binet generalizzata, che richiamiamo.

Teorema 5.8 (Formula di Binet generalizzata). Sia A una matrice m xn e B
una matrice n X m con m < n, allora vale

det(AB) =) _ det(Ag) det(Bg)
S

dove S waria tra tulti i sottoinsiemi ordinati di m elementi di {1,...,n} e Ag
indica il minore m X m ottenuto da A prendendo solo le colonne i cui indici
appartengono ad S, e lo stesso vale per Bg.

Teorema 5.9 (Whitney). Sia z¢ un punto regolare di un insieme analitico X.
Esiste un intorno U di xg tale che UNX é una varieta complessa di dimensione
N — Ty,
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Dimostrazione. Siano qi,...,q, € I, tali che il loro jacobiano abbia rango r in
ogni punto di U, dove U & un opportuno intorno di xg. Osserviamo che

XO = {ZL’ eC” | q1($) = O,"',qr(x) = 0}

& una varietd complessa di dimensione n — r. Ci basta dimostrare che in un
intorno W di xg vale Xo N W = X NW. Osserviamo che X,, C (Xo)z,, s€
dimostriamo che ogni h € I, si annulla su (Xg),, otteniamo (Xo)z, C Xu,,
dunque (Xo)z, = Xz, € quindi X e X, coincidono in un intorno. Sappiamo
che il rango dello jacobiano delle g; ¢ massimo cioé

Aq1y ey Gr
rank (QI7 7q) =7

8(217 (S Zn)

possiamo completare le ¢; con delle funzioni lineari [,y1, ..., [, tali che

Y1 = 111(217 ey Zn)

Yr = @ (21, -0 2n)
Yrr1 = L1 (21, 05 20)

Yn = ln(zlv ceey Zn)

sia un sistema di coordinate olomorfe in un intorno di xy in C"”. Chiamiamo
¢ : V. — V' la mappa tale che ¢(z1,...,2,) = (y1,-.-,yn) € ¥ la sua inversa. A
meno di scegliere V' e V'’ abbastanza piccoli possiamo supporre che 1 vada da
V' a V. Osserviamo i seguenti fatti

1. ¢(XI0 N V) = {y eV’ | Y1 = 07 v Yr = 0}
2. ({1 =0,..,4, =0}NV)=MNV.

3. Per ogni i = 1,...,r vale ¢; o ¥(y;) = ¢i(z;)) = y;. Quindi la matrice
jacobiana di ¢ o 1 rispetto alle prime r coordinate y1, ...,y & la matrice
identita.

Sia h € I, e chiamiamo h' = hot. Vogliamo mostrare che h|x,ny = 0 cioé che

/ —

{1 =0....y, =0y’ = 0.

Osserviamo che A’ ristretta a {y; = 0,...,4, = 0} NV’ & una funzione delle
variabili y,41, ..., Yn, quindi per dimostrare che é nulla ci basta dimostrare che
le derivate rispetto alle restanti coordinate sono nulle nel punto yo = ¢(z¢). Se
indichiamo con ¢} = g; o9 e b’ = h o ¢, usando la Chain-Rule abbiamo

dg; <~ Ogo )
ayj‘,; Dz, Oy

on' z”: d(h o) Oy
Oy; = O Oy
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Sia « un indice con @ € {r + 1,...,n}. Consideriamo la matrice jacobiana di
(g, h) rispetto alle variabili y1, ..., Yr, Yo

Bqll aqll qu
dy1 "7 Oyr  Oya
4 Oq.. dq.  Oq.
dyy " Oy, Oyq
oh’ oh’ oh’
dy1 "7 Oyr  Oya

e osserviamo che, sempre per la Chain-Rule, A = A; A,, dove A; e Ay sono le
matrici

Oy O

9q1 9q1 - . a3
921 e Dz 9y1 Ya

A = : . : Ay =

! 9gr 9qr 2

dz1 Ozp . - .
Oh oh I O
0z1 e Ozn 3y1/ e e

Dato che A’ non dipende da ¥, ..., y, e che la matrice jacobiana di ¢ o1 rispetto
alla coordinate y1, ...,y € la matrice identita otteniamo che

A I, *
= Oh
0| 3ys

quindi, a meno del segno, det A = gThl. Per la formula di Binet generalizzata

det A é determinato dal prodotto dei determinanti dei minori (r + 1) x (r + 1)
di Ay con quelli di Ay. Sia B un minore (r +1) x (r + 1) di A;. Dato che

g1, qr)

rank ———= =1

8(21,...,2’”)

otteniamo det B = 0 su R(X) N V. Dato che R(X)NV ¢ denso in X NV
abbiamo che det B = 0 su X N V. Quindi il germe del determinante di B

appartiene a Ix,, componendo con v otteniamo che il determinante del minore
li

appartiene a Iy X)yo - Osserviamo che —— ¢ una combinazione di germi di
Ya
li

Iw(X)yO e quindi abbiamo che — si annulla in yo. Dato che a € {r +1,...,n}
Ya
abbiamo dimostrato che tutte le derivate prime di A’ si annullano in g, iterando

questo procedimento otteniamo che tutte le derivate rispetto a 4,41, ..., y, sono
nulle, dunque A’ ¢ nulla in ¢(Xo) NV’ con V’ opportuno intorno di . O

Definizione 5.10. Sia X un insieme analitico. Per ogni x € X siano fi, ..., fi
dei generatori di I, definiamo lo spazio tangente di Zariski di X nel punto z

come
O(f1, s fr) )

T,X =k
. (3(21,...,zn)

Consideriamo ora ’anello
Ox’z = On,w /Ir
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e osserviamo che é un anello locale il cui ideale massimale é dato da
My = Mo, /Ix
dove M, ¢ I'unico ideale massimale di O,, ,. Dato che m, ¢ massimale abbiamo
che
OX,.'L' /mm
é un campo e dunque possiamo vedere Mz / m2 come uno spazio vettoriale su

Ox .z / m, - Ricordiamo alcuni fatti di algebra commutativa.

Definizione 5.11. Sia A un anello e M un A-modulo. Per ogni ideale a C A
definiamo

aM = {Zaimi |a; € a, m; € M e la somma é ﬁnita}.
Se N, P sono sottomoduli di M definiamo
N:P={a€A:aPCN}.
Osserviamo che N : P é un ideale di A, se prendiamo N = 0 abbiamo che
0:M={a€cA|laM =0}
chiameremo questo ideale {’annullatore di M e lo indicheremo con Ann(M).

Se a C Ann(M) possiamo vedere M come un 4 /, modulo. Per fare questo ci
basta definire ’operazione come

im=xm Viecd/,.

Si puo verificare che questa definizione é ben posta. Se A & un anello locale
con ideale massimale m abbiamo che A /m € un campo, che indicheremo con R.
Se M ¢& un A-modulo abbiamo che m C Ann(M /7)) quindi M /07 € un
R-spazio vettoriale. Nel seguito, dato un anello locale A con ideale massimale
m saremo interessati al modulo 7 /,,2 che quindi sarad un R-spazio vettoriale.

Teorema 5.10 (Hamilton Caley). Sia A un anello, M un A-modulo finitamente
generato, a C A un ideale e ¢ : M — M un morfismo tale che ¢(M) C aM,
allora ¢ soddisfa un equazione integrale del tipo

" +ar "+ +a, =0

Dimostrazione. Siano 1, ..., x,, generatori di M. Dato che ¢(z;) € aM esistono
a;j € a tali che

uz
$la;) =D aijx;
j=1

cioé
n

Z((SZJ¢ — am-)xi = O
i=1
Sia A la matrice associata a tale sistema, moltiplicando per la sua aggiunta
otteniamo
det Az; =0 Wi

42



e quindi
(det A)M =0

da cui ’equazione desiderata. O

Teorema 5.11. Sia M un A-modulo finitamente generato e a C A un ideale
tale che aM = M, allora esiste © € A tale che x =1 mod (a) e xM = 0.

Dimostrazione. Procediamo come nella dimostrazione del teorema precedente
prendendo come ¢ l’identita, se x1, ..., x, sono dei generatori di M otteniamo

n

Z(am - 5i,j)xi =0 VJ

i=1
Posta A la matrice associata al sistema, otteniamo che ’elemento cercato &
det(A). O

Teorema 5.12 (Lemma di Nakayama). Sia A un anello e R Uintersezione di
tutti gli ideali massimali di A. Se M é un A-modulo finitamente generato, a C R
e un ideale e aM = M allora M = 0.

Dimostrazione. Dal teorema [5.11] otteniamo che esiste un z =1 mod (R) tale
che M = 0. Se 1 — x appartenesse a R allora x sarebbe un’unitd perché, se
cosi non fosse, x apparterrebbe a un qualche ideale massimale M, ma anche
1—2 € M e quindi 1 € M, assurdo. Dunque z é invertibile e quindi

M =0 = T lzM =0 = M=0.
O

Teorema 5.13. Sia A un anello, M un A-modulo finitamente generato, R l’in-
tersezione di tutti gli ideali massimali di A, a C R un ideale e N un sottomodulo
di M. Se M =aM + N allora M = N.

Dimostrazione. Abbiamo che aM /n =M /N quindi M/ = 0 da cui M =
N. O

Teorema 5.14. Sia m, l’ideale massimale di Ox ,, allora M= /m2 ¢ isomorfo
’ x

come spazio vettoriale a T, X

Dimostrazione. Sappiamo che Mz /mi ¢un Oxx /mx -spazio vettoriale. Detto

M, lideale massimale di O,, , abbiamo che m, = Mz /I, e dunque

On,z
On fin, = ALe _ 0 frg, =

Mg

quindi Mz / m2 éun C-spazio vettoriale, dato che anche 7, X lo é per dimostrare

che sono isomorfi ci basta provare che hanno la stessa dimensione. Indichiamo
con (C")* lo spazio duale di C" e con el,...,e" una sua base. Consideriamo
I’applicazione lineare




L induce un isomorfismo L’ tra (C")* e Mz /xer,. Ma ker L = m? quindi
abbiamo
LM [z — ().

Prendiamo fi, ..., f; dei generatori di I,. Per definizione abbiamo
T,X =ker(L(fy), ..., L(f}))
e, indicato con H il sottospazio di (C™)* generato da L(fy), ..., L(f,) abbiamo
(T, X)*=(C")" /.
Consideriamo la preimmagine di H secondo L e osserviamo che contiene I,

dunque L™Y(H) = M2 + I, e quindi

TX = (LX) =M /(a2 1 1,) =™ /2

Definizione 5.12. Sia A un anello noetheriano locale e sia
PbCchP C,.,.CP,CA

una catena strettamente crescente di ideali primi. Definiamo la dimensione di
Krull di A come la lunghezza di tale catena, ossia

dimg A=n
Definizione 5.13. Sia A un anello locale noetheriano con ideale massimale m,
diremo che A é regolare se dim A = dim ™ /2.

Se applichiamo queste definizione ad un insieme analitico X abbiamo che z € X
é regolare se
dimK OX,Q,C = dim TxX.

Supponiamo adesso che I, sia un ideale primo di O, ;. Sappiamo che
A=Ouc /1,

é un’estensione integrale di un anello Oy e quindi dimg A = dim Ok, vediamo

che dim O = k.

Teorema 5.15. Nelle notazioni precedenti dim Oy = k.

Dimostrazione. Osserviamo che kK = n—r con r il rango della matrice jacobiana
dei generatori di I, calcolata in y € X N(A\ V(d)), dove A & definito come nel
teorema, Sappiamo che X, in un opportuno polidisco A ¢ un rivestimento
ramificato di un aperto di C*, dunque esiste un aperto denso U di X definito
come luogo di zeri di n — k elementi di I,. Tali elementi sono

dk+1

de —Tj(zk+1) i=k+2,...n

e quindi U ¢ una varieta di dimensione r e dunque U C R(X). Dato che k = n—r
e r > r, abbiamo che
n—r<n—r, =dm7T,X

quindi dim Oy = k. O
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A questo punto, se z é regolare r, =r e dim7,X =n —r =dimOx, e quindi
Ox o € regolare. Viceversa se Ox , € regolare dimOx , = dim7, X =n —r da
cui r, = r e quindi x é regolare. Abbiamo dimostrato che x € X ¢é regolare se e
solo se Ox , un anello regolare.

6 Spazi analitici

In questa sezione introdurremo il concetto di spazio analitico. Nel seguito
utilizzeremo la nozione di fascio, che richiameremo brevementd'}

Definizione 6.1. Sia X uno spazio topologico. Un fascio di gruppi abeliani su
X ¢é una coppia formata da

e Una funzione che ad ogni x € X associa un gruppo abeliano che denote-
remo con F,.

¢ Una topologia su

F = U Fs.

zeX

Sia 7 la proiezione di F su X, denotiamo con
F+I={(f,9) e T xTF|x(f) =n(g)}-

Richiediamo inoltre che i seguenti assiomi siano soddisfatti
e 7 & un omeomorfismo locale.
e L’applicazione f — —f & continua da F in F.
e L’applicazione (f,g) — f + ¢ € continua da F x F in F.

Chiaramente non € necessario che un fascio sia formato da gruppi abeliani
ma si puo estendere la definizione anche, ad esempio, ad anelli o moduli.

Definizione 6.2. Sia U C X, diremo che s : U — F & una sezione se mos(x) = x
per ogni z € U.

Nel seguito indicheremo con I'(U, F) 'insieme di tutte le sezioni definite su

U.

Definizione 6.3. Un fascio di A-moduli é di tipo finito se é localmente generato
da un numero finito di sezioni.

Definizione 6.4. Sia F un fascio di A-moduli, diremo che F é coerente se:
e F ¢ di tipo finito.

e per ogni $1, ..., s, numero finito di sezioni, il fascio delle relazioni R(sq, ..., sp)
¢ di tipo finito.

IPer una trattazione pitt approfondita si rimanda all’artico Faisceuz Algébriques Cohérents
di Jean-Pierre Serre
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Teorema 6.1. Sia
0-F—->M—->H—=0

una successione esatta di fasci. Se due dei tre fasci sono coerenti allora anche
il terzo lo é.

Teorema 6.2 (Oka). Sia X una varieta analitica complessa e Ox il fascio dei
germi di funzioni olomorfe su X, allora Ox é coerente.

Sia X un insieme analitico, indichiamo con O il fascio delle funzioni olomorfe
su X. Consideriamo un numero finito fi, ..., f; di funzioni olomorfe e indichiamo
con Y il loro luogo di zeri. Possiamo definire il fascio F dei germi di funzioni
olomorfe che si annullano su Y. Chiamiamo fascio strutturale il fascio

Oy = (O”/?)|Y

e definiamo (Y, Oy) modello locale.

Definizione 6.5. Una coppia (X,0x) € uno spazio analitico se:
e X ¢é uno spazio topologico di Hausdorff.
e (X, Ox) ¢ un fascio di anelli.

e (X,0x) ¢ localmente isomorfo a (Y, Oy ), dove Y sottospazio analitico di
C™ e Oy il suo fascio strutturale.

7 Coomologia a coefficienti in un fascio e spazi di
Stein

Sia X uno spazio topologico di Hausdorff paracompatto e U = {U; }; un ricopri-
mento aperto di X. A questo ricoprimento associamo un complesso simpliciale
N nel seguente modo: un p-simplesso o € N é una (p + 1)—tupla di aperti del
ricoprimento con intersezione non vuota, indichiamo con |o| intersezione di tali
aperti. Applichiamo quello che abbiamo fatto ai fasci.

Definizione 7.1. Sia JF un fascio di gruppi abeliani. Una p—cocatena a coeffi-
cienti in F & una funzione f che ad ogni p-simplesso ¢ € N associa una sezione

fo € T(la]).
Denotiamo con CP I'insieme delle p-cocatene. Consideriamo la mappa
9y : CP — CPHl
che manda una f € C? nella p 4 1-cocatena d, f definita nel seguente modo

p+1

0o f)(0) =D (=1Y7¢ f(Uo, s Uj—1,Ujs1, s Up1)

Jj=0

dove 1, denota la restrizione della sezione a |o]|.
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Definizione 7.2. Definiamo il p-esimo gruppo di coomologia come
HP(U,F) = ker 0, /Im 9y

con la convenzione che Im9d_; = 0.

Si puo dimostrare che H°(U, F) = T'(U, F). Consideriamo una successione esatta
di fasci
0=F—-M-=>H—=0

questa successione induce una successione di cocatene
0—-CU,TF) - C(UM)— CUH)—0

dove 'ultima mappa non é surgettiva. Si pud dimostrare che questa successione
genera una successione di coomologia

0— H'(U,F) — H'(UM) - H (U, H) - H (U, F) - H (U,M) — H (U, K)

e si pud dimostrare che se H'(X;J) = 0 I'applicazione I'(X, M) — T'(X,M) &
surgettiva. Passiamo adesso agli spazi di Stein.

Definizione 7.3. Sia K C C" un compatto e A un’algebra di funzioni, definia-
mo 'inviluppo convesso di K secondo la famiglia A come

K={zeC"|f@)<|flx VfeA}

Definizione 7.4. Sia (X, 0) uno spazio analitico, diremo che X ¢ olomorfica-
mente convesso se, per ogni K C X compatto K é compatto. Diremo che X &
uno spazio di Stein se:

1. X ¢é a base numerabile.
2. X é olomorficamente convesso.

3. Per ogni x € X esistono f1, ..., f € Ox tali che

a(fh ceey fn)
rank <8(zl,...7zn)

) = dim T, X

x

4. A separa i punti.

Teorema 7.1 (Teoremi A e B di Cartan). Sia X uno spazio di Stein e F un
fascio coerente allora:

o (Teorema A) F ¢ generato dalle sue sezioni globali.

o (Teorema B) HP(X,F) = 0 per ogni p > 1.
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