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1 Gruppi di trasformazioni

Sia X un insieme non vuoto. Si definisce
S(X)={f:X — X biunivoche}.
Allora (S(X),0) ¢ un gruppo.
Definizione 1.1. Si dice gruppo di trasformazioni di X ogni sottogruppo di S(X).
Esempio. GL(V) (dove V' & uno spazio vettoriale); O(V, ¢) con ¢ € PS(V).

1.1 Traslazioni
Definizione 1.2. Dato uno spazio vettoriale V' ed un suo elemento v si dice traslazione di vettore
v la funzione
TV =V
w = W+
Nota 1.3. 7, e lineare se e solo se v = 0.

Proposizione 1.4. Sia T(V) = {1, | v € V}. Allora (T'(V),0) é un gruppo abeliano di
trasformazioni di V', ed & isomorfo a (V,+).

Dimostrazione. La proprieta associativa vale perché l'insieme ¢ formato da funzioni. 7y € evi-

dentemente 1’elemento neutro, e Vo € V. 7,07, = 7,07, = id = 7y, dunque 7,' = 7_,.

Inoltre Yu,v,w € V (1, 0 7y)(u) = Tp(tw(u)) = 7(u +w) = v+ w+ v = 7,(7,(u)) =
= (Ty 0 Ty)(v) = (7 0 7)(u), dunque 7, o 7,(u) = 7, © 7, pertanto il gruppo & abeliano. Per la
seconda parte della tesi, la funzione

Vi+) — (T(V))
Vo Ty

e un isomorfismo di gruppi, perché e ovviamente biunivoca, e 7,1, = T, © Ty- O

1.2 Azione di un gruppo

In questa parte del corso di Geometria Analitica e interessante studiare come certi gruppi di
trasformazioni agiscono su punti o insiemi di punti. Per questo introduciamo brevemente dei
concetti astratti di algebra legati alla teoria dei gruppi.

Definizione 1.5 (Azione di un gruppo). Sia G un gruppo e X un insieme. Si definisce azione di
G su X un qualunque omomorfismo ¢ : G — S(X).

Nota 1.6. Un’azione ¥ di G su X induce la seguente relazione ~:
v~y e dgeGiyY(g)(z) =y;
ed e facile vedere che ~ ¢ d’equivalenza.
Definizione 1.7 (Orbita). Ogni classe [z] € X/~ ¢ detta orbita dell’azione 1.

Definizione 1.8 (Azione transitiva). Un’azione ¢ su X si dice transitiva se induce un’unica
orbita.

Esempio. T(V) agisce su V' in modo transitivo. Infatti se v,w € V, 7,_,(v) = w.

Definizione 1.9 (Stabilizzatore). Si definisce stabilizzatore di x € X il sottogruppo di G dato
da

Stabg(v) = {g € G : Y(g)(z) = x}.



1.3 Gruppo delle isometrie

Sia (V, ¢) uno spazio euclideo e sia d la distanza indotta da ¢ su V. Allora si pone
Isom(V,d) ={f: V=V |VP,QeV d(P,Q)=d(f(P) f(Q))}
Nota 1.10. Isom(V,d) gode delle seguenti proprieta:
e O(V,9) C Isom(V, d);
o T'(V) C Isom(V,d);
e Yo e VVfeOWV,¢p) t,0f¢€ Isom(V,d)

Lemma 1.11. Vv € V.Vf € GL(V) (e dunque in particolare per f € O(V,¢)) foT, = Tswy o f
(e pertanto in generale f e T, non commutano).

Dimostrazione. (f o1,)(x) = f(x +v) = f(z) + f(v) = 75w (f (7)) = (Tf@) © f)(2). O
Proposizione 1.12. {r,o f|v eV, f € O(V,9)} é un gruppo rispetto alla composizione.

Dimostrazione. Poiché (1,0 f) o (1,09) = 7,0 (f o Tw) 09 = Ty 0 Ty © f © g, tale insieme &
chiuso rispetto alla composizione. Inoltre per questo ¢ vero che (1,0 f) o (1, 0 g) = id se e solo se
Ty O Tf(w) © f © g, la qual cosa & senza dubbio vera se f(w) = —v e fog = id, ossiase w = —f~'(v)
eg=f1L O

Nota 1.13. Analogamente si dimostra che anche {1, o f | v € V| f € GL(V)} & un gruppo di
trasformazioni.

Teorema 1.14. Isom(V,¢) ={r,o f |v eV, f € O(V,¢)}.

Dimostrazione. 1l fatto che il membro destro dell’'uguaglianza sia incluso in quello sinistro e ovvio.
Viceversa, se f € Isom(V,¢) e f(0) = v, allora se 7_, o f, g € Isom(V,¢) e g(0) = 0. Dunque,
per un teorema visto, g € O(V, ¢), e pertanto f =7, 0g. ]

2 Isometrie di R"

Si consideri adesso come caso particolare R™ dotato del prodotto scalare ordinario. Il teorema 1.14

allora implica che
Isom(R") ={X — AX + B|A € O(n), B € R"}.

Pertanto se f € Isom(R") allora
Fia(f) = {X € R'|f(X) = X} = {X € R"|(A— )X = —B},
quindi o Fiz(f) e vuoto, o ¢ un sottospazio affine di R” di giacitura

(X € R"(A— D)X =0} = Fiz(A).



2.1 Simmetrie
Definizione 2.1. f € Isom(R") si dice simmetria se f? = id.
Proposizione 2.2. Sia f una simmetria di R"™ tale che f(X) = AX+ B, con A € O(n). Allora:
I) A> =1 (e dunque A ¢ diagonalizzabile) e f(B) = AB + B = 0;
II) £ € Fiz(f), e dunque Fiz(f) = Fiz(A) + £;
IIT) B ¢ ortogonale a Fix(A).

Dimostrazione. 1) VX € R" X = f?(X) = A(AX + B) + B = A’X + AB + B, e dunque
A2:]ef(B):AB+B—O.
) f(8)— 48+ p- 8B, 55
ITT) Poiché A% = I, A ¢ diagonalizzabile con autovalori 1 e —1, pertanto R® = V(1,4

[ S2)

V (=1, A). Per definizione si ha che Fix(A) = V (1, A). Vogliamo dimostrare che Fiz(A)~*
V(-=1,A). Sex € V(—1,A) ey € V(1, A), allora

(z,y) = vy = (—Ax)Ay = — 2'"AAy = — 'y = —(z,y),

pertanto (x,y) = 0. Dunque V(—1,A) C Fiz(A). Ma entrambi hanno dimensione n —
dim(V (1, A)), dunque coincidono. Ma per il punto I) B € V(—1, A).
[

Esercizio 2.3 (Forma canonica per le simmetrie). Dimostrare che se f € Isom(R") é una sim-
metria e k = dim(Fiz(f)), allora esiste a« € R"™ ed esiste una base ortonormale B = {vy,...,v,}
di R™ rispetto alla quale f si scrive come

fX) = <Iok _g_k >X+own.

2.2 Riflessioni

Definizione 2.4. f € Isom(R"™) viene detta riflessione se f? = id e Fixz(f) ¢ un iperpiano affine
(ossia se ha dimensione n — 1).

Nota 2.5. Se f(X) = AX + B ¢ una riflessione, dim(Fixz(f)) =n — 1, per cui A € O(n) induce
una riflessione lineare rispetto alla giacitura di Fiz(f). In particolare det A = —1.

Esercizio 2.6. In R? siano ry e ry due rette passanti per 'origine. Sia a l'angolo (considerato
in senso antiorario) tra r1 e ro. Siano py e po le riflessioni del piano di assi rispettivamente rq
e ro. St dimostri che py o py € la rotazione antioraria del piano avente come centro l’origine e di
angolo 2.

Esercizio 2.7. Studiare la composizione di due riflessioni distinte di R™.

Dimostrazione. Siano pi(X) = A1 X + By e po(X) = As X + By, Fiz(p1) = Hy e Fix(py) = Ho.
Sappiamo che A2 = A2 =T e A1B, + B; = AyBy + By = 0.

I caso: H; e Hy sono paralleli (ossia hanno la stessa giacitura). Allora Fixz(A;) = Fix(A,).
Pertanto A; e A inducono una riflessione rispetto allo stesso piano. Dunque A; = Ay, = A.
Ma allora (pg 0 p1)(X) = A(AX + By) + By = A’X + AB; + By = X + (AB) + By) =
= X + (By — By) Di conseguenza ps o p; € una traslazione di By — By, che ¢ il doppio della
distanza tra H; e H,.



II caso: H; e H, non sono paralleli. In tal caso H; N Hy € un sottospazio affine di dimensione
n —2. Ma Hy N Hy C Fix(p; o p2). Inoltre la giacitura di Fiz(ps o p1) € Fix(AsA;) =
V(1,A5A;). Allora L = V (1, AyA;)* & invariante per A, A;. Pertanto tutti i piani ortogonali
a H; N Hy (che hanno giacitura L) sono invarianti per ps o p;. Per l'esercizio precedente
su tali piani ps o p; € composizione di riflessioni rispetto a rette incidenti, dunque e una
rotazione.

Teorema 2.8. Ogni f € Isom(R"™) e composizione di al piv n+ 1 riflessioni

Dimostrazione. Se f(0) = 0, allora f € O(n), dunque & composizione di al piu n riflessioni. Se
f(0) =B #0,sia H={X € R"| d(X,0) =d(X,B)}. H ¢ un iperpiano. Infatti

v € H <= ||z|]]* = ||r — B|]? < (2,2) = (t — B,7r — B) <= (B, B) — 2(B, X) = 0,

equazione che definisce un piano. Inoltre, poiché g € H, la giacitura di H & Span(B)*. Sia py
la riflessione rispetto all’iperpiano H. Allora

{ pu o f € Isom(R™)
(pr © £)(0) = pu(B) =0

allora pg o f & composizione di al piu n riflessioni, dunque f = pj, o (py o f) € composizione di al
piu n + 1 riflessioni. O]

= pg o f € O(n)

Definizione 2.9 (Isometrie dirette e inverse). Un’ isometria f(X) = AX + B si dice diretta se
det A =1, inversa se det A = —1.

Nota 2.10. Dato che le riflessioni sono isometrie indirette, la definizione di isometria diret-
ta (rispettivamente inversa) ¢ equivalente a chiedere che sia composizione di un numero pari
(rispettivamente dispari) di riflessioni.

Proposizione 2.11. Se f € Isom(R"™) ha almeno un punto fisso, é composizione di al pit n
riflessions.

Dimostrazione. Sia f(0) = B # 0 (se f(0) = 0 la tesi ¢ manifesta) e sia @ € R™ tale che f(Q) = Q.
Sia inoltre H definito come nella dimostrazione precedente. Allora come prima pg o f € O(n),

e poiché d(Q,0) = d(f(Q), f(0)) = d(Q,B), Q € H, e pertanto (p, o f)(Q) = Q. Percio
dim(Fiz(pg o f)) > 1, e di conseguenza p, o f & composizione di al pit n — 1 riflessioni. Dunque
f e composizione di al piu n riflessioni. n

2.3 Classificazione delle isometrie di R?

Definizione 2.12 (Glissoriflessione). Si chiama glissoriflessione (o riflessione rotatoria) la com-
posizione di una riflessione con una traslazione parallela all’asse della riflessione.

Nota 2.13. La glissoriflessione ¢ un’isometria inversa senza punti fissi.

Teorema 2.14 (di classificazione delle isometrie piane). Ogni isometria di R? ¢ di uno dei sequenti
tips:

I) traslazione (isometria diretta senza punti fissi);

IT) rotazione (isometria diretta con punti fissi);



IIT) riflessione (isometria inversa con punti fissi);
IV) glissoriflessione (isometria inversa senza punti fissi).

Dimostrazione. Sia f € Isom(R?). Allora f ¢ composizione di k riflessioni, con k < 3. Se k =0, f
e l'identita. Se k = 1, f ¢ una riflessione. Se k = 2, come abbiamo gia visto f ¢ una traslazione
od una rotazione. Se k =3, f = p; o pyo p3. Sia r; = Fix(p;) (con i = 1,2,3). p1 o pa puod essere
una traslazione od una rotazione.

I caso: p; o po = 7, € una traslazione. Allora sia v = vy + vy, con v1//r3 € voLlrs. Quindi
f=Ty0p3 =Ty 0(Tu, ©ps3). Ma 7,, 0 p3 & una riflessione pj rispetto ad un asse r4 parallelo
a r3. Dunque f = 7,, o p5, che ¢ una glissoriflessione se vy # 0, ¢ una riflessione se v; = 0.

II caso: p; o ps € una rotazione rispetto ad un punto P di angolo «. Vanno distinti due ulteriori
sottocasi:

e P ¢ ry. In tal caso la rotazione R = p; o py € composizione di due riflessioni p) e pl,
rispetto a rette r{ e 74 incidenti in P, che formano un angolo di § e con 7 parallela a
rh. Allora f = p; 0 pyops = pjophops. Ma p,ops e una traslazione, dunque f ¢ una
glissoriflessione.

e P € ry (ossia ry, ry e r3 sono incidenti). Allora si puo scrivere p; o py come p) o ps,
dove p) ¢ la riflessione rispetto ad un opportuno asse passante per P. Allora

f=pi1opropy=phopsops=pl,
e dunque f e una rotazione.

]

Nota 2.15. py o psops € una riflessione se e solo se i tre assi di riflessione sono paralleli o incidenti.

2.4 Classificazione delle isometrie di R?

Nota 2.16. La composizione di tre riflessioni rispetto a tre piani distinti incidenti in un punto
(ma non in una retta) e la simmetria rispetto a quel punto. In generale due isometrie elementari
(traslazioni, riflessioni, rotazioni) non commutano, fuorché in alcuni casi particolari, cui si danno
dei nomi:

I) sichiama glissorotazione la composizione di una riflessione e di una traslazione parallela al
piano di riflessione;

IT) sichiama riflessione rotatoria la composizione di una riflessione e di una rotazione intorno ad
una retta ortogonale al piano di riflessione (un caso particolare sono le simmetrie centrali);

III) si chiama avvitamento la composizione di una rotazione e di una traslazione parallela alla
retta intorno a cui avviene la rotazione.

Teorema 2.17. Tutte le isometrie di R® sono traslazioni, riflessioni, rotazioni, glissorotazions,
riflessioni rotatorie o avvitamenti.



3 1l gruppo di trasformazioni A(V)

Dato uno spazio vettoriale V si definisce A(V) = {r, o f |v €V, f € GL(V)}. E stato gia visto
(vedi la nota 1.13) che A(V) & un gruppo di trasformazioni, e che coincide con il sottogruppo di
S(V) generato da T'(V') e da GL(V).

Consideriamo ora la naturale azione di A(V') su V definita da ¢(f)(v) = f(v).
Proposizione 3.1. Valgono i sequenti fatti:
I) Se |V| > 2 allora St,(GL(V)) = GL(V) se e solo se v = 0.
II) VveV St,(AG)) = GL(V).
V). D’altra parte se v # 0 allora ¢ banale
# V.

Dimostrazione. I) Ovviamente Sto(GL(V)) = GL(
trovare una funzione f € GL(V) tale che f(v)

IT) Innanzitutto Yo,w € V' St,(A(V)) e St,(A(V)) sono isomorfi. Infatti se u = v —w (sicché
Tu(w) = )

Sty(A(V)) — Stu(A(V))

f = 17,0fom,

¢ un isomorfismo. Inoltre 7, o f € Sto(A(V)) se e solo se (1, 0 f)(0) = 0, cioe se e solo se
v =0, dunque Sto(A(V)) = GL(V). Pertanto

Yo eV Sto(A(V)) 2 Sty(A(V)) = GL(V).
O

Informalmente si puo dire che in V' ¢’¢ un punto privilegiato, l'origine, mentre in A(V') tutti
i punti sono equivalenti. Rileggendo la dimostrazione si puo notare che ad ogni coppia di vettori
v,w € V si e associata una traslazione 7,_,,, e le traslazioni costituiscono un gruppo isomorfo a
(V,+). Grazie alla definizione di spazio affine si distingueranno gli elementi di V' pensati come
punti o come traslazioni.

4 Spazi affini

Dato uno spazio vettoriale V', un insieme non vuoto A si dice spazio affine su V' se esiste una
funzione F': A x A — V che associa ad ogni coppia di punti P, € V un vettore di V', denotato
1@, in modo da verificare le seguenti condizioni:

I) VP e Ao eV 31Q € A tale che PO = o;

II) VP,Q,Re€ A ]@ + Cﬁ = ]ﬁ (relazione di Chasles).
Nota 4.1. Dalla relazione di Chasles discende che:
a) VPe A PP =0 (prendendo P = @ = R);

b) VP,Q € A @ = —Q? (prendendo P = R).



Esempio. I) A=V,
F:VxV =V
(P.Q) — POQYQ-p

IT) Data f € Hom(U,W) e dato b € W siano A = f~'(b) e V = f~1(0) = ker(f). Allora A ¢

uno spazio affine su V' tramite

F:AxA = V

— def
(al,GQ) = a1a2 = G2 — a4

4.1 Traslazioni

Dalla definizione, fissato v € V, 3!Q) € A tale che 1@ = v. Si definisce allora traslazione ogni
funzione 7, : A — A tale che 7,(P) = @, dove PQ) = v. Inoltre si usa la notazione P +v = 7,(P).
Con tale notazione si ha che:

. (P—i—v;:v;
° P—i—P@:Q.
Lemma 4.2. VP € A, Yvy,v9 € V si ha che (P +v1) +ve = P+ (v + vy).

— —
Dimostrazione. Siano P_1>: P+wv e Py=P+4wvy. Allora vy = PP, e v9 = PP,.. Percio si ha che
P—F(Ul—i—’Ug):P+(PP1+PP2):P+PP2:P2 ]

4.2 Combinazioni affini

Fissato P € A, si definisce

FpiA - V

Q — PG

Dagli assiomi segue che Fp & biunivoca e che Fp(P) = ﬁ = 0. Dunque Fp trasforma P
nell’origine di V. Dunque si vorrebbe trovare una definizione di “combinazione affine” di punti
di A che corrisponda alla combinazione lineare di vettori. Siano P, P, ..., P, € A. Per ogni

P € A Fp trasforma P; in ]?ﬁz Dati t,...,t, € K esiste ZletiP » € V., e dunque anche
Fg 1(2; tl]?ﬁ:) € A. Affinché il risultato sia indipendente da P, deve valere che

k k
vP.QeA P+Y PP =Q+Y tQP,
i=1 i=1
il che accade se
k k k k
P+S tPB =P+ t(PG+QP) =P+ (Zm) PO+ QP
i=1 i=1 i=1 i=1
¢ eguale a
k k
Q+Y QP = P+ PO+ > tQP,
i=1 i=1
ossia se e solo se Zle t; = 1. Da cio discende la seguente definizione.
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Definizione 4.3. Dati P;,...,P. € A e ty,...,t € K con Zle t; = 1, si chiama combi-

nazione affine di Py,..., P, dato un qualsiasi P € A, FISI(Z;C:I tzﬁﬁz) Si definisce inoltre
comby(Py, ..., P,) = {combinazioni affini di K}.

Esempio. Se A = K" e P, P, sono punti distinti, allora

COmba<P17P2) = {tlpl—f-tgpg | t1 +1to = 1} :{tpl‘i'_(]__t)PQ | tEK} =
che ¢ la retta passante per P; e P,. Analogamente la combinazione affine di tre punti non

allineati e il piano passante per essi.

4.3 Sottospazi affini

Un sottoinsieme H di A si dice sottospazio affine se & chiuso per combinazioni affini.

Nota 4.4. L’intersezione di sottospazi affini € un sottospazio affine.

Esempio. Sia F € A, e sia W un sottospazio di V. Allora
FRl(W)={P e A|RPeW}={PeA|P=P+wweW}
Dunque Fp,(Po+W)=W.

Nota 4.5. Py + W = {1,(F) | w e W}.

Proposizione 4.6. Py + W ¢ chiuso per combinazioni affina.

Dimostrazione. Siano Py +wy,..., By +w, € Bp+W et +...+t, =1. Allora

th(Po—sz):Po‘l'ztlpo(Po—}—wzi:P()‘l'ztz’wlEP()‘l‘W
=1

=1 =1

4.4 Giacitura

Proposizione 4.7. Sia H un sottospazio affine di A. Allora esiste un unico sottospazio vettoriale
Wy di 'V, detto giacitura di H, tale che VPBy € H H = Py + Wpy.

Dimostrazione. Dato Py € H, si cerca Wy tale che verifichi la tesi. Poiché Py + Wy = Fp (W),
necessariamente

WH:FPO(H>I{U)EV|P0+UJEH}.

Bisogna verificare che Wy sia un sottospazio di V. Dati wy,ws € Wy e aj,as € K, si ha che
Py+w; € H e che Py + wy, € H. Ma allora

P0+a1w1+a2w2 P0+OK1P0P0+UJ15+062P0P0+’UJ2 =

\

—PQ+(1—051—042)P0P0+041P0 P0+w15+042P0 P0+U)25:
:FI;O ((]_—O./l—OzQ)P()PO—f-OzlP()(PO—f—U}lj+O{2P0(P0+UJ2;GH
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in quanto combinazione affine di Fy, Py + wy e Py + wy € Wy. Quanto all’'unicita, bisogna
verificare che il ragionamento fatto non dipenda dall’elemento di H scelto, ossia che dati P;, P, €
H valga che Fp (H) = Fp,(H). Ma Fp,(H) = {]?182 | Q € H}, e se Fla € Fp (H) si ha che

\

PiQ = PPy + P,Q = —P, P, + P,Q € Fp,(H),

pertanto Fp (H) € Fp,(H), ed analogamente si dimostra I'inclusione inversa. O
Definizione 4.8. Se H C A e sottospazio affine, si pone dim H = dim Wy.
o [ ¢ detto retta se dim H =1,
e H e detto piano se dim H = 2,
e H ¢ detto iperpiano se dim H = dim A — 1.
Nota 4.9. Se H,L C A tali che H N L # () sono sottospazi affini, allora Wynr, = Wy N Wy
Definizione 4.10. Due sottospazi affini si dicono:
e incidenti se H N L # 0,
e paralleli se Wy C W, Vv Wy C Wy.
Nota 4.11. il parallelismo in generale non e una relazione transitiva, quindi neanche d’equivalenza.

Proposizione 4.12. Dati P, ..., P,
— —
comb,(Py, ..., P,) = Py + Span(PyPy, ..., PoPy).

Dimostrazione. Per definizione di combinazione affine vale C. Per il D si ha

k
— — — = —
Py +t1PoP+ -+ 1 PoPy = Py + (1 - E ti) Rk +t PP+ -+ + 1 Po P,

i=1
che sta in comb,(Po, ..., Py), Vt1,... tx € K. O

Piu in generale, chiamando comb,(X) linsieme di combinazioni affini di tutti i possibili
sottoinsiemi finiti di X si ottiene I’analogo della proposizione appena dimostrata.

Definizione 4.13. poniamo H + L = comb,(H U L).

Proposizione 4.14 (Giacitura di H + L). Se H, L C A sono sottospazi affini, allora VP € H e
YQ € L si ha che

Wy =Wy + W + Span(]%).

Dimostrazione. H € H + L = Wy C Wy, Wi, € Wy, ; inoltre si ha che comb,(P, Q) C
H+ L= W]@ C Wy r; quindi vale I'inclusione

Wy 2 Wy +Wr + Span(]@).

Sia ora S = P+WH+WL+Span(@). Si ha che S O P+ Wy = H; e, poiché QQ = P—i—l@ €S,
L=Q+W,CQ+Wy+ W+ Span(PQ) = S. Cid significa che § D H + L per definizione di
combinazione affine. O
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Lemma 4.15. H, L C A sottospazi affini, allora vale che
HANL=0 < VYPeHQecL, PO¢Wy+ Wy

Dimostrazione. Se per assurdo esistessero P € He() € L tali che 1@ = w; + wo in modo che
wy € Wy, wy € Wy, si avrebbe che H 5 P + w; :P+(@—w2) =Q —wy € L.

Viceversa, se AR € HN L, presi P € H,(Q € L si hache H =P+ Wy, L = Q + Wy, quindi
PO = PR+ RO € Wy + Wi 0

Proposizione 4.16 (Formula di Gramann affine). Dati H, L C A sottospazi affini si ha che
I) HNL #0, dim (H+ L) =dim H+dim L —dim (HNL);
II) HNL =0, dim H+ L =dim H + dim L — dim (Wy N W) + 1.

Dimostrazione. dim (H + L) = dim Wyyp, Wyyp =Wy + Wi + Spcm(@), quindi si ha che:

I) per il lemma otteniamo che @ € Wy + Wy, cioe Wy, = Wr + Wpg da cui la tesi discende
dalla formula di GrafSmann vettoriale;

IT) in questo caso ]@ ¢ Wy + Wy allora dim Wy, = dim (W +Wpg)+1 e la tesi si ha ancora
per la formula di Gramann vettoriale.

O
Definizione 4.17. H, L si dicono sghembi se HNL =0 e Wy NW, = {0}.
4.5 Riferimenti affini
Definizione 4.18. Dati i punti F,..., P, € A, essi si dicono affinemente indipendenti se si ha
dim comb,(Py, ..., P.) = k.
Definizione 4.19. Sia n = dim A. Si chiama riferimento affine ogni n + l-upla di punti
{Py, ..., P,} affinemente indipendenti.
Nota 4.20 (passaggio da un riferimento affine ad base di vettori). Se {F, ..., P} ¢ un riferimento
affine, allora {PyP,,..., PyP,} & una base di V. Viceversa, se {v,...,v,} ¢ una base di V e
P e A allora {P,P+vy,...,P+v,} & un riferimento affine. In particolare se A =V = K",
{0,€e1,...,e,} & detto riferimento affine standard.
Proposizione 4.21. Se R = {P,,..., P} ¢ un riferimento affine di A, allora

VP e A, dlag,...,a, € K: P=ayPy+ -+ a,P,.

In particolare, la n + 1-upla ag, ..., a, sono detti coefficienti affini di P rispetto a R.
Dimostrazione. Per ipotesi, A = comby(Fy, ..., P,) quindi esistono sicuramente dei coefficienti
per ogni P € A. Per mostrare che sono unici, basta spostarsi nello spazio vettoriale V' con il
procedimento mostrato nella nota precedente. O]
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5 Trasformazioni affini

Siano A uno spazio affine su V' e B uno spazio affine su W, dove V' e W sono spazi vettoriali sul
campo K.

Definizione 5.1. Si dice trasformazione affine una funzione f : A — B che conserva le combina-
zioni affini.

Definizione 5.2. Una trasformazione affine biunivoca si dice isomorfismo afline.

Definizione 5.3. Un isomorfismo affine da uno spazio affine in sé si dice affinita. Si definisce

inoltre Aff(A) ={f: A— A| f ¢ un’affinita}.
Esempio. 1I) Le traslazioni sono affinita.

IT) Se R ¢ un riferimento affine, la funzione

[ }RZA — K"
P ~ [P]R

(dove [P]g sono le coordinate affini di P rispetto a R) ¢ un isomorfismo affine; esso manda
ipuntidi Rin O,eq,...,e,.

Proposizione 5.4. Se V' ¢ uno spazio vettoriale, f :'V — V' ¢ un’affinita e f(0) =0, allora f ¢
lineare.

Dimostrazione. Yvi,v9 € V. Vi, ty € K vale che:

f(tlvl =+ tzvg) = f((l — tl — tg)' O + tl’Ul + tg’l)z =
= (1= t1 = t2) f(0) + ta f(v1) + L2 f(v2) = b1 f(v1) + Lo f (v2).

]

Proposizione 5.5. Se f € Aff(V) allora esistono e sono unici v € V e g € GL(V) tali che
f=10g.

Dimostrazione. Sia v = f(0). Allora g =7, 0 f € Aff(V) e g(0) = 0, quindi per la proposizione
precedente g € GL(V'). Da tale proposizione segue che

Aff(VY{ryoflveV,feGL(V)}.
Di conseguenza Aff (V') ¢ il gruppo generato da T'(V') e da GL(V). In particolare
Aff(K") ={X — AX + B | Ae GL(n,K),B € K'}.
[

Proposizione 5.6. Dato uno spazio A affine su'V' e dati i riferimenti affini L = (Po, Py, ..., P,)
e M = (Qo,Q1,...,Qn) esiste un’unica affinita f € Aff(A) tale che Vi =0,...,n f(P;) = Q;.
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Dimostrazione. Consideriamo le trasformazioni invertibili Fp, : A—=VeFy : A=V, allora
si ha che Fp /(L) = (O,POPl,...,POP,;) = (0,B) dove B € V & un vettore di dimensione n;
similmente Fg, (M) = (0,C).

Ora B e C', per motivi dimensionali, sono basi dello spazio V', pertanto esiste un unico en-

—
domorfismo lineare g che mappa B in C. Infine, sia 7 : V — V la traslazione del vettore FyQg.
Mostriamo che la mappa f : A — A definita da

f=FplorogoFy,
soddisfa le condizioni richieste:

f(Py) = FploTog(0) = Fp'o7(0) = pO(PoQo) Qo
[(P) = F5lorog(RP) = F5l o r(Qu@)) = Fl(R@Q)) = Q1)

Vi =1,...,n. Mostriamo che conserva anche le combinazioni affini, in particolare basta mostrare
che conserva quelle di punti in L:

f (iﬁﬂ) = Fplotoyg (i&ﬁ)
i=0 i=0
= F-E()l oT (Z tz@t)

1=0
- 7! (imﬁ)
=0
= ZtiQi'
=0

D’altra parte, si verifica facilmente che se esiste f siffatta, allora 'applicazione j : V — V
definita
j:T_lonOOfono

5B i 00
manda PyF; in QoQ; Vi = 1,...,n e che ¢ lineare (la verifica & del tutto analoga ai passaggi
appena descritti). Da cio segue quindi che g = j cioe I'unicita. O]

5.1 Gruppo delle affinita

Definizione 5.7 (gruppo delle affinita). consideriamo il seguente insieme
Aff(K") ={x+— Mx+ N : M € GL(K"), N € K"}
e l'operazione di composizione o: la coppia (Aff(K"),0)) si dice gruppo delle affinita di K".

Nota 5.8. la mappa ¢ : K® — K" 2+ (%) ¢ un isomorfismo affine tra K” ¢ H = {x € K" :
Tpy1 = 1} il quale ¢ sottospazio affine di K",

Vogliamo ora far vedere che questo isomorfismo e pit profondo di quanto non appaia a prima
vista. In particolare cercheremo di studiare la relazione tra le trasformazioni affini in K" e le
trasformazioni lineari in K" arrivando ad identificare Aff(K") con un sottogruppo di GL(n +
1, K).

Definizione 5.9. G(H) ={g € GL(n+1,K) : g(H) = H}.
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Nota 5.10. E immediato verificare che G(H) & un sottogruppo di GL(n + 1,K), dato che compo-
sizione ed inverse di mappe che conservano H a loro volta lo conservano.

Nota 5.11. Se scomponiamo g € G(H) in blocchi in questo modo:

B ( M N )
g P q
dove M € M(n,K); N,p € K", q € K, e se vogliamo che g fissi H allora si deve avere che la n+ 1

-esima componente di g (1) sia ancora 1, cio¢ che Vo € K" 'px + ¢ = 1, cio¢ che p =0,q = 1.

Proposizione 5.12. sia ¢ : Aff(K") — G(H) definito da

(ID(xr—>M:B+N):(M N)

0 1
e un isomorfismo di gruppi.

Dimostrazione. Per prima cosa ¢ immediato vedere che ® ¢ iniettivo dato che il nucleo contiene
solo l'identita. La surgettivita ci e fornita dalla precedente osservazione. Rimane da far vedere
che questo operatore commuta con la composizione. Date due affinita a : © — Mx + N e
a :x— M'x+ N’ siha che

aod :x+— MMz+ MN + N

quindi
/ /
B(a) o B(a') — ( Mé\/f MN1+N ) _ B(aod).
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6 Equivalenza affine

Definizione 6.1 (Equivalenza rispetto a G). Se G & un gruppo di trasformazioni di K" e Fj e F
sono sottoinsiemi di K™ allora F} e Fy si dicono equivalenti per G se dg € G tale che g(F}) = Fs.

In particolare:

Definizione 6.2. Fy, I, € K" si dicono affinemente equivalenti se 3g € Aff (K") tale che g(F}) =
F,. Analogamente Fj, F5, € K™ si dicono metricamente equivalenti se 3g € Isom(K") tale che
g(Fl) = FQ.

Nota 6.3. In generale, data una classe di oggetti X e un gruppo G che agisce su X (per esempio
mediante applicazione a sinistra: gz = g(z)), otteniamo naturalmente una relazione di equivalenza
dentro X data da x; ~ x5 quando esiste g € G tale che x1 = gxy. Le classi di equivalenza sono
dette orbite dell’azione di G in X. Studiamo in questi appunti le classi cosi ottenute dall’azione
di particolari applicazioni di uno spazio vettoriale sull’insieme di ipersuperfici affini.

Definizione 6.4 (Supporto di un polinomio). Dato g € Klzy,...,z,]| chiamiamo supporto di g
in K" linsieme V(g) = {z € K" : g(z) = 0}.

Definizione 6.5 (Polinomi proporzionali). Dati g1, g € K[xzy,...,x,] diciamo che sono propor-
zionali (g1 ~ ¢2) se Ja € K* tale che g; = ags.

Nota 6.6. E facile verificare che ~ & una relazione di equivalenza (discende banalmente dal fatto
che K* ¢ un gruppo rispetto alla moltiplicazione).

Definizione 6.7 (Ipersuperficie affine). Ogni classe di equivalenza di polinomi [g] in K[z, ..., z,]
rispetto a ~ ¢ detta ipersuperficie. Inoltre g(z) = 0 e detta equazione dell’ipersuperficie

Definizione 6.8 (Ipersuperfici affinemente equivalenti). Date due ipersuperfici affini [g], [h], si
dicono affinemente equivalenti se esiste ¥ € Aff(K") tale che [g] = [f o ¥]. In tal caso indicheremo
g

Nota 6.9. Useremo anche la notazione ¥~![g] per una ipersuperficie equivalente a [g] mediante

Vaffinita ¥ € Aff(K").

Nota 6.10. Anche in questo caso e facile verificare che la relazione Lo di equivalenza, dato che
Aff (K™) & un gruppo rispetto alla composizione.

Nota 6.11. Notiamo che [g] g [h] = deg(g) = deg(h), poiché il grado di g(¥(x)) non puo essere
piu grande di quello di g(z), e il viceversa vale per Uinvertibilita di W.

A questo punto passiamo allo studio di alcune ipersuperfici affini tra le pit importanti. In
particolare tratteremo il caso in cui le ipersuperfici sono di primo grado e quello in cui sono di
grado due (dette quadriche) nei casi particolari in cui K = R oppure K = C.

Proposizione 6.12 (Grado 1). Tutti i polinomi di primo grado sono affinemente equivalenti;
ossia esiste un'unica classe di equivalenza per le ipersuperfici di primo grado.

Dimostrazione. Notiamo preliminarmente che possiamo denotare un polinomio di primo grado
con g(z) = "Ax + b dove A € K", A+# 0 e b e K. Consideriamo ora il polinomio h(z) = A’z + '
e cerchiamo ¥ € Aff(K") tale che g o U = h, ovvero che

'A(Mz +N)+b="Az +V

dove M € GL(K") e N € K". In particolare vogliamo che esistano tali M e N. Ma ¢ ovvio che
esiste M tale che '"AM = A" e N tale che ‘AN + b = b dato che A & invertibile. O
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7 Quadriche reali e complesse

Consideriamo ora il caso delle quadriche, ossia le ipersuperfici [g] dove g € K"[zy,...2,] (qui K ¢
il campo dei reali o dei complessi) e deg(g) = 2. Cominciamo con

Nota 7.1. Se g & una quadrica, allora esistono A € M(n,KK) A simmetrica e non nulla, B € K",
c € K tali che
g(x) = 'wAxr +2'Bx + .

Nota 7.2. Con un’altra osservazione possiamo ridurre ancora la notazione. Consideriamo ) €
M (n + 1,K) associata al polinomio di secondo grado g:

A B
Q:(tBC>

e consideriamo anche Z = (7). Allora g(z) = TQxz.

Definizione 7.3 (Cono). Sia X C V con V uno spazio vettoriale. Diciamo che X ¢ un cono se
xr € X = Ar € X per ogni A € K.

Lemma 7.4. Se g(z) = 2Qx allora V(g) ¢ un cono.
Dimostrazione. Cio ¢ ovvio per I'omogeneita di g(x). O

Data la nota 7.2, possiamo equivalentemente parlare dello studio delle quadriche di K" co-
me delle quadriche omogenee in K", Consideriamo finalmente il cambiamento di forma delle
quadriche via affinita.

Lemma 7.5. Data una quadrica g a cui ¢ associata la matrice () e una affinita U(x)=Mzx+ N
a cui & possibile associare la matrice My = (¥ ) allora go ¥ = "MyQMy.

Dimostrazione. Basta fare un semplice conto: g(V¥(x)) = W (r)Q¥(zx) = * "MyQMyz da cui la
tesi. Tuttavia se svolgiamo il conto tenendo presente che My e ) sono matrici n +1 xn + 1
otteniamo che

Wy ONy — M0 A B M NY\ ‘MAM ‘MAN + *MB
NN TN T ‘B ¢ 0 1) \ {'MAN+ 'MB) 'NAN +2'BN +c

]

Definizione 7.6 (Conica a centro). Una conica € = [g] ¢ detta a centro se 3N € K" tale che
g(x) = g(2N — z), ossia € ¢ invariante per la simmetria centrale rispetto a N. Una definizione
analoga vale per le quadriche e per le ipersuperfici in generale.

Lemma 7.7. Se 0 ¢ centro della conica € = [g] su un campo a caratteristica diversa da due e
g = "wAx + 2Bz + C, allora B = 0.

Dimostrazione. Per definizione di centro della conica si deve avere g(z) = g(—x) cioe wAx +
2Br+ C = '"—zA(—x) + 2B(—xz) + C, 4Bz = 0 che deve essere vero per ogni scelta di x, quindi
si ha la tesi. O

Nota 7.8. N e centro di una quadrica se e solo se laffinita X — —X + 2N lascia invariata @),
ossia, per la formula delle trasformazioni affini di una quadrica, se e solo se — TA(2N)— IB = B,
{2N)A(2N) + 2'B(2N) + ¢ = ¢ e(—I)A(—I) = A. La prima condizione equivale a dire che
AN = —B, e questo implica banalmente che anche la seconda condizione ¢ vera, mentre la terza
e banalmente sempre verificata. Dunque N e centro della conica () se e solo se AN = —B.
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Lemma 7.9. Se g ¢ una quadrica di centro R e 1 ¢ un’affinita, allora = (R) ¢ centro di~1(g).

Dimostrazione. Rappresentando il tutto in coordinate in K"*!, si ha che g ¢ rappresentata da
(% g) mentre ¢ ¢ rappresentata da W = (4 %7). Allora per la formula della trasformazione
per affinitd di una quadrica la parte quadratica di ¥ "!(g) ¢ M AM, mentre quella lineare ¢

'M(AN + B). Per la nota 7.8, la tesi equivale a dire che ‘M AM(M~Y(R— N)) = —'M (AN + B),
ossia, essendo M invertibile, che A(R— N) = —AN — B, ossia che AR = —B, il che & vero perché
R & un centro di g. m

7.1 Classificazione affine delle coniche reali e complesse

Teorema 7.10 (Teorema di classificazione affine per le coniche reali e complesse). Per le coniche
complesse il rango di A e quello di Q) insieme formano un sistema completo di invarianti per
equivalenza affine.

Invece per le coniche reali il rango e l'indice di Witt di A e quelli di Q) insieme formano un
sistema completo di invarianti per equivalenza affine.

Dimostrazione. 11 fatto che quelli descritti siano effettivamente degli invarianti e vero in quanto A
e () con le affinita si trasformano per congruenza, e quelli descritti sono invarianti di congruenza,
ed inoltre sono invarianti anche per il prodotto di costanti non nulle. Dunque rimane da dimostrare
che questi sistemi di invarianti sono totali; per fare cio verra mostrato che ogni conica a seconda
dei suoi invarianti ¢ affinemente equivalente ad una forma canonica.

Coniche non a centro Se la conica g non € a centro, cio significa che il sistema AY = —B non
ha soluzioni. Pertanto A ha rango minore di due, e non potendo essere nulla (perché g e
una conica) ha rango uno. Dunque per il teorema di Sylvester esiste M invertibile tale che
'MAM = (101 0). Dunque l'affinita rappresentata da (]\fg (1’) (pitt un eventuale cambio di
segno consentito dalla definizione di conica) porta @) in

1 0 b
Qi=11 0 0 b
by by d

Se si cerca N = (3) tale che la traslazione  — x + N trasformi ; in una matrice del tipo

1 0 0
Q=0 0
0 Co 0
2_
e si impone il sistema, si trova che esso ha come soluzione a = —b; e § = b§b2d (che esiste
perché by ¢ diverso da 0, in quanto se non lo fosse il sistema (JJ)N = — (Z;) = — (%1)

avrebbe soluzione, e dunque ()7 avrebbe centro, e per la nota 7.8 () avrebbe centro, contro
I'ipotesi). Con un’ulteriore affinita lineare ci si puo ricondurre alla forma

0

0

0
0

[

1
@s=1| 0
0 —

1
2

Dunque ogni conica non a centro, reale o complessa, ¢ affinemente equivalente alla quadrica
rappresentata da Qs, ossia alla quadrica 2> — y = 0. Le coniche appartenenti a tale classe
di equivalenza affine sono dette parabole.
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Coniche non a centro Se la conica g ¢ a centro, con un’opportuna traslazione la si puo trasfor-
mare il una conica con centro nell’origine, la quale per il lemma 7.7 € della forma

A0
@1—(0 d).

Dato che le coniche sono definite a meno del prodotto per costanti non nulle, se d # 0 si
puo moltiplicare la conica per d—!, e dunque ci si pud ricondurre ai due casi in cui d = 0 ed
in cui d = 1. Ma a questo punto dobbiamo dividere il nostro studio a seconda che ci si trovi
nel campo reale od in quello complesso.

Coniche non a centro complesse Nel campo complesso per il teorema di Sylvester A, non
essendo nulla e dunque non potento avere rango zero, ¢ congruente a (§9) se ha rango uno

ea (39) se harango due. Pertanto con un’affinita lineare si puo trasformare @7 in una delle
seguenti matrici:

100 100 100 1 00
010},1010]},1000]Jof0O0¢O
0 01 0 00 0 01 0 00

Dunque abbiamo trovato cinque forme canoniche per le coniche complesse: queste quattro
e la parabola. Dato che nessuna di queste matrici ha la stessa coppia (rg(A),rg(Q)), si
e dimostrato che ogni conica complessa ¢ affinemente equivalente ad una tra le quattro
forme canoniche appena trovate od alla forma canonica delle parabole, e che le loro classi
di equivalenza affine sono disgiunte.

Coniche reali a centro In questo caso per il teorema di Sylvester A ¢ congruente ad una tra
(89 (62), (5 2), (38) e (3'5). Dunque, notando che se d = 0 si pud cambiare segno
alla matrice, con un’affinita lineare ed un eventuale cambio di segno si puo trasformare (),
in una delle seguenti coniche:

100 100 1 0 0 1 0 0 10 0
ot1o0|,{fo1o],{o-10],lo-10],l01 0 |,
00 1 00 0 0 0 1 0 0 0 00 —1
100 100 10 0
oo0o0],lo1o0ofof[00 o0
00 1 000 00 —1

Dunque abbiamo trovato nove forme canoniche per le coniche reali (queste otto e la parabola) e

dato che nessuna di esse ha la stessa quarterna (rg(A), rg(Q), w(A), w(Q)) esse sono rappresentanti
di nove classi di equivalenza affine distinte di coniche reali. O

Le cinque classi di equivalenza affine delle coniche complesse sono riassunte dalla seguente
tabella:
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Nome Equazione della | Matrice della | rg(A) | rg(Q)
forma canonica | forma canonica

10 o
Parabola 22—y =0 (0 0 2) 1 3

0-1 0
(non pervenuto) ?+y*+1=0 é g § 2 3
Coppia di rette incidenti 2+ =0 é % § 2 2
Coppia di rette parallele 2?2 +1=0 é § § 1 2
Retta doppia 22 =0 é § § 1 1

Invece le nove classi di equivalenza affine delle coniche reali sono le seguenti:

Nome Equazione della | Matrice della | rg(A) | rg(Q) | w(A) | w(Q)
forma canonica | forma canonica
10 0
Parabola 22—y =0 <8 _O; 70% ) 1 3 1 1
Ellisse immaginaria > +1y*+1=0 (é% § 2 3 0 0
Ellisse reale Byr-1=0 (498) 2 | 3 | 0 | 1
Iperbole 22—y —1=0 <é gl _81> 2 3 1 1
Rette complesse incidenti > +9y2=0 (é g §> 2 2 0 1
Rette incidenti 22 —y?=0 (é gl §> 2 2 1 2
Rette complesse parallele 2 +1=0 (é § %) 1 2 1 1
Rette parallele 2—-1=0 <é § _81> 1 2 1 2
Retta doppia 22 =0 (é § (é) 1 1 1 2

7.2 Classificazione affine delle quadriche reali e complesse

Teorema 7.11 (Teorema di classificazione affine per le quadriche reali e complesse). Ogni quadrica
complessa ¢ affine ad una delle sequenti (dove r =rg(A)):

e Seéacentroazi+...+x2+d=0, dove d ¢ uguale a zero o ad uno, ossia alla quadrica
rappresentata dalla matrice

e Senon éacentroax?+...+22—x, =0 conr <n, ossia alla quadrica rappresentata dalla

matrice
I, 0 0
0
0 Op—_r :
_1
2
00 —3] 0
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Inoltre la coppia rg(A),rg(Q)) € un invariante totale di coniugio.
Invece ogni quadrica reale ¢ affine ad una delle sequenti:

e Se ¢ a centro ax%+...+x§—x§+1 —...—x,+d =0, dove d ¢ uguale a zero o ad uno,
ossia alla quadrica rappresentata dalla matrice
I, 0 0 |0
0 -, 0 |0
0 0 Op—r | O
0 0 0 |d
o Senon éacentroaxi+.. .+, —x. —...—2—2,=0conr<nep>r—2p, ossia
alla quadrica rappresentata dalla matrice
I, 0 0 0
0 -1, 0 0
0
0 0 Op_r :
1
— 2
0 0 0 —31 0

Dimostrazione. 11 caso delle quadriche a centro € del tutto simile a quello delle analoghe coniche.
Invece per le quadriche non a centro per il teorema di Sylvester esiste una trasformazione lineare
che le trasforma quelle complesse in coniche del tipo

I, 0 I, 0 0
Z .. O -, 0 |Z
0 0, , mentre trasforma quelle reali in 0 0 0, . ,
7 ‘ c 7 ‘ c

e con un cambio di segno ci si puo ricondurre al caso r — 2p > p. Qui considereremo solo le
quadriche reali, in quanto la dimostrazione nel caso complesso ¢ analoga a quello reale con r = p.

21
<p
21 —Rp+1
Se Z = : allora la traslazione x — x — : porta la quadrica in una del tipo
Zn —Zr
0
0
¢ i 0|0
0 B 6_p 0w con W = : # 0 (perché altrimenti la quadrica avrebbe centro).
0 0 W ‘ c An
Ora cerchiamo un’affinita del tipo
00 010
00 0160
0 0 M|N
00 011
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che porti la conica alla forma canonica. Affinché cio accada dev’essere che

00 010 I, 0 0 0 00 010
00 010 0 -1, 0 0 00 010 B
00 ‘M|O 0 0 Opr | W 00 M|N |
00 NI 0 0 W]lec 00 01
I, 0 0 0
00 0 0 0 —Iy 0 0
oo o 0 B 0
1 00 0 ‘MW - 0 0 0,_, :
0 0 tWM‘QtNW—i-c _%
0 0 0 -2 0
Poiché W # 0, ¢ banale che esista N tale che 'NW = —¢, mentre se (v1,...,v,_,_1) ¢ una base
di W+ allora la matrice
0
0
M = ( U1 ‘ Vo ‘ ‘ Up—r—1 ‘ ——2t3V/W ) ¢ tale che "MW =
1
2

Dunque ¢ stato dimostrato che ogni quadrica, reale o complessa, ¢ affinemente equivalente ad
una delle forme canoniche indicate. Il fatto che gli invarianti di cui si parla nella tesi siano
effettivamente degli invarianti e stato gia visto, ed e facile mostrare che ciascuna delle forme
canoniche trovate abbia una stringa di invarianti diversa. O]

Nota 7.12. A titolo di curiosita, si usa questa nomenclatura per la classificazione delle quadriche:
paraboloidi sono quadriche non a centro;
ellissoidi sono quadriche reali con indice di Witt nullo;

iperboloidi sono le altre quadriche reali.
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