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Capitolo 1

Meccanica Lagrangiana

1.1 Un po’ di calcolo delle variazioni

In questa sezione vedremo come sviluppare il concetto di derivata e di diffe-
renziale su uno spazio di funzioni, cioé¢ in dimensione infinita. Lo scopo di
tutto cio sara trovare le curve che minimizzano opportuni funzionali (cioe 1'a-
nalogo dei punti di minimo per 1 funzioni reali) e dimostrare che queste curve
risolvono I'equazione di Eulero-Lagrange del sistema dinamico assegnato. In
altre parole, una volta fissati un punto di partenza e uno di arrivvo, vogliamo
trovare le traiettorie che rendono minima l’azione del moto.

Iniziamo considerando un funzionale
ZF:X —R

con X spazio di funzioni (che per ora lasciamo non definito) di dimensione
infinita. Fissiamo adesso ug € V C X, ( € X, e consideramo 'insieme delle
variazioni di ug della forma

{u=wuo+e€C, le|<eo}

con €y > 0 scelto in modo che ogni funzione u cosi definita stia ancora
nell’insieme V. Il funzionale .%# di partenza, valutato su una generica u,
assume la forma di funzione di una variabile reale:

O(e) = F(uy + €C). (1.1)

Definizione:
Se esiste ®'(0), diciamo che ¢ la variazione prima di F in uy lungo la
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direzione (.
Analogamente possiamo definire la variazione seconda di % in ug lungo la
direzione ¢ come ®”(0) (sempre se esiste!).

Utilizzando le definizioni appena date, possiamo definire il concetto di
minimo di un funzionale .%# in modo analogo a quanto fatto in dimensione n.

Definizione: Con la notazione appena introdotta, ug ¢ un minimo di .%#
se

d.F

— (ot eQlmo = (0) =0 V(e X (1.2)
>F )
2 (o +eQ)lzo = 27(0) 20 V(e X (1.3)

Esistono altre definizioni di derivate su spazi di funzioni, ad esempio la
derivata secondo Frechet e quella secondo Gateaux, che introducono anche
I’analogo del differenziale.

Definizione:

o F ¢ derivabile secondo Frechet se 3l € X* tale che :

F(u+¢) = F(u) + 1) + o(|¢]) V(¢ e X; (1.4)

o .7 ¢ derivabile secondo Gateaux se Al € X* tale che :
F(u+eC) = F(u) +el(() + ofle]) V(e X; (1.5)
Nota: L’Arnold utilizza la (1.4).
Notazione:

- Variazione prima:

¢'(0) = 6.7 (uo, Q);
- Derivata secondo Frechet:

1(¢) = DF (uo)¢;
- Derivata secondo Gateaux:

1(€) = dF (uo, );
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Passiamo ora a definire il funzionale che vogliamo minimizzare: data L
(L nel nostro caso sta per lagrangiana!l) funzione di tre variabili reali, t
intervallo di tempo, L,u € €, si dice funzionale tipico o azione il funzionale

Fi(u) = /t " L(ut), (1), t)dt. (1.6)

Per questo funzionale valgono le uguaglianze:
0.7 (uo,¢) = DF (uo)C = dF (uo, () (1.7)

Ricordiamo che vogliamo trovare la traiettoria che, in un tempo ¢; — tq,
congiunge i due punti fissati u(ty), u(ty).
Sia quindi
I'={y:[to,t1] — R" : y(to) = q0,7(t2) = 1} (1.8)

I'insieme in cul andremo a cercare le soluzioni stazionarie.

Cominciamo con lo studiare la variazione prima di _#i(7), con L €
¢*(R",R", R), lungo una curva 7 di estremi nulli (in questo modo rimaniamo
in I).

d tog
_ _ = —L —
& Fulrmheo [ R+ A Dot
“ ” oL
= 7+M7 i+ A, t)n; + —.(7+M7,7+M7,t)7'7j> | \=odt
0 ] 1 q] aq]
oL 8L )
= 5 N 3 ‘ ,t ’ y dt
E (8% v, 9, t aqj — (v, 3. )1
oL d 0L t
= E dt § .
N~~~ — <aq] ’y 77 dt a (7 ’77 ) 7]] + |: ’y 77 :|t0

perparti

Ora, poiché n ¢ nulla agli estremi, I'ultimo termine si annulla, e otteniamo
la derivata lungo n

d - “ oL d OL
A o=y Ol sy = L0204 dt. (1.
d\ /L(’Ya 77)|/\—0 = /to (aqj (77’% t) dt aq] (777715)) njdt ( 9)
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Osservazione: L’ipotesi che €%(R™, R", R) serve. Infatti

ic‘)_L_i(@zL - O’L ,)+82L
atog; 4= \0¢:04; " " 0400, ™) T otog;

k=1

Principio di Hamilton (o di Minima azione): Dati L(q, ¢,t) € €*(R", R, R),
v eI, _Z.(v), abbiamo che vy rende ¢, stazionario <=~y risolve le equazioni
di Eulero-Lagrange

S22 . (1.10)

Dimostrazione.

=) Ovvio;

<) Serve un lemma.

Lemma fondamentale del calcolo delle variazioni:
Sia f : [tg,t1] +— R continua, tale che

/tl FORDdE =0 Yh e €2 ([to, h]). (1.11)

Allora f = 0.

Dimostrazione. per assurdo: se f non fosse identicamente nulla =
Jt € (to,t1)[f(?) > 0.

Scegliamo adesso

ne % (to,th]) | m>0 in (70,7),
7=0 fuorida (19,71), dove to<Ty<T <t

Abbiamo quindi che

t1 T1
/ fndt = / fmdt > 0, assurdo.
to T0

O
Mettiamoci nelle ipotesi del lemma, scegliendo n = (n1,...,7n,), con m
qualsiasied o =---=n, =0.
Allora,

BT oL d oL
(A ) — — =2y, A, 8) | mdt = 0
/to [&]1(77 ) dtaql(vv )} T

implica che g—;(’y,ﬁ/,t) - %STLI = 0.
Ripetendo il procedimento per j = 2, ..., n otteniamo la tesi. O
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Variazioni e cambiamenti di coordinate

Supponiamo di avere L(q, ¢,t) lagrangiana con le stesse proprieta del pa-
ragrafo precedente. Cosa succede alle equazioni di Eulero-Lagrange se cambio
le coordinate del sistema tramite un diffeomorfismo @ = ¢(q)?

Ci immaginiamo che le equazioni conutinuino valere, ossia che le variazio-
ni prime dei due funzionali #; e Z¢ si annullino simultaneamente. In
particolare, per il teorema del cambiamento di variabili, vale che

t1 t1 890
/ (g 4, t)dt = / 200, S0 (1.12)
to

to
ossia, le azioni assumono gli stessi valori sulle funzioni che si corrispondono
attraverso . In particolare, se v/(t) = p(7()),

5A1) = A Mo = S gyt Amg (113)

= L A e = 6 ) (L14)

d\ dq
——
7]/
Quindi,
8 Zr(v,n)=0 Vn < 6 740+ ,0)=0 Wp (1.15)

che implica

4oL oL _, . d40Z 0Z (1.16)

dt oy Oy dt 05" oy '

Seguono 2 esempi. (29/ 09/ 2014)

1.2 Principio di Maupertuis

Il passo successivo ¢ quello di esprimere i funzionali senza esplicitare la
dipendenza dal tempo. Iniziamo considerando la funzione

oL
E(q,q) = —=—¢— L 1.17
(9,9) 94 (1.17)
che chiameremo integrale di Jacobi, e dimostriamo che & un integrale primo
del moto.

d . doL . OL . oL 0L .
EE@],C_I) = %é?_c]Q+ é?_q'q_ (8_(] + 30 ) (1.18)
doL 0L
e 11
th 54 aq} (1.19)

=0 lungo le soluzioni
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Adesso vogliamo considerare una classe di curve che siano

e asincrone: hanno gli stessi estremi qg, ¢, che raggiungono in istanti
distinti

e isoenergetiche: appartengono all’insieme di livello F(q, ¢) = c.

Principio di Maupertius
Consideriamo il funzionale azione ridotta

nO oL
S:) = [ SEGaNide (1.20
to(7y) 8q

7 e soluzione delle equazioni di Eulero-Lagrange associate a L(q,¢) < € un
punto stazionario di Sy, nella classe delle curve asincrone isoenergetiche.
N.B. Gli estremi dell’integrale dipendono dalla « che si sceglie!

Dimostrazione. Consideriamo le curve

Yt [to(A), 1 (A)] — R (1.21)
=7 (1.22)
N(ti(N) =g, =01 (1.23)

o, analogamente, 7»(¢;(A\)) = 7(t;(A), A) (in questo modo ho esplicitato la
dipendenza da \). Deriviamo adesso 7,(¢;(\), A) rispetto a A:

d d
0= 7(45) = 75 L) )] oo (1.24)
oy Iy
L0, M) + 520N oo (1.25)
RN O
= 5(1;)5(0) + 22(t5,0). (1.26)
oA
In particolare a noi interessa la relazione
Oy :
“L(t5,0) = —(t,)1,(0) (127)
Adesso introduciamo 'azione lagrangiana
t1(N)
A = [ Lon) (o) (1.28
to(A)
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e deriviamo di nuovo rispetto a A:

d dty(N)

aALm: L ), m0)) — 0N 15 0), ) (1.29)

+/to(1>\) g_sw/\(t) VA(t))ﬁgA; ) + g_g(%(t)fh(t))ag; )dt (1.30)

Per A = 0 abbiamo quindi

%Amm = O a0, (1)) — T L) (1)
# [ ST + S )

t1(N\) . |
/mm 2_37( RO CES (g—{;W(tw(t») Ml iy,
#5300 G0 = G (700 F(00) o) o

dove I'ultima uguaglianza ¢ data dalla relazione

d (9L On_4d (oL _ - 3% OL,_ .. don
dt(aq'( )8)\>_dt(aq(%7)) 5N aq(%’y) T

(pit precisamente, esprimi 1'ultimo termine come differenza degli altri due,
sostituiscilo nell’integrale e risolvilo!).

Notando che dentro 1'ultimo integrale abbiamo i termini dell’equazione
di E-L di L, valutata in 7, che quindi rendono nullo 'integrale.

Proseguiamo con il calcolo.

(1.27)
AL L) A(0) ~ (0 5 (3 (0) ) | 0

- 263t 710) — 5000 5 7). 00D 150
= (~eJ4(0) ~ (~e)(0) = ~e(4(0) - t(0)

t1(N) t1(N)

d d
= —C— dt|x=g = —— E dt|x—o-
Cd)\ to(/\) |)\70 d)\ to()\) (/yA( )7 ( )) |)\70

/
0
(



8 CAPITOLO 1. MECCANICA LAGRANGIANA

Quindi, ricordando la definizione di Ay,

d t1(A) ( ) | d t1(}) ( ) |
el E(yy, ) dt oo = —— E(yx, ) dt| =
dX Jion) ’ A Jio(z) 0
d t1 ()
=0=— (L + E) (7, ) dt| =0
dA to(X)
d W ar
Aoy D4 (Y2, ) Yadt | x=o
d
S _
) £(7)[a=0

1.3 Vincoli Olonomi Fissi

Consideriamo adesso un sistema di N punti materiali soggetti a dei vincoli e
a forze conservative. Un vincolo olonomo fisso restringe il moto dei corpi ad
una sottovarieta differenziabile di R3*" che non dipende dal tempo.

Consideriamo il caso in cui L(q, §) = Lo+ L1 + Lo, dove gli indici indicano
il grado di omogeneita rispetto a ¢ e calcoliamone 'integrale di Jacobi (che
esiste, sia la lagrangiana che i vincoli sono indipendenti dal tempo!):

0Ly, 0L

E=—"q¢+——q—(Lo+ Li+ Lz) = Ly — Lo
9q dq
~—~—— N~
2L, Iy

dove i commenti sotto le graffe sono una conseguenza del Teorema di Eulero
(Analisi II), che richiamiamo.
Teorema di Eulero Sia f funzione omogenea di grado o su R”. Allora

af(r) =Vf(z)- .

Torniamo ai vincoli olonomi. Sia e una n-varieta, descritta da una fun-
zione:
R™ 3>z — x(x) € R*™.

La traiettoria determinata da ¢ sara data dalla composizione x(q) e i vettori
velocita si potrano quindi esprimere come

ox

v(g,q) = a—q(Q)fJ- (1.32)
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Cerchiamo un’espressione per I’energia cinetica T5!:

A Ix o 1o .
T(q.q) = 5;%%\ = 5v(a:q) - M-v(g.q) (1.33)
m1]3 ...0
dove M e la matrice 3N x 3N delle masse Dt . Svolgendo i pro-
0... mnlg

dotti tra matrici, possiamo riorganizzare i termini della somma in modo da
esplicitare il termine ¢.

L 1~ [ 0x 5% ) -
T(q,§) = = IX (MEX 1.34
=33 (@Y 55,0 ) i (134
1 ¢ R SV
=3 > ani(@)gndn = 54A(@)q (1.35)
hk=1
dove A(q) ¢ la matrice di elementi ay, x(q) = %(Q)M%(q), che viene chia-

mata matrice cinetica.

Vogliamo adesso introdurre una metrica basata sulla matrice A, che ci
consenta di scrivere le traiettorie come estremali della funzione lunghezza
definita da questa nuova metrica.

Iniziamo verificando che la matrice A(q) sia definita positiva.

ox \" . (0 ox" 0

u’ - Alg) -u = (a—zu) M (8_25“) = T2 X2 (1.36)
Adesso, dal momento che M & definita positiva e Det(A(q)) # 0 (i vetto-
ri g—;‘l(q), e (%i(q) formano una base dello spazio tangente), abbiamo che
uPA(q)u > 0 Vu € R". La matrice A(q) induce quindi una norma, grazie

alla quale possiamo calcolare la lunghezza generalizzata

t1(7) t1(7)
Lay) = / (0)]a(t) = / VAOAGD)Md (137)

o(7) o(v)
Cerchiamo adesso di eliminare la dipendenza dal tempo, operando un
cambio di variabili nel funzionale lunghezza L(7):

L(y) = /1|7'(t)|dt= [y =7-s(), ' =%(s(t))s'(t)] (1.38)

to

= [ reonEoe = [ Fels (1)

to
ds

1di nuovo, ’indice ¢ il grado di omogeneitd rispetto a ¢
2la matrice & valutata in q
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con s parametro arco generalizzato definito come

s(t) = i 7 (0)A(3(0))ydo (1.40)

e tale che

ds? Z q)dqgndg,  (q sara la soluzione 7) (1.41)
hok=1

1 = F(s)A(F(s)(s). (1.42)

Adesso che non abbiamo piu la dipendenza dal tempo, I'energia cinetica T5
puo essere scritta in funzione di s

Ty(v.9) = FHANY = HAGEE # =T (143)

(1.38) =1(1.42)

Per ora lasciamola da parte, ci tornera comoda tra poco.

Notiamo intanto che se L =T, — Vo e E =Ty + V, allora L+ E = 2T =
g—gq; quindi ’azione ridotta puo essere espressa con l’energia cinetica:

t1(7y) oL t1(7y) .
suw:/ S0 AYide = / (v 4)de (144)
to(7) to(y)
s1(7) y . ' dt
‘=:/ OT(3(s), A)3(0s)) aeds (1.45)
So(’Y) S
s1(7) s1(7)
= / V2T(v,%)ds = V2(E —V)ds (1.46)
l 7(1 43) 30(7) 50(
i=Var

Se abbiamo l'ulteriore ipotesi che i corpi non siano soggetti a forze,
I’energia potenziale V' risulta essere nulla e quindi il funzionale Sy diventa

TL

s1(7)
S.(y) = VoE = ViE / S k() dndn
h,

s50(7) (1. 41) k=1

= %E/})WWMWWW@ﬁ:%EQM)
dyi="Y;dt toly

Una volta fissato quindi il livello di energia, le traiettorie sono le curve
geodetiche nella metrica definita da A.
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1.3.1 La Catenaria

1.3.2 Brachistocrona

1.4 Punti Coniugati

Nel 1836 Jacobi determino un’altra condizione sufficiente per la minimalita

di

Ag(y) = / L(y.A)dt (1.47)

to

basata sulla teoria dei punti coniugat:.

Sia ¢ (t) soluzione delle equazioni di Eulero-Lagrange associate a L. Con-
sidereremo una famiglia parametrizzata di soluzioni di E-L (¢, s), definite
sul solito intervallo [y, 1] e tali che:

Yt s0) = o(b); (1.48)
Y(to,s) = elto); (1.49)
¥(to,s) = s, in particolare sy = Yo (to) = Y(to, So)- (1.50)

.....

ogni curva 7(t, s)> Definizione:

Dato t* € [to, t1], diciamo che (t*, y¢(t*)) € un punto coniugato a (ty, vo(to))
rispetto al funzionale Ap, con condizione al bordo v(ty) = ~o,7(t1) = 71 se
%(t*, sp) = 0, cioe tutte le curve passano da (t*, yo(t*)).

Cerchiamo una definizione equivalente. Definiamo la funzione

Oy o (ts) — ()
yit) = s slg?o s — So ' (1.51)

Otterremo adesso un problema di Cauchy per y(t) derivando le equazioni

3se due soluzioni hanno le stesse condizioni iniziali, coincidono!
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di E-L rispetto a s e valutandole in sy* °.

> o (G099 = 5 SE6ws). 3050 =0

ds Ot

0 [ L a1 L 04

5 (e 0e 93T + G20t 4G ) -

0*L . oy  O0*L _ 0y

a_qg<7<ta 8)7 ’Y(t7 S))% - M(’Y(ta 8)7 fY(tv S))% =0

0 L Loy L L 9Y 0L 9

+ e =0

aaqaq(v(t,s)ﬁ(t,é‘))%—m(’y(t,s),y(t Nge + o o (9(t,9),3(t, )52

Valutiamo in sg e otteniamo il problema variazionale accessorio
—0 (1.52)
1

in cui abbiamo posto

0L
0¢?
0*L 0 0*L

Q - Q(t) = a_qg<70(ta 3)7’70@78)) - aaqaq

P = Pt)= (ve(t, s),vc(t, s))

(’VC(ta S)v 70(75, 8))
Per completezza ricaviamoci anche le condizioni iniziali

v(to, 8) — yo(to) _ lim ve(to) — ve(to)

to) = i —=0; (153
y( 0) Sg?o S — 8o 880 S — 8o ( )
o B
i(to) = lim (08 Zdclo) _ 5780 o (1.54)
550 S — Sy (TE:O/)S—MO s — Sy

Adesso possiamo enunciare la seconda definizione di punto coniugato:
t* € [to, t1] & un punto coniugato a (o, 7o (o)) se e solo se esiste una funzione
y che risolve il sistema (1.52) e tale che y(t*) = 0.

Condizione di Jacobi debole: 7. funzione critica di Ay, non ha punti
Coniugati a (t07 VC(tO)) in (to, tl)a

4tutti i termini con 7 sono valutati in (¢, s)
Sconsidereremo nuovamente L(q, §) € ¢
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Condizione di Jacobi forte: - funzione critica di A; non ha punti co-
niugati a (th ’YC(tO)) n (t07t1];

Condizione di Legendre debole: ?;Tg(”yc,"yc) >0.

Condizione di Legendre forte: %(7(;,70) > 0 (gia nota da Sistemi
Dinamici).

1.5 Funzionali Quadratici

In questa sezione introdurremo funzionale quadratico

2(7) = / RTSE e (1.55)

to

per stabilire se le condizioni di Legendre e di Jacobi sono necessarie e/o
sufficienti per la minimalita di un dato estremale vo. La particolarita di
questo funzionale e che la sua equazione di E-L e uguale alla prima equazione
del problema ausiliario (1.52).

Infatti, posta L(v,7) = Py + Qv?,

doL, . oL

d
5%(77’7) - 8_7(7’” =22 (P7) —2Qv=0 (1.56)

Teorema
Sia 2(v) il funzionale appena definito, con v(ty) = v(t1) = 0. Se valgono le
condizioni

e di Legendre: %(’y,f’y) >0
e di Jacobi: 7y soluzione di (1.52) non radici in (tg, 1)
allora 2(y) >0 Vv #0.
Dimostrazione. [

Ci limiteremo adesso a trovare condizioni per un minimo in senso debole,
cioe calcolato su un insieme ristretto di curve; piu precisamente, diremo che
Y¢ € un minimo in senso debole per Ay, se e > 0: Ap(v¢) < ApL(7y) per ogni
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vily—qcl <€ 7 # c® punto a punto.

Risultato 1: Sia ¢ un estremale di A;. Se valgono sia la condizione
forte di Legendre che la condizione forte di Jacobi = v € un minimo debole
di Ap.

Dimostrazione. Esaminiamo l'azione lagrangiana su tutte le curve vo + €€
con |£] < 1Vt e |e| < 1; consideriamo lo sviluppo in forma di Taylor al secondo
ordine con resto di Lagrange:

2

ALy +€€) = AL(16) + L AL (0 + €€)co €€ + =1 AL (e + Ao

de 2d\?

-

-0
(1.57)
dove A = €6, 0 € (0,1). Ora, per far vedere che Ap(vc + €£) > AL(yc) basta
mostrare che P
Jedlicte)ho20 VEET
8

in modo da rendere positivo anche I'ultimo termine della somma®.

d t1 82L .2 82 . 82
ﬁAL(VC%—ei) = /to (aq.zé + 8q8q§§+82 )dt (1.58)

— /tl (Pg'2 + Q§2+> dt=2(§) >0 Ve (1.59)

to

Per ottenere la seconda uguaglianza abbiamo integrato il termine %éé per
parti:

t1 82 d 82 t1
| amaté= [52 } [en -
t, 0909 9q0q © | dtdq 3 o

=0, perche ger

t1 82 / d 82
2 = 1.60
: 55 : 5dtaqaq (1.60)

Sostituendo infine la (1.60) nella (1.58), otteniamo
d i1 82 d 82 82
—AL(ve +€) = / 52 (—— ) E2dt
\/ N

Che ¢ equivalente a

de? 4 dt 8q8q 0q?
P(t) Q(t)

6per i nostri scopi ¢’e I'ipotesi aggiuntiva che v € T’
“tutte le curve si considerano valutate in t;
8per semplicitd al secondo membro abbiamo omesso la dipendenza da ¢ + &€ e Yo + €€
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]

Risultato 2: La condizione di Legendre e necessaria affinche ¢ sia un
minimo.

Dimostrazione. Supponiamo che la condizione non sia verificata e mostriamo
un controesempio in cui la variazione seconda dell’azione lagrangiana ¢ ne-
gativa per un’opportuna scelta di ¢. Sia f(t) una funzione definita in [to, t1],
con f(t) # OVt € [a,b] C [to, 1], continua, €? di valore massimo 1 su un
intervallo [a/, 0] C [a,b]. Prendiamo adesso come perturbazione

£o = f(t)sin(wt).

Abbiamo che il segno di

26)- [ " pid 1 / Oedl

to

valore limitato Yw
e determinato dal primo addendo
o b b b
/ PEAdt = / PEAdL < / Pwcos(wt)’dt < —aw/ cos(wt)?dt — —o0

to a a v a
P<—a,a>0

]
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CAPITOLO 1. MECCANICA LAGRANGIANA



Capitolo 2

Meccanica Hamiltoniana

2.1 Trasformata di Legendre

Sia f: U — R, f € 62, U C R™ aperto connesso. Sia inoltre

det aQ—f(:c) #0 VeelU (2.1)
Ox? '
Consideriamo un cambiamento di coordinate,
of
: == 2.2
Orix— Y=o (22)

prendera il nome di trasformazione di Legendre. Grazie alla condizione
(2.1), localmente esiste la trasformazione inversal qﬁ;l; Definiamo quandi
la trasformata di Legendre di f

9(y) = G(¢7'(v),y), con Glz,y)=z-y— f(z). (2.3)
Quali proprieta ha la funzione G? Iniziamo studiandone la derivata
dg Kl e oG, _,
dg==—=dy = |— C— — d
9= 5, 5, (07 W) y) By () + o (97 (v),y)| dy

: o
= | (v Seoro) -%@)W;%y))] 0y

Ora, dal momento che %(qﬁ;l(y)) = %(¢Jj1(y)) = y, otteniamo la relazione

5’g_ -1 @ (9_f _
2y _¢f = (ayoax> =x. (2.4)

Iper il teorema di invertibilita locale, se det-Z (%) () # 0, allora %(m) ha un’inversa
locale in U,

17



18 CAPITOLO 2. MECCANICA HAMILTONIANA

Verifichiamo che vale la condizione di non degenerazione per la g, in modo
da invertire la trasformata appena definita.

o (dg Of &g 0*f
— (=2 Z=) = (Z2o0¢f) == =1
Ox \ Oy Ox 0y? ox?
g 2ft g
a_yg(y) = 5.2 ° o5 (y) = det <8_y2(y)> :

Possiamo quindi calcolare la trasformata di Legendre di ¢, utilizzando il
procedimento appena visto. Avremo quindi una funzione

Con
h(z) = F(z, ¢, (x)), con Flz,y) =z y—g(y). (2.6)

Analogamente a sopra, calcoliamo le derivata di h

Oh
dh = %dax =

oF

OF 99"
ox

(z, ¢y (2)) +a—y(:v,¢;l(x)) o (a:)] da

(0 +o- 2o wn) - 20w as

e otteniamo le solita relazione

. Oh oh 0Og
1 — # — —_— p—
0y = ox (ax ° Oy) () =y

oh 4 oh  Of

— o = = — =

(Grosr)w=v = G =7
Vediamo adesso come utilizzare in meccanica i risultati appena ottenuti.
Normalmente avremo una Lagrangiana L(q, ¢,t), con g € R™ e det (%) £ 0.

Considereremo ¢ e t come parametri e cambio di variabili operera infatti su
¢ nel seguente modo:

oL

qg—p = R detto momento coniugato (2.7)
q

H(p,q,t) = [q¢-p— L(q,d,t)]= (g4 trasformata di Legendre (2.8)

con H che prende il nome di funzione di Hamilton.
Teorema:
Supponiamo di avere L(q,q,t) come sopra. Allora la mappa t — ¢(t) e
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soluzione delle equazioni di Eulero-Lagrange di L se e solo se t — (p(t), q(t))
(con p(t) momento coniugato di ¢) ¢ soluzione delle equazioni di Hamilton

: OH
b= =53,
{ . oH " (2.9)

dove H & la funzione di Hamilton.

Dimostrazione. ]

Campi Vettoriali Hamiltoniani

Posto x = (p,q), possiamo ridurre le equazioni di Hamilton in una forma
piu compatta
t=JV,H=Xyg (2.10)

con J € R?" identita simplettica.

Ci poniamo adesso il problema di stabilire quando un dato campo vet-
toriale X e hamiltoniano, ossia quando esiste una funzione H tale che X =
Xy=JV,H.

Proposizione: Se X campo vettoriale ¢ hamiltoniano, allora la matrice
J %—f e simmetrica. Se il campo X e definito su un insieme semplicemente
connesso, vale anche il viceversa.

Dimostrazione. ]

2.2 Trasformazioni Canoniche

2.2.1 Trasformazioni Canoniche Indipendenti dal Tem-
po

Teorema
Le seguenti condizioni sono equivalenti:

1) 4 e simplettica con valenza «;
2) VH € 62, . Xyg= XoHop1;

3) {figto™ =a{fovl goy};
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4) Condizione di Lie: P -d@Q — ap - dgq & una forma chiusa.
Dimostrazione. ]

Teorema
Sia v trasformazione canonica. Allora ¢ e simplettica.

Dimostrazione. O

2.2.2 Trasformazioni Canoniche Dipendenti dal Tem-
po

2.3 Metodo delle Funzioni Generatrici



